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Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

DE  L  NTÉGRATION  DES  DIFFÉRENTIELLES. 


Objet  du  Calcul  intégral. 

406.  Nous  avons  fait  connaître,  dans  le  Calcul  dîffé- 
rentiely  les  règles  au  moyen  desquelles  on  obtient  les 
différentielles  des  divers  ordres  des  fonctions  d'une  ou  de 
plusieurs  variables  indépendantes;  nous  avons  montré 
en  outre  qu'en  combinant  des  équations  données  où  figu- 
rent plusieurs  variables,  avec  celles  qu'on  en  déduit  par 
la  différentiation,  on  peut  éliminer  certaines  quantités 
arbitraires  et  former  ce  que  nous  avons  nommé  des  équa- 
tions différentielles  ou  des  systèmes  de  telles  équations. 

Le  Calcul  intégral  a  en  vue  les  problèmes  inverses.  Il 

a  pour  objet:  i**  la  détermination  des  fonctions  d'après 

leurs  différentielles;  2°  la  recherche  des  relations  qui 

lient  entre  elles  plusieurs  variables  assujetties  à  satisfaire 

s.  —  CiUc.  ine.  i 
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à  des  équations  différentielles  données.  Le  premier  pro- 
blème est  évidemment  compris  dans  le  second,  et  il  en 
constitue  le  cas  le  plus  simple  ;  un  grand  nombre  de 
questions  importantes  viennent  s'y  rattacher,  et  il  sera 
pour  nous  le  sujet  d'une  étude  approfondie. 

Nous  devons  faire  remarquer  ici  que  nous  avons  eu 
plusieurs  fois  l'occasion,  dans  le  Calcul  différentiel,  de 
traiter  des  questions  qui  appartiennent  proprement  au 
Calcul  intégral.  Ces  questions,  que  nous  avons  pu  ré- 
soudre au  moyen  des  propriétés  fondamentales  des  fonc- 
tions dérivées,  sont  une  utile  préparation  aux  théories 
que  nous  avons  à  exposer. 


Des  intégrales  indéfinies  et  des  intégrales  définies. 

407.  Soîty(a:)  une  fonction  réelle  d'une  variable  indé- 
pendante :r,  que  nous  supposerons  continue  pour  les  va- 
leurs réelles  de  x  comprises  entre  deux  limites  x^  et  X. 
Nous  avons  vu  fn®  187)  qu'il  existe  toujours  une  fonction 
ayant  pour  différentielley(j:)rfa:;  effectivement,  si  l'on 
trace  deux  axes  rectangulaires  Oxy  Oj-,  que  l'on  con- 
struise la  courbe  CMD  dontl'ordonnéej^  soit  égale  kf{x)y 
et  que  l'on  mène  deux  ordonnées  CA,  MP  qui  répondent 
à  deux  abscisses  comprises  entre  Xo  et  X,  l'une  de  ces 
abscisses  étant  déterminée  et  l'autre  x  étant  regardée 


c/ 


/ 


1'      B 


X 


comme  variable,  Taire  ACMP  sera  une   fonction  de  a:, 

qui  a  pour  dérivée/ (x)  et  pour  différenticlle/(x)  dx. 

D'ailleurs,  pour  que  deux  fonctions  aient  la  même  dif- 
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férentielle,  il  i'aut  et  il  suffit  que  la  difTérence  de  ces 
fonctions  soit  constante;  donc  il  existe  une  infînîté  de 
fonctions  ayant  pour  différentielle  y*(a:)rfj:,  et  ces  fonc- 
tions ne  diffèrent  entre  elles  que  par  une  constante. 
Notre  construction  nous  indique  l'existence  de  toutes 
ces  fonctions  y  puisque  l'ordonnée  fixe  CA,  à  partir  de 
laquelle  est  comptée  l'aire  ACMP,  a  été  choisie  arbi- 
trairement; si,  au  lieu  de  cette  ordonnée,  on  en  prend 
une  autre  C'A',  on  obtiendra  une  aire  nouvelle  A'C'MP 
qui  aura  encorey(j:)  dx  pour  différentielle. 

La  fonction  dont  la  différentielle  est  /{x)  dx  ren- 
ferme ainsi  une  constante  arbitraire  ;  elle  est  dite  Vinté^ 
grale  indéfinie  ou  simplement  Vintégrale  de  la  diffé-- 
rentielle  f[x)  dxy  et  on  la  représente  par 


j  f{x)dx. 


D'après  cela,  si  F  (a:)  désigne  l'une  des  valeurs  de  cette 
intégrale,  c'est-à-dire  l'une  des  fonctions  qui  onlfix)  dx 
pour  différentielle,  on  aura 

(,)  J/{x)dx  =  F  {.r)^C, 

C  étant  une  constante  ai*bi traire. 

408.  Le  problème  qui  a  pour  objet  l'intégration  d'une 
différentielle  donnée  deviendra  déterminé  si  l'on  ajoute 
la  condition  que  l'intégrale  se  réduise  à  zéro  pour  une 
valeur  donnée  Xo  de  x.  Effectivement,  la  constante  C  de 
la  formule  précédente  devra  être  telle,  que  Ton  ait 

F(xo)4-C  =  o, 
et  il  viendra 

(2)  p(x)dx  =  ¥(x]-F{x,]; 

cette  expression  sera  celle  de  Taire  AGVIP  consïdérde 
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plus  haut,  si  Ton  suppose  que  Tordonnée  fixe  CA  ré- 
ponde à  Tabscisse  Xq, 

Si  l'on  donne  à  x  la  valeur  déterminée  X,  l'intégrale  (a) 
prendra  une  valeur  déterminée  égale  à 

F(X)~F(xo); 
on  la  représente  par 

f[x)dx. 


f 


et  elle  est  dite  Vintégrale  définie  de  la  différentielle 
f{x)  dx  prise  à  partir  de  a:  =  Xo  jusqu'à  x  =  X  ;  ainsi 
Ton  a 

(3)  r/(x)dir  =  F(X)-F(x,!. 

Cette  intégrale  a  pour  valeur  l'aire  ACDB,  comprise 
entre  la  courbe  donty(x)  est  l'ordonnée,  l'axe  des  x  et 
les  ordonnées  CA,  DB  qui  répondent  aux  abscisses  Xq 
et  X.  Or  nous  avons  vu  (n***  10  et  188)  que  si  l'on  divise 
l'intervalle  X  —  Xq  en  n  parties  égales  ou  inégales  re- 
présentées généralement  par  ÙXj  puis  que  l'on  construise 
des  rectangles  intérieurs  et  extérieurs  ayant  pour  bases 
ces  diverses  parties  et  pour  hauteurs  les  ordonnées  cor- 
respondantes de  la  courbe  CD,  la  somme  de  ces  rec- 
tangles/ [x)  Ai:  tend  vers  une  limite  égale  à  l'aire  ACDB, 
quand  les  ùix  tendent  vers  zéro  et  que  leur  nombre 
augmente  indéfiniment.  Il  en  résulte  que  l'on  a 

x  =  X 

(4)  r/(.r)rfx  =  lim^/(x)Ax, 


X  SX» 


ce  qui  exprime  la  proposition  suivante  : 

L'intégrale  définie  de  la  différentielle  f[x)dx  prise 
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de  X  =  Xq  à  X  =  1L  est  la  limite  vers  laquelle  tend  la 
somme  des  valeurs  que  prend  la  différentielle/ {x)dx 
ouf{x)ùx,  quand  x  varie  de  Xo  àH  en  prenant  des 
accroissements  successifs  infiniment  petits. 

C'est  en  raison  de  celte  propriété  qu'on  a  choisi  le 
signe  fy  initiale  du  mot  somme^  pour  représenter  les 
intégrales. 

Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  ne  suppose 
pas  que  la  fonction y*(x)  conserve  le  même  signe  quand 
X  varie  de  J7o  &  ^y  ou  que  la  limite  supérieure  X  soit 
plus  grande  que  la  limite  inférieure  Xq  ;  si  l'on  a  X<[  arot 
les  accroissements  £ix  sont  négatifs  et  chaque  produit 
/(x)  Aa:est,  dans  tous  les  cas,  positif  ou  négatif,  selon 
que  ses  facteurs  ont  le  même  signe  ou  des  signes  con- 
traires, 

4U9.  La  notation  dont  nous  faisons  usage  pour  repré- 
senter les  intégrales  définies  peut  être  employée  avec 
avantage  dans  le  cas  des  intégrales  indéfinies.  Reprenons 
en  effet  la  formule  (3)  et  considérons  la  limite  supérieure 
X  de  l'intégrale  comme  une  variable;  on  pout  alors 
écrire  x  au  lieu  de  X,  et  il  viendra 

(5)  r/(x)^^  =  F(a:)-F(^o); 

cette  expression  représente  l'une  des  valeurs  de  l'inté- 
grale indéfinie  de  la  différentiellcy(x)rfj:,  savoir,  celle 
de  ces  valeurs  qui  s'annule  pour  a:  =  a:©  ;  on  a  donc 

;g)  Ç/{jc)dx=z  Ç  f[x)dx'\'C, 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

La  limite  x^  peut  être  choisie  à  volonté,  en  excluant 
cependant  les  valeurs  particulières  pour  lesquelles  F  (x©) 
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serait  infinie  ;  si  on  la  regarde  comme  une  constante  ar- 
bitraire, F(xo)  sera  elle-même  une  constante  arbitraire, 
et  Ton  pourra  écrire  simplement,  à  cause  de  la  for- 
mule (3), 

mais  il  vaut  mieux,  en  général,  se  réserver  le  droit  de 
fixer  la  limite  à  partir  de  laquelle  commence  l'intégrale 
et  laisser  subsister  la  constante  arbitraire  dans  le  second 
membre  de  la  formule. 

Des  procédés  d^ intégration, 

410.  Quelle  que  soit  la  fonction  explicite  ou  implicite 
/{x)  de  la  variable  réelle  Xy  pourvu  qu'elle  soit  continue 
dans  un  certain  intervalle,  il  existe,  comme  nous  l'avons 
démontré,  une  fonction  bien  déterminée  qui  a  pour  diffé- 
rentiel le  y'(j:) /fa:  et  qui  se  réduit  à  zéro  pour  une  valeur 
donnée  quelconque  Xq  dex.  Nous  sommes  convenus  da 
représenter  cette  fonction  par  la  notation 

Jf[x)dx, 

mais  il  est  naturel  de  chercher  à  l'exprimer,  quand  cela 
est  possible,  par  le  moyen  des  éléments  analytiques  con- 
nus, c'est-à-dire  par  les  fonctions  algébrir/ues,  logarith" 
mif/ues,  exponentielles  et  circulaires.  Cette  recherche 
constitue  ce  que  Ton  nomme  V intégration  de  la  diffé- 
renticlley(a:)f/ji:;  elle  fera  l'objet  des  développements 
que  nous  nous  proposons  de  présenter  ici  et  qui  sont 
nécessairement  bornés  à  un  petit  nombre  de  cas. 

411.  Cas  d'une  intégrale  exprimable  par  Ux\e  fonc- 
tion SIMPLE.  —  Nous  devons  avant  tout  rappeler  les 
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résultats  auxquels  nous  a  conduits  la  diflerentiation  des 
foDclions  simples,  car  ces  résultats  nous  font  connaître 
les  intégrales  qui  s'expriment  par  une  telle  fonction. 
On  a 

à •=^a^dx^       dshïx  =  cosxdx.       dcotx=: t-^j 

n  -h  I  sitrx 

d =  e'"'dx^     dcosx  =  —  sïaxiixy     dsécx  = i, — '■  > 

m  cosr  X 

,,  dx  _  dr.  ,        ,  cosxdx 

alogx  =  — 9        dtansx  = — r— ?       rfcosecx  = r-i — y 

X  cos^jr  sm'ar 

_         .                -\-  dx          .                              dx 
a  arc  sinx  =  — ^==  ?      d  arc  cet  j:  = j 

,                           —  dx           ,           ,                   -4-  dx 
a  arc  cosx  =  — y    a  arc  séco:  = 9 

^  I  —  x^  X  ^x^  —  I 

dx                                            —  dx 
dsLTC  tangx  = -,     darc  cosécx  = rr^=^  > 

l-t--^'  x^x^  —  l^ 

et  Ton  en  conclut  immédiatement,  en  désignant  par  C  une 
constante  arbitraire, 

jr"-*-^  (*  ,  r    dr 

^dx  = h  C,       f  cosa:  ilx  =  sinx  +  C,  I    .  .  ■  =  —  cotor  -h  G, 

/i  -f- 1  J  J  sm'x 

^"ï'*  /^  /^  sin  j^  c?j7 

'eix= hC,         I  sinx<2;B  =  —  cosjr-hC,       /   z —  :i=sécxH-C, 

m  J  J     cos'o: 

_,  r    dx  _  rcosxdx  ,  _, 

=  loff  jr  -i-  C,  I   r-  ==  tangx  4-  C,  1  — .-^^ —  =  -  cosec^  -h  C, 

J    cos  X  J    sin'j: 

=  arc  sm  X  -:-  C  r=  —  arc  cosx  4-  C, 

— ; — -  =z  arctangx  -f-  C  rrr  —  arc  cotx  -h  C, 

=r  =:  arc  secx  -h  C  =  —  arc  cosecx  -f-  C. 

x^x*  — I 
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On  peut  aussi  écrire,  en  désignant  par  Xq  une  valeur 
quelconque  de  x^ 


/ï  -hl 


m 


i 

I      —  =  log.r  —  log^o  =  log 

La  troisième  formule  de  ce  groupe  est  comprise  dans 
la  première,  et  elle  se  déduit  de  celle-ci  en  faisant  tendre 
n  -h  I  vers  zéro  ;  on  a  effectivement,  par  la  règle  du 
n«  i2i, 


/ 


—  =Ioff j:  —  1o;îXo  =lim —  pour  n 4- 1  =  o. 

X  °  °  /ï-hl 

Jt'o 


Si  Ton  suppose  Xo  =  i  dans  la  formule  précédente,  il 
viendra 


/ 


*dx       _ 
—  =logaî; 

X 


on  trouverait  de  même,  en  prenant  x^  =  o, 

rdx                                 C"     dx 
:  =  arc  tang  jr,        I = 


arcsmx. 


La  fonction  logx  et  les  fonctions  circulaires  inverses 
telles  que  arc  tang:r,  arc  sin jr,  sont  donc  des  intégrales 
de  différentielles  algébriques,  ainsi  que  nous  en  avons 
déjà  fait  la  remarque  (n**  44),  et  si  l'Algèbre  et  la  Tri- 
gonométrie n'en  avaient  préalablement  constitué  la 
théorie,  elles  se  seraient  présentées  dès  le  début  du 
Calcul  intégral  comme  des  éléments  analytiques  nou- 
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veaux  indispensables.  Cette  remarque  sufBt  pour  faire 
pressentir  dès  à  présent  que  Tintégration  doit  donner 
naissance  à  une  infinité  de  fonctions  nouvelles  irréduc- 
tibles aux  types  déjà  connus,  ce  qui  ouvre  àTanalyse  un 
champ  de  recherches  illimité. 

412.    Cas  d'une  différeivtielle  égale  au   produit 

D*UliE   différentielle   DONNÉE    PAR   UNE   CONSTANTK.    

Soit  la  différentielle  audxj  dans  laquelle  a  est  une  con- 
stante et  u  une  fonction  de  x;  il  est  évident  que  Ton  a 


l  audx=za  i  udxy 


car  les  deux  membres  de  cette  égalité  ont  la  môme  diffé- 
rentielle et  chacun  de  ces  membres  renferme  d'ailleurs 
une  constante  arbitraire. 

Si  Ton  veut   prendre  l'intégrale  audx  de  manière 
qu'elle  s'annule  pour  x  =  Xo9  on  écrira 


J'     audx=ia   l     u  dx. 


égalité  évidente,  puisque  les  deux  membres  ont  la  même 
différentielle  et  qu'ils  s'annulent  tous  deux  pour  x  =  Xq' 

413.  Cas  ou  la  différentielle  donnée  est  la  somme 
DE  plusieurs  différentielles.  — Soient  u,  i^y  sv,  .-•,  s 
des  fonctions  données  de  x  :  si  l'on  pose 

il  est  évident  que  l'intégrale  indéfinie  de  la  différentielle 
ydx  aura  pour  valeur 

I  ^dx  =   j  uilx  -h   I  pdx  -t-    /  tvdx  -4- ...  -I-  1  Siixj 
car  les  deux  membres  de  cette  égalité  ont  la  même  diffé- 
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rentielle,  et  en  conséquence  ils  ne  peuvent  difTérer  que 
par  une  constante;  chaque  intégrale  entraîne  d'ailleurs 
avec  elle  une  constante  arbitraire. 

Si  Ton  veut  prendre  l'intégrale  de  la  différentielle ^rfar 
de  manière  qu'elle  s'annule  pour  x  =  j:©»  on  aura 

x,  Jx,  Jx^  *Jx^  •^'« 

puisque  les  deux  membres  de  cette  formule  s'évanouis- 
sent pour  a:  =a:o. 

Si  M  et  i'  sont  deux  fonctions  réelles  de  la  variable 
réelle  x  et  que  l'on  fasse 

on  aura  (n**359) 

iydx=-    j  udx-x-^ — I    j  vtlx. 


ou 


rydxz=   I     udx  -t-  V— *    /     ^^^* 

414.  Ir(TÉGRATioN  PAU  PARTIES.  —  Le  procédé  dit  de 
Vintégtation  par  parties  est  d'un  usage  fréquent  en 
Analyse,  où  il  offre  de  précieux  secours;  voici  en  quoi  il 
consiste.  Soient  uel%f  deux  fonctions  quelconques  d'une 
même  variable  Xj  on  a 

diuv)  dv  du 

dx  dx         dx^ 

multipliant  par  dx  et  prenant  ensuite  l'intégrale  indé- 
finie de  chaque  membre,  on  aura 


uv 


=f{"^^)'^^f  {"'£)'''' 
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ou 

^'^        /("£)'^='"'-/("S)''" 

nous  n'ajoutons  pas  de  constante,  puisque  chaque  inté- 
grale comporte  une  constante  arbitraire. 

La  formule  précédente  exprime,  comme  on  va  voir, 
la  règle  de  l'intégration  par  parties.  Soit  j^rfx  une  diffé- 
rentielle donnée;  parmi  les  manières  en  nombre  indéfini 
de  décomposer  j^rfj:  en  deux  facteurs,  choisissons-en 
une  telle,  que  l'un  des  facteurs  soit  la  différentielle  d'une 
fonction  connue  ç>,  et  désignons  par  u  l'autre  facteur; 
alors  on  aura 

rdx  =  u  -r-  dr, 
dx 

et,  d'après  la  formule  (i),  l'intégrale  de  la  différentielle 
yda:  pourra  être  décomposée  en  deux  parties,  savoir  : 
une   partie  intégrée  uv  et    une  partie  non  intégrée 

—  \  \  Tl]  ^^'  C'est  donc  à  l'intégration  de  la  différen- 
tielle i^  —  dx  que  se  trouve  ramenée  celle  de  la  diffé- 
rentielle j^rfa:  ou  tt  —  dx.  Si  la  nouvelle  différentielle  est 

]>lus  simple  que  la  proposée,  on  aura  fait  un  emploi 
avantageux  de  l'intégration  par  parties. 

Si  l'on  veut  prendre  les  intégrales  de  la  formule  (i)  de 
manière  qu'elles  s'annulent  pour  x=j:o>  il  est  nécessaire 
de  tenir  compte  de  la  constante  arbitraire  qui  accom- 
pagne l'intégrale  de  l'un  des  membres,  celle  du  second 
membre  par  exemple.  Cette  constante  est  évidemment 
égale  à  la  valeur  changée  de  signe  que  prend  la  partie  in- 
tégrée ui^pouT  x  =  Xol  donc,  si  l'on  désigne  par  i^o  et  l'o 
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les  valeurs  de  u  et  de  f^  qui  répondent  kx  =  Xoj  on  aura 
on  écrit  aussi,  quelquefois, 

jr(4)-=t<-jr(4)-. 

le  symbole  [aM]J^  exprimant  la  différence  u(/  —  uoi^oOVL 
l'intégrale  r  ^  dx. 

415.  Exemples.  —  Nous  aurons  Toccasion,  dans  ce 
qui  va  suivre,  de  faire  des  applications  nombreuses  dii 
procédé  que  nous  venons  d'indiquer  ;  il  convient  cepen- 
dant d'en  présenter  ici  des  exemples. 

I**  Considérons  d'abord  l'intégrale 

et  prenons 

dv 
u  =  logo:,     c  =  «,     d'où     ---  dx'=^  dx^ 

dx 

on  aura 

l'intégrale  du  second  membre  se  réduit  à  j  dx^  c'est-à- 
dire  à  X  +  une  constante  ;  on  a  donc 

C  étant  une  constante  arbitraire.  Dans  cet  exemple,  l'in- 
tégration par  parties  permet  de  trouver  la  valeur  de  l'in- 
tégrale proposée. 
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2^  Considérons  l'intégrale 


/• 


décomposons  la  difTérentielle  en  deux  facteurs 

dont  le  second  est  la  différentielle  de  —  c"*  ;  les  fonc- 
tions que  nous  avons  désignées  par  u  et  f^  sont  ici  x^  et 
—  e""*;  on  a  donc 

jx^^er-'dxzzz  —  x^^ir^-^m  \  x'^-^tr'dx. 

LHntégrale  proposée  est  ramenée  à  une  autre  intégrale 
de  même  forme  et  qui  ne  diffère  de  la  première  qu'en 
ce  que  l'exposant  m  de  a:  est  remplacé  par  m  —  i .  Si  le 
nombre  m  est  positif,  la  nouvelle  intégrale  est  plus  simple 
que  la  première;  le  contraire  a  lieu  qaand  m  est  négatif, 
et,  dans  ce  dernier  cas,  c'estl'intégrale  du  second  membre 
qu'il  faudra  regarder  comme  réduite  à  celle  du  pre- 
mier; écrivant  —  m  H- 1  au  lieu  de  m,  la  formule  précé- 
dente donnera 

^-m^x^-— , i  x^-"^ er"^ dx. 

i  —  ni  i  —  mj 

Supposons  que  m  soit  un  entier  positif,  et  posons, 
pour  abréger, 


""•=/ 


x'^e-^dx,      a,„  =  —  a:'^  c-*, 


on  aura,  par  la  formule  trouvée  plus  haut,  en  remarquant 
que  oCf^  s'annule  pour  x  =  o, 


"m^^^m-^  f^^m  -It 
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et,  en  donnant  à  m  les  valeurs  i,  2,  3,...,  m,  il  viendra 

l/j  =r  «j    -\-  Uoy 
1/,  =aj  -f-  2«,, 


«m=am-^-W^m-i; 


ajoutant  ces  équations,  après  les  avoir  multipliées  res- 
pectivement par  les  facteurs 

I                 I                                   T 
I9       î      59    •••>      9 

1.2      1.2.0  1.2. • ,m 


1  viendra 


*''»       — .,    .   ?1  _i- _?i__i_  "wt      . 


Ut%  —r-    ~I- T"  •  •   •  -T-    a 

1.2.  ..m  1  1.2  1.2...l7t' 


or 

1  ir-*ctr  =  —  c^^  +  const., 

d'où 

1/0=  /    tf-^^jr— I— cr*5 

on  aura  donc 


/    x'^e'^dx 

\  ,11.0, .  m  J 

V         X         x^  a:'»      1 

L         I         1.2  1.2...  w  J 

416.  Intégration  par  substitution.  —  Le  procédé 
d'intégration  qu'il  nous  reste  à  indiquer  consiste  dans 
le  changement  de  la  variable  indépendante;  ce  procédé 
et  celui  de  l'intégration  par  parties  constituent  les  res- 
sources principales  de  la  partie  du  Calcul  intégral  dont 
nous  nous  occupons. 

Soii  f[x)dx  une  différentielle  donnée;  si  l'on  prend 
une  nouvelle  variable  indépendante  t  liée  à  x  par  une 
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équation  telle  que 

(0  ^=?(0> 

on  anra 

et,  par  conséquent, 

/{x)da:=/[<^[i)]^'[t)dt  =  ^{t)dt; 

il  en  résultera 

(2)  Jf[x)dx=:  f^{t)dt. 

Si  Ton  sait  intégrer  la  différentielle  i{;(t)rf^  et  que  l'on 
ait 

I '^{e)dt  =  W{t) -h  const., 

on  aura  aussi 

^/(x)dx  =  r{e)  H-const., 


p 


et,  en  remettant  au  lieu  de  t  sa  valeur  exprimée  en  x,  on 
aura 

/{x)dx  =  F(x)'+-  const.» 


P 


F(x)  étant  une  fonction  connue. 

L'emploi  de  la  méthode  de  substitution  peut  être  très- 
utile,  même  lorsqu'elle  n'a  pas  pour  effet  l'intégration 
de  la  différentielle  donnée;  elle  permet  en  effet,  dans 
un  grand  nombre  de  cas,  de   substituer  à  l'intégrale 

lf[x)dx  de  cette  différentielle  une  autre  intégrale  plus 

simple  j  r^{t)dt. 

Supposons  qu'on  veuille  prendre  l'intégrale  de  la  dif- 
férentielle /{x)  dx  de  manière  qu'elle  s'annule  pour 
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j:=  Xo  ;  alors  l'intégrale  de  la  différeiUielle  égale  ^[t)dt 
devra  être  prise  aussi  de  manière  qu'elle  s'annule  pour 
la  mâmc  valeur  de  x.  Par  conséquent,  si  to  désigne  la 
valeur  qu'il  faut  donner  à  t  pour  que  x  se  réduise  à  Xof 
on  aura 

Ç  f[x)d,T=z  f  ^{e)de. 

417.  Exemples.  —  i**  Considérons  d'abord  l'intégrale 
/  {ax-h  b)^dx.  Posons 


,  t—h^dt 

a  a 


il  viendra 


ou 


I  (ax-{-  b)"^dx=^  ^—, ^ h  const. 

, 

X^+  px-\-q 

p  et  g  étant  des   quantités  données,  telles  que  l'on  ait 
p2 — 4^  <C^*  S^  ^^^^  pose 


=  -|  +  V/î-^'.     d^=\/q-^dt. 


il  viendra 


or  on  a 


r        d.T I r    dt 

r   dt 

\  -j =  arc  tang/-i- const.; 
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donc 


/ 


dv  i  1 

^z=r  arc  tang —  -:-  const. 


x*  -r-  px  -f-  q 


V^-f     V^-i 


Intégration  des  différentielles  rationnelles. 

418.  L'étude  des  diiTérentielles  algébriques  va  d'abord 
nous  occuper^  mais  cette  étude  doit  être  bornée  ici  aux 
cas  les  plus  simples;  nous  considérerons  en  premier  lieu 
les  diiTérentielles  rationnelles. 

Toute  fonction  rationnelle  -^, — ;  de  la  variable  x  est 

décomposable  (n°392)  en  une  partie  entière  qui  peut 
être  nulle,  et  en  diverses  fractions  simples  ayant  pour 
numérateurs  des  constantes  et  pour  dénominateurs  les 
puissances  des  binômes  linéaires  par  lesquelles  le  déno- 
minateur y*(j:)  est  divisible.  Ainsi ,  en  supposant 

on  a 


A  .  A,  A._, 


[x  —  a]*        (^  — ûr)—» 


X  —  a 


(i)  i  ,       B         n,  B 


e-i 


(:p_  6)«    (x-/.)^-»"^-""^r=r6 


L  Li  La— 1 

\  -^  (^  _  lY  "^  (x  -  lY'^  ^-- . .-+-  --^y 

A,  A| ,  . . .  9  B,  . . . ,  L,  . . . ,  flo>  «o  •  •  •  étant  des  coefC 

8.  —  Cale.  int.  a 
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cients  constants.  Or  on  a 


/ 


ay^ffx  =: h  ctmst.; 


on  a  aussi,  quand  fx  est  difTérent  de  i, 

(ix  I 


/ 


const. 


Il 


et,  dans  le  cas  de  /x  =  i , 

I   -  '  —  =:  Xoç'ix  —  /»i  -I-  const.: 
J  x-g 

si  donc  on  intègre  les  deux  membres  de  la  formule  (i,, 
après  les  avoir  multipliés  par  dxj  il  viendra 

-LJ  dx  ■--  -      -  x'"^^  -I-  -- ^  4- . . .  -h  - "-i  x«  -i-  a„,x  -;-  consU 
/[x]  m  -i   I  m  7. 

A  A,_, 


a  —  I  )  (  J^  —  «  )*""'  •'•  —  « 


:-  Ao-i  log  (ar  —  a) 


R                                        R 
7 — ,    e    I  —  •  •  • "-7  "i-  Bc_|log  (x  —  b) 


/  \ 


-  X  _  7  -  X— //-'  -  •  •  —  X  -  ■/  -^  ^^-''«  (" - '-  : 

de  cette  formule  résulte  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  L'intégrale  d'une  différentielle  ration- 
nelle est  toujours  exprimable  par  des  fonctions  alffc- 
briques  et  logarithmiques. 

Conditions  pour  que  l'intégrale  d'une  différentielle 
rationnelle  soit  algébrique, 

m 

419.  Pour  que  l'intégrale  de  la  différentielle  ration- 

nelle  -77—  dx  soit  algébrique,  il  faut  et  il  suffît  que,  dans 

/[xi 
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le  développement  de  -^r — r  en  fractions  simples,  iln'yaît 

aucun  terme  dont  le  dénominateur  soit  du  premier  de- 
gré. Ces  conditions  pour  qu'il  en  soit  ainsi  sont;  en  con- 
servant les  notations  du  numéro  précédent, 

4,_i  =  o,     B«_i  =  o,     Cy_i  =-■  o ,    .... 

Cela  exige  d'abord  que  le  polynôme y(x)  ne  contienne 
aucun  facteur  linéaire  simpJe.  Nous  avons  vu,  aun°398, 
qu'en  posant 

on  a 


-zr — (  dx  soit  algébrique  sont 

donc 

y«-i(a)^o,     ^«-i(^)  =  o,    ..., 

quelles  que  soient  les  quantités  a,  è,  . .  . ,  c,  réelles  ou 
imaginaires. 

Ces  conditions  sont  en  même  nombre  que  les  racines 
«,  J,  •  •  • ,  /,  mais,  si  le  degré  de  F(j:)  est  inférieur  de 
deux  unités  au  moins  à  celui  dey(x),  Tune  d'elles  sera 
comprise  dans  les  autres.  Désignons,  en  effet,  par  m  le 
degré  dey(j:),  et  supposons  que  F(  j?)  soit  au  plus  du 

degré  m  —  2  ;  la  partie  entière  E  (o:  )  de  ^t — \  sera  nulle , 

et  si  l'on  réduit  au  même  dénominateur  toutes  les  frac- 
tions simples,  pour  les  ajouter  et  recomposer  la  fraction 

J^,  on  voit  sans  peine  que  le  numérateur  de  la  frac- 

a. 
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lîon  ainsi  obtenue  contiendra  x^"*  avec  le  coefficient 

Ce  coefficient  doit  être  nul,  puisque  F(j:)  est  du  degré 
m  —  a  au  plus  ;  on  a  donc 

)•  jt  \     ~i    •  •  •  '  I  .^  \  —  Oj 

I  .  2 ...  ^6  —  I  )  I  .?,...  (X  —  I  ) 

et,   par    conséquent,   l'une  des  conditions   pour  que 


/ 


dx  soit  algébrique  rentrera  dans  les  autres. 


L'équation  précédente  comprend,  comme  cas  particu- 
lier, une  formule  que  nous  avons  établie  au  n^  394. 

Autre  forme  de  /'  intégrale  des  différentielles 

rationnelles. 

420.  Ce  que  nous  avons  dit  au  n^  418  est  applicable  à 

une  différenliclle  rationnelle  quelconque  -t:|— Jrfor.  Si, 

parmi  les  racines  de  Téq  nation /"(jf)  =  o,  il  y  en  a  qui 
soient  imaginaires,  l'intégrale  renfermera  des  logarithmes 
imaginaires,  mais  on  pourra  les  remplacer  par  des  arcs 
de  cercle  réels  en  se  servant  des  formules  que  nous  avons 
établies  au  n"  371,  et  l'on  obtiendra  ainsi  un  résultat  dé- 
barrassé d'imaginaires,  pourvu  cependant  que  les  coeffi- 
cients des  polynômes  F  (x)  elf[x)  soient  réels.  Mais,  en 

supposant  ce  dernier  cas,  la  fonction  rationnelle  -tt— r  est 

susceptible,  comme  on  l'a  vu  (n^401),  d'un  mode  de 
décomposition  où  ne  figurent  que  des  quantités  réelles,  et 
il  est  facile  de  procéder  à  l'intégration  en  partant  de  cette 
décomposition  nouvelle. 

Ici  l'expression  de  "tt— (  pourra  contenir  des  termes  de 
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même  forme  qu*au  n»  418  avec  de  nouveaux  termes  de  la 

forme  7—^ -^ — r~  >  P  et  O  déslraant  des  coefficients 

réels  constants;  et  x*  •+-  px  4-  q  étant  le  produit  des  fac- 
teurs linéaires  qui  répondent  à  deux  racines  imaginaires 
conjuguées  de  réquationy(j:)  =0.  A  Tégard  des  pre- 
miers termes,  nous  n^avons  rien  à  ajouter  à  ce  que  nous 
avons  dit  plus  haut,  et  nous  avons  à  nous  occuper  seule- 
ment des  intégrales  de  la  forme 


/i 


dx» 


Par  la  substitution 


=-?+\A^'' 


l'intégrale  précédente  devient  égale  à 


Q-lp/, 


or,  tdt  étant  la  moitié  de  la  différentielle  de  t^  +  i ,  on  a, 
si  n  est  >  1 , 


J'*      trft                                    T 
7-= r=  = -, \/    • vc-Ti-  -i-  COnSt. 
(r*H-  l)*               2(/I—  l)  (/^-hl)'*-* 

et,  si  /i  =  I, 

— =  -  log  (/' -f- 1)  H-  const.: 

tout  est  donc  ramené  à  déterminer  l'intégrale 


/. 


f-- 


)■ 
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En  inlroduîsanl  au  numérateur  de  la  différentielle  le 
facteur  (*^-hi)  —  t^y  il  vient 

r   r/t      r    fit r_jyj_ . 


on  a  ensuite 


/i-di      _j    r      -y.tdt 
et 

^lÉL-  -À '  T 

l'intégration  par  parties  donnera  donc 

au  moyen  de  quoi  Ton  aura 

/de i_  t  2^—3    r di  ^ 

On  aura  de  même,  en  écrivant  n  — i ,  /i  —  a,  - . . ,  a  au 
lieu  de  /i, 

/r/r         _       r  t  ^  2/?— 5   r dt 

^ 1 

Si  Ton  ajoute  les  /i  —  i  équations  précédentes,  après  les 
avoir  multipliées  respectivement  par  les  facteurs 

9  rt — 3        (2w  —  3)(2«  —  5) 
I ,     -  -  ,      ) '.  J -i ,      .  • .  - 

2/<  —  2  (2/^  —  2)  (2//  —  4) 
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il  viendra 


2/î  —  3 


[a//  — 2)  (2/1  —  4)  ('*"♦'')'*''* 

(2«  —  31. . .  I       jf "j 

(2/1—  2).  .  .2   ^*  -h  I J 

■'2/î  —  3)  (2/î  —  5!    .    I 


(2/î  —  2)  (2/1  —  4  •  •  •  ^ 


arc  tangf  H-  const.. 


à  cause  de 


/ 


rit 

-  langt  -h  coDst. 


/*-.-! 


Si  donc  on  ne  veut  introduire  que  des  quantités  réelles 
dans  l'intégrale  d'une  différentielle  rationnelle,  on  devra 
dire  que  cette  intégrale  est  exprimable  par  des  fonctions 
algébriques,  logarithmiques  et  circulaires. 

Des  différentielles  algébriques  qui  ne  renferment  pas 
d'autres  irrationnelles  que  des  puissances  fraction- 
naires de  la  variable^ 

iSA .  Nous  allons  examiner  les  cas  principaux  dans  les- 
quels une  différentielle  algébrique  irrationnelle/(x)  dx 
peut  être  ramenée  à  la  forme  rationnelle  par  un  chan- 
gement de  variable. 

La  réduction  dont  il  s'agit  s'obtient  immédiatement 
quand  la  fonction  y* (x)  est  une  fonction  rationnelle  de 
puissances  entières  et  de  puissances  fractionnaires  de  x; 
dans  ce  cas,  si  l'on  désigne  par  m  un  entier  divisible  par 
les  dénominateurs  des  exposants  dexdansy(x),  il  suffira 
de  poser 

ar  =  /«,     iLc=z-.  mt"^-^  dt. 
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et  l^on  aura 

ce  qui  est  bien  une  différentielle  rationnelle. 

Une  transformation  semblable  opère  la  réduction  de- 
mandée quand/(ar)  est  une  fonction  rationnelle  de  x  et 
de  puissances  fractionnaires  d'un  binôme  du  premier 
degré  ax  -+-  b.  Si  m  désigne  un  entier  divisible  par  les 
dénominateurs  des  exposants  de  ces  puissances,  on  posera 

t"i  _  /y  m 

a.r  H-  ^>  n=  r"»,      .r  = ,        dx  =z  -  /'«-», 

a  a 

et,  après  la  substitution,  on  aura 

f[x)€lxzzzrf[t)dt, 

^{t)  désignant  une  fonction  rationnelle. 

422.  Exemple.  —  Considérons  la  différentielle 

dxi 

I  —  y/x 

en  posant 

X".t^,     dx  =  6t^dt, 

elle  devient 

on  a  ensuite,  en  intégrant, 


/ 


~  dx  =  -  /7  —  _  r»  -t-  _  /*  -f-  2 f»  —  3/»  —  6f 

I  H-  v^^  7  5  p. 

3  log  (  /*  4-  I  )  +  6  arc  tangr  -I-  const., 

1 


ou,  en  remettant  au  lieu  de  t  sa  valeur  or*, 


/ 


l'ï-V^  7  5  2 

-H  3  log  (  **  -f- 1  /  -f-  6  arc  tang.r^  -f-  const. 
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Des  différentielles  algébriques  qui  ne  renferment  pas 
d'autres  irrationnelles  que  la  racine  carrée  d'un  po- 
lynôme du  deuxième  degré, 

423.  Le  cas  que  nous  avons  ici  en  vue  est  celui  d'une 
diiTérentielIe  de  la  forme 

F(x,X)éilr, 

X  désignant  la  racine  carrée  d'un  trinôme  du  deuxième 
degré  en  X,  etF(ar,  X)  étant  une  fonction  rationnelle 
de  X  et  de  X 
Soit 


r./**; 


X=i:  ^rt  -1-  b.r 

si  le  coeflicientc  est  nul,  pour  rendre  rationnelle  la  dif- 
férentielle proposée,  il  suflira  de  poser  (n^421) 


2 

a  H-  bx  =  f*,      dx  =z-r  tdi. 

b 


Supposons  donc  c  différent  de  zéro  ;  comme  on  peut 
faire  sortir  du  radical  un  facteur  numérique  égal  à  la 
racine  carrée  de  la  valeur  absolue  de  c,  il  est  évident 
que  nous  pouvons  poser 


X  =  ^a  -T-  b.T.  ZL.  JT*  . 

n  convient  d'examiner  séparément  le  cas  où  x^  est  pré- 
cédé du  signe  -f-  sous  le  radical  et  le  cas  où  ce  carré  est 
précédé  du  signe  - — . 
Soit  d'abord 

Première  transformation. —  Pour  rendre  rationnelle 
la  différentielle  donnée,  onpeul  poserX  =  £zizj:,  t  étant 
une  nouvelle  variable;  nous  ferons,  par  exemple, 

X  =  /  — ^; 
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en  élevant  au  carré,  il  vient 

a  -:-  b.r  rtr  /'  —  2/x, 

d'où 

^ — —      —Tt       X=  -  — î       fur  zn ^ — -r — 

'J.t   r-  b  '>.t  ^  b  '^2t  -^-  bj* 

et  la  substitution  de  ces  valeurs  donnera 


Y{:r,X)dx~^[t)dt, 

4>(^)  désignant  une  fonction  rationnelle  de  t. 

Deuxième  transformation.  —  On  peut  encore  em- 
ployer la  transformation 

mais,  si  a  et  &  sont  des  quantités  réelles  et  qu'on  veuille 
éviter  l'emploi  des  imaginaires,  cette  transformation  ne 
convient  qu'au  cas  où  a  est  positif.  En  élevant  au  carré 
la  précédente  équation,  il  vient 

d'où 

itJn  —  b         ^         ^  ^n  —  ht  -*-  \/« 

x=   — y -— ;        X~  — . 9 

I  —  /*  i  —  t* 

of f^  s'n  —  ht  -u  Jti^    . 
dxzrz ^—dt\ 

et  la  substitution  de  ces  valeurs  donnera  encore 

F(jr,X)i/x  — ♦(/)!//, 

4>(/)  étant  une  fonction  rationnelle. 

Troisième  TRANSFORMATioif . — La  transformation  qu'il 
nous  reste  à  indiquer  est  réelle  lorsque  l'équation  X-  =  o 
a  ses  racines  réelles,  ce  qui  a  toujours  lieu  quand  a  est 
négatif.  Soient  donc  Xq  et  x^  les  racines  de  l'équation 
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X^  1=  o,  en  sorte  que 


x=:  v'(^— j^o)  ;-^  — *i); 

on  posera,  en  désignant  par  t  une  nouvelle  variable? 

X—-  (x  — jTojr, 
ou,  en  élevant  au  carré, 

X  "~~"  «îCj (  JT  "~~"  Xq  J  »    9 

ce  qui  donnera 

•* — ■ 5 — >        A  rzz 9        Ox  =: 5 

1  —  f'  1  —  /*  (  >  —  ^   ) 

et,  après  la  substitution  de  ces  valeurs,  on  aura  encore 

4>(f)  étant  une  fonction  rationnelle. 

424.  Exemple.  —  i**  Supposons  que  Ton  demande 
d'intégrer  la  différentielle 

dx  dx 


-^         ^a  -{-  bx  -h  x^ 
la  première  transformation  donnera 


const. 


ou,  en  remettant  au  lieu  de  t  sa  valeur  x  H-  X, 
dx 


I 


^a  ^  ôx  -+-  X 


-  =  log  f  X  H !-  ^û  -h  6x  -+-  X* 


COQSt. 


2®  Supposons  qu'on  demande  d'intégrer  la  différen- 
tieUe 

ILdx  =z^a -^  bx -{-x^  dx\ 
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la  première  transformation  donnera 

-JHy"-i{'-i)f^ù{'-jrfjf, 


I  /      6\*    I 


^0  '^5 


d'ailleurs  les  quantités  «  H —  et i  ont  respectivement 

t-\ — 

7. 

pour  valeurs  x-i f-X  et  —  x hXiona  donc 

'^                                               2  2 

I   ^a  -r-  ùx  -h  x^dxzzz  -  l.r-4 )  ^a  -^  bx  -r-  x^ 

Il  faut  remarquer  qu'on  peut  ramener  l'intégrale  pro- 
posée à  celle  du  premier  exemple,  en  faisant  usage  de 
l'intégration  par  parties.  On  a  effectivement,  en  appli- 
quant ce  procédé, 


00 


^a-^-bx-hJr 

d'ailleurs 


b 

—  X 

dx\ 


/^  €1 -h  ù  jr -h  x^  tix  =   l   -^ 
J    S/a 


-^  hx  -hx^     . 

=r  dx. 


■+■  bx  -i-x^ 
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et,  eD  ajoutant  cette  formule  à  la  précédente,  il  vient 


,. r  ■ 

J  %J     Kia 


b 

a  -\ —  X 

2 

rrr  dx\ 


^a-t-ùjc-T-x- 

la  partie  sous  le  signe    1    du  second  membre  de  cette 
nouvelle  formule  est  égale  à  la  somme 


\  4/ J  V^-f-^x-T-x»        ^J    ^u 


b 

dx 


-{-  bx  -^x^ 


la  première  partie  est  connue  par  l'exemple  I,  et  la  se- 
conde partie  a  évidemment  pour  valeur  -  ^a-i-èxH-x-; 

on  retrouve  ainsi  le  résultat  déjà  obtenu. 
3*^  Soit  encore  la  différentielle 

(a  ~-  ^x)dx 


^a  -r  bx  -h  x^ 

qui  se  rencontre  fréquemment  et  dont  Fintégrale  se 
déduit  immédiatement  des  calculs  que  nous  venons  d'exé- 
cuter. On  a 

U^^x)dx        [          b^\            dx  K'^'^l)^ 

4=_  —  =r_.:i^=:|   a ) .^-T-g  '      — » 

V ^i -+- ^.r -+- x'        X  2/ v^-î-^x-i-x'  s/a-^bx-T-x^ 

et,  en  intégrant, 

/-    [a-¥tx]dx         I  b^\^       [  b  , ; \ 

^==    a log  LrH h  Ja-\-bx'hx^\ 

J  yia-^bx-V'x'^       \  '^    I  \         2  / 

-f-  §  ^a  -^  bx  -h  x^  -f-  const. 
425.  Considéronf!»  maintenant  le  cas  où  Ton  a 

X=  ^ei  -i-  bx  —  x* . 
Pour  ramener  la  différentielle  F{xyli)dx  à  la  forme 
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rationnelle,  on  peut  employer  la  deuxième  ou  la  troi- 
sième transformation  du  n^  423,  lorsque  a  est  positif. 
Dans  le  cas  de  a  <^  o,  on  devra  se  borner  à  la  troisième 
transformation,  si  Ton  ne  veut  introduire  que  des  quan- 
tités réelles. 

I®  Supposons  a  ]^.' o,  on  fera 

et,  en  élevant  au  carré, 

b  —  X  =.'xt  ^a  -\-  i-  J7, 
d'où 

b  —  7,tsla       ^        \1  a -^  ht -— t^  Jti 

X-- T— ?        X==      r ^— y 

I-f-  /*  I  -l-  /• 

Ja  -+-  ht  —  t^Ja    . 
la  substitution  de  ces  valeurs  donnera 

C>(^)  étant  une  fonction  rationnelle. 

2^  Quelle  que  soit  la  constante  a,  Téquaiion  X^rrrr  o 
a  toujours  ses  racines  réelles;  car  autrement  l'expres- 
sion X  serait  imaginaire.  Nous  n'excluons  pas  ce  cas  de 
notre  analyse  ;  mais,  comme  la  fonction  X  est  alors  égale 

à  si —  i  \j —  a  —  hx-x~  X' ,  on  rentre  dans  le  cas  du  n°  423. 
Désignant  donc  par  x© ,  x«  les  racinesde  l'équation  X* ^=o 
et  supposant  x^^  x^^  on  aura 


Pour  effectuer  la  transformation  que  nous  avons  en 
vue,  il  faut  poser 

IL-—    X  —  x^\t     ou     X^  —  X  -—.    X  ^  x^  ]  /% 
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d'où 

.r, -f-.ro/'         _.         (x^  —  Xot  2  f  .r,  —  .r^  ) 'r// 

ce  qui  donnera  encore 

4>(/)  étant  une  fonction  rationnelle. 

426.  Les  diverses  transformations  que  nous  avons  era- 
ployées  permettent  de  résoudre  tous  les  cas  qui  peuvent 
se  présenter;  mais  il  n'est  pas  toujours  nécessaire  d'en 
faire  usage,  et  il  peut  arriver  que  d'autres  transforma- 
tions conduisent  plus  aisément  au  résultat  demandé. 

Considérons,  par  exemple,  la  différentielie 

dx 


^a  -i-  bx  —  X* 

on  peut  l'écrire  comme  il  suit  : 

dx 


î 


et  l'on  aperçoit  sans  peine  qu'elle  se  réduira  à  la  forme 
élémentaire  — z__-rr^:  au  moyen  de  la  transformation 


h  I         b^ 


car 


dx 


^dtsJVZ^ 


et 


V  ("  +  I)-  (x-  ^)'=  y  a  -..^'-vi--^^; 


OQ  a  donc 


/dx^ __     Ç      dt 


-  =:.  arc  sm^  -f-  const, 
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ou 


f-^ 


b 

X 

MtZr  2 

.  =  arc  sin —  -î-  const. 


sl'-^j 


Ce  résultat  permet  d'obtenir  immédiatement  la  valeur 
de  rintégrale 

/a  -h  §.r 
sja  -^  bx  —  X* 

car  cette  intégrale  peut  être  décomposée  en  deux  parties, 
savoir  : 

\  '^  J  J    \la  -\-  bx  ^x^         J     )Ja  -{-  bx  —  x^ 

la  première  partie  est  précisément  Tintcgraie  que  nous 
venons  de  déterminer  à  un  facteur  constant  près,  et  la 

seconde  partie  a  pour  valeur  —  S  ^a-i-bx  —  x-. 

427.  On  peut  encore  ramener  à  la  forme  rationnelle 
une  différentielle  de  la  forme 


F  ( j:,    ^a  -h  bx,   sja'  -t-  b'  x)  r/x, 

F  désignant  une  fonction  rationnelle  des  trois  quantités^, 

^a  -f-  bxy    v^a'-h  b^jr .  Ce  cas  rentre  effectivement  dans 
celui  que  nous  venons  d'examiner  ;  car,  si  Ton  fait 

a'  -h  b  x=z  t*^      x=  — -—  >      i/x  =   -  tde, 

0  b 

la  différentielle  proposée  se  réduira  à  la  forme 

T  désignant  la  racine  carrée  d'un  polynôme  du  deuxième 
degré,  et  4>  étant  une  fonction  rationnelle. 
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Étude  des  différentielles  algébriques  qui  ne  renferment 
pas  d'autres  irrationnelles  que  la  racine  carrée  d'un 
polynôme  du  troisième  ou  du  quatrième  degré. 

428.  Le  cas  le  plus  simple  des  différentielles  algé- 
briques, après  ceux  que  nous  venons  d'examiner,  est 
celui  d'une  différentielle  de  la  forme 

(i)  dW=iY[x,li]dx, 

X  désignant  la  racine  carrée  d'un  polynôme  du  troisième 
ou  du  quatrième  degré,  et  F(x,  X)  étant  une  fonction 
rationnelle  de  x  et  de  X;  Les  intégrales  des  différen- 
tielles algébriques  que  nous  avons  considérées  dans  les 
numéros  qui  précèdent  sont  exprimables,  comme  on  l'a 
vu,  par  des  fonctions  algébriques,  logarithmiques  et  cir- 
culaires; il  n'en  est  plus  ainsi,  en  général,  à  l'égard  de 
la  différentielle  d\  dont  nous  allons  nous  occuper.  De 
l'étude  que  nous  allons  faire  résultera  la  nécessité  d'in- 
troduire dans  l'analyse  trois  éléments  nouveaux  auxquels 
Legendre  a  donné  le  nom  de  fonctions  elliptiques,  et 
alors  l'intégrale  V  sera  exprimable  par  les  fonctions  algé- 
briques, logarithmiques,  circulaires  et  elliptiques. 
Soit 


on  doit  supposer  que  le  polynôme  qui  figure  sous  le  ra- 
dical de  cette  formule  n'a  pas  de  facteurs  linéaires  mul- 
tiples, car  autrement  la  différentielle  dW  appartiendrait 
à  la  classe  de  celles  dont  nous  nous  sommes  occupé  aux 
n^  423  et  425,  et  l'intégrale  V  serait  exprimable  par  les 
seules  fonctions  algébriques,  logarithmiques  et  circu- 
laires; ainsi,  en  particulier,  les  coefficients  d  et  e  ne 
peuvent  être  nuls  tous  deux,  mais  on  peut  avoir  e  =  o. 

s.  —  Cale»  int,  3 
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II  convient  de  chercher  d'abord  à  simplifier  l'expres- 
sion de  la  différentielle rfV;  nous  allons  démontrer  que, 
si  les  constantes  qu'elle  renferme  sont  réelles,  on  peut 
toujours,  au  moyen  d'une  substitution  linéaire  et  réelle, 

(3)  '  .  =  f^-^--^, 

lui  donner  la  forme 

T  désignant  un  radical  de  la  forme 


T^V^=:{/«^->;(f»-f-fx), 

dans  lequel  X  et  fx  sont  des  constantes  réelles,  et4>  étant 
une  fonction  rationnelle  de  t  et  de  T. 

429.  Supposons  d'abord  que  e  ne  soit  pas  nul;  le  po- 
lynôme qui  figure  sous  le  radical  de  la  formule  (2)  peut 
toujours  être  décomposé  en  deux  facteurs  réels  du 
deuxième  degré,  et,  en  conséquence,  on  peut  écrire 


(4)  X--=^i\J-~  2 -X  -f-  :r^  )  (/'  -2g'x^  X- j. 

Cela  étant,  on  a,  par  la  substitution  (3), 

F-   oG^-4-  H/' 


/  —  2^  a:  4-  x' 


[i-^if' 


1—  F^->  9.G^r-4-  H't* 


en  faisant,  pour  abréger, 
et  si  Ton  pose  en  outre 
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on  aura 


#    \  —        V  —  *  H  H    _ 

(7)  X='-^^-^-^T; 


(8)  dx=.q-^p    .,        ,  ,, 


d^ailleurs  la  formule  (3)  donne 

dt 

la  différentieUe  dV  deviendra  donc,  par  notre  substi- 
tution, 


(9)  dW  =  ^  t,T)dt, 

4^  étant  une  fonction  rationnelle,  et  ainsi  elle  conserve 
sa  forme  primitive. 

Mais  nous  avons  introduit  deux  indéterminées  p  et  q, 
dont  nous  pouvons  disposer  pour  faire  disparaître  les 
puissances  impaires  de  t  sous  le  radical  de  la  formule  (6); 
il  suflit  effectivement  de  poser  G^zio,  G'--o,  c'est-à- 
dire,  à  cause  des  formules  (5), 

f  —  g'ip-^'/  ^pq  —  o. 


On  tire  de  là 


P-^^-'^Z T'' 


I         pq~- -9 

l  g  — g 

puis 


g        g 

Écartant  le  cas  de  g  =  g^y  sur  lequel  nous  reviendrons 
tout  à  l'heure,  on  voit  que  la  formule  (i  i)  détermine, 
avec  la  première  des  formules  (  i  o) ,  les  coefficients  y:;  et  ^ 
de  la  substitution.  Il  faut  prouver  qu'on  peut  toujours 
faire  en  sorte  que  ces  coefficients  soient  réels. 

3. 
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Désignons  par  a,  bf  Cy  d  les  quatre  racines  de  l'équa- 
lion  X^=:o,  et  posons /=  aby  g  =  —    —y  J^' =  cd^ 

gf  = •  Remplaçonsy,  g', /^,  g^'parleurs  valeurs  dans 

l'expression  de  p  —  </,  on  reconnaît  que  la  quantité 
placée  sous  le  radical  s'annule  pour  a  =:^  c  ou  a  =  rf,  et 
de  même  pour  è  =.-  c  ou  &  =r=  rf  ;  il  en  résulte  que  l'on  a 


s! [a  —  c]  in  —  cl]  [h  —  c]  [b  —  d) 
'^  a  -\-  b  —  c  —  a 

Si  les  quatre  racines  sont  réelles,  on  supposera 

a^  b^  c^;>  d. 

Si  deux  racines  sont  réelles  et  deux  imaginaires,  on 
prendra  pour  a  et  pour  b  les  deux  racines  réelles;  les 
deux  facteurs  a  —  c,  a  —  dj  étant  conjugués,  ont  un 
produit  réel;  il  en  est  de  même  des  facteurs  b  —  c, 
b  —  d. 

Si  les  quatre  racines  sont  imaginaires,  on  supposera 
que  a  et  A  sont  deux  racines  conjuguées.  Les  deux  fac- 
teurs a  —  i,  b  —  d  seront  conjugués  et  de  même  les 
facteurs  a  —  rf,  b  —  c. 

Dans  le  cas  de  ^=g,  on  résout  immédiatement  le 
problème  proposé  en  posant 

Remarquons,  enfin,  que  les  formules  (7)  et  (8)  donnent 

par  la  division 

d.T  de 

V  désignant  une  constante  déterminée. 

430.  11  nous  reste  à  examiner  le  cas  de  e  =  o.  Alors  le 
polynôme  qui  figure  sous  le  radical  de  la  formule  (1)  est 
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décomposable  en  deux  facteurs  réels,  l'un  du  premier 
degré,  Fautre  du  deuxième  de^ré.  On  a 


et,  par  la  substitution  (3),  il  vient 


fi 


fa  —  p 


/- 5,^x4-. r«= (7... 7).— 5 

F,  G,  H  ayant  les  valeurs  données  par  les  formules  (5). 
Les  formules  (6)  et  (7)  subsistent  donc  dans  ce  cas, 
pourvu  que  Ton  écrive  —  J  au  lieu  de  e,  et  la  première 
puissance  de  t  disparaîtra  de  chaque  facteur  placé  sous 
le  radical,  si  Ton  a  G  ==:  o,  G':=:  o,  c'est-à-dire 

a  —  p  r  ' 


on  tire  de  là 

et 


r  ~  ~  7  r 


p  —  n  _ 


ietc désignant  les  deux  racines  du  trinôme  x^ —  ifx  -l-g» 
Si  les  racines  &  et  c  sont  réelles,  on  prendra  pour  a  la  plus 
gnmde  ou  la  plus  petite  des  trois  racines  du  polynôme  X^. 
Si  6  et  c  sont  imaginaires,  le  produit  des  facteurs  con- 
jugués a  —  by  a  —  c  est  positif. 

431.  La  fonction  rationnelle  C>(^,  T)  peut  être  mise 
sous  la  forme 
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M,  N,  M',  N'  étant  des  fonctions  entières  de  t*  et  de  T, 
et,  en  multipliant  les  deux  termes  de  cette  expression 
par  M' — NUy  on  lui  donnera  la  forme 

P-l-Q^ 

P  et  Q  étant  des  fonctions  rationnelles  de  t*  et  de  T. 
Ainsi  la  différentielle  proposée  rfV  sera 

dV  =  P€it-^  Qedc. 

Mais  si  Ton   fait  u  =  t^y  du=:  itdt^  le  terme  Cltdt  se 

réduira  à  -  Q  du^  Q  étant  une  fonction  rationnelle  de  u 

et  de  la  racine  carrée  d'un  trinôme  du  deuxième  degré; 
par  conséquent  l'intégrale  de  la  différentielle  Qtdt  est 
exprimable,  d'après  ce  qui  a  été  établi  précédemment, 
par  les  fonctions  algébriques,  logarithmiques  et  circu- 
laires. 

Quant  à  la  partie  Pdty  elle  est  évidemment  de  la  forme 

M-f-NT     ,  T   , 

at    ou       —    -,  «r, 


M'  4-  N'  T  M 


M,  N,  M',  N'  étant  des  fonctions  entières  de  t^,  et,  si 

M' 
Ton  multiplie  les  deux  termes  par  N' —      ?  on  aura 

^{t^)  et  o{t^)  étant  des  fonctions  rationnelles  de  <^.  La 
différentielle  i/»  {t^)dt  est  rationnelle,  et  en  conséquence 
son  intégrale  est  algébrique,  logarithmique  et  circulaire; 
si  donc  on  fait 
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rintégrale  V  sera  exprimable  par  les  fonctions  algé- 
briquesy  logarithmiques  et  circulaires,  jointes  aux  élé- 
ments nouveaux  que  peut  contenir  Tintégrale  U. 

432.  Transformation  nu  rauical  T.  —  La  question 
que  nous  nous  sommes  proposée  est  ramenée,  d'après  ce 
qui  précède,  à  l'étude  des  différentielles  de  la  forme 


fît 


çft')  est  une  fonction  rationnelle  de  î^,  et  T  représente 
un  radical  qui  a  Tune  des  cinq  formes  suivantes  : 


2« 


T  =  s/-/*-A^*;/*-7')» 


3"  T  :  v/-~" /-' -T- //^  /*— /;  1 

oùp  et^  sont  des  quantités  réelles  données;  nous  ex- 
cluons rhypothèse  de 


T^v-/-y>'i/-^-î*), 


parce  qu'elle  répond  à  une  valeur  imaginaire  de  ^U; 
d'ailleurs  ce  cas  se  ramène  au  cinquième  de  ceux  que 

Doos  avons  énumérés ,  en  écrivant  rfU  ^ —  i  au  lieu 
derfU. 

Dans  les  cinq  cas  que  nous  avons  à  examiner,  le  radical 
peut  être  ramené  à  une  même  forme  par  un  changement 
de  variable;  la  forme  que  nous  adoptons  n'est  pas  la 
seule  que  l'on  puisse  choisir,  mais  elle  est  la  plus  com- 
mode et  la  plus  fréquemment  employée. 

I*  Considérons  d'abord  le  premier  cas;  supposons,  ce 
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qui  est  pcrmîs,  p^<i  q^j  cl  posons 


e^.. 


pour  que  le  radical  T  reste  réel,  il  faut  que  ron  ait 

/'  <  /?•     ou     /•  >  q^. 
Si  O  est  <Zp^,  nous  poserons 

t  ■=. p.r^     fit  z=  pdx^ 

et  Ton  aura 


d'où 

dt         I  ei.r 


Si  O  est>  q^,  on  posera 

n         ,  qdx 

X  x^    ' 

il  en  résultera 


T=^v(i--'^*j('--t'-^'). 

et  l'on  aura  pour  —  la  môme  valeur  que  dans  rhjrpothèse 

précédente,  à  cause  de  Tambiguïté  du  signe  des  radicaux. 
2**  Nous  pouvons  encore,  dans  le  deuxième  cas,  sup- 
poser p^<^q^,  et  nous  poserons 

■7*  -  >'*  _  /, 

Il  faut,  pour  la  réalité  du  radical  T,  que  t^  reste  com- 
pris entre  p^  et  q^  ;  nous  emploierons  la  substitution 
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qui  donnera 


ety  par  suite, 

dt         I  dx 


—  • 


3*^  Dans  le  troisième  cas,  la  réalité  du  radical  T  exige 
que  t^  soit  }>  q  ;  nous  ferons 

et  noas  emploierons  la  substitution 


,t-     1 


S 


I  —  X* 

qui  donnera 

d'où  résulte 

^/r       A  dx 


4®  Dans  le  quatrième  cas,  on  doit  avoir  t'^<^q^  pour 
la  réalité  du  radical  T;  nous  poserons 


P' 


et  nous  emploierons  la  substitution 
qui  donnera 

xdx  Q  I  '~ 

dt=iq-=^_s='»     T=z^jx^l^-Px\ 
^  I  —  X*  ^ 


4 2  CALCUL    INTÉGRAL. 

d'où  Ton  conclut 


5°  Enfin,  dans  le  cinquième  cas,  le  radical  T  est  tou- 
jours réel;  nous  supposerons p^ <;  q^  et  nous  ferons 

7* 

Ensuite  nous  emploierons  la  substitution 


qui  donne 


,  pdx  ^  i/ 1  —  A*  X* 


et  nous  aurons 

fit       I  dx 


— • 


On  voit,  en  résumé,  que  si  l'on  pose 


k^  désignant  une  quantité  positive  inférieure  à  l'unité,  le 

rapport  — -  est  égal,  dans  chacun  des  cinq  cas  que  nous 

dx 
avons  examinés,  au  rapport  ~  multiplié  par  une  con- 

stante.  D'ailleurs,  dans  les  diverses  transformations  que 
nous  avons  employées,  le  carré  (.^  est  exprimé  par  une 
fonction  rationnelle  du  carré  x^  de  la  nouvelle  variable  x; 
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donc  la  différentielle  rfU  se  trouve  ramenée  à  la  forme 

/(x*)  étant  une  fonction  rationnelle  de  x*. 

433.  La  fonction  y  (x^  )  peut  être  décomposée  en  une 
partie  entière  et  en  diverses  fractions  simples  ayant  pour 
numérateurs  des  constantes  et  pour  dénominateurs  des 
puissances  entières  d'un  binôme  formé  par  l'addition  de 
X*  et  d'une  constante.  Lorsque  cette  constante  est  nulle, 
la  fraction  simple  correspondante  se  réduit  au  produit 
d'une  constante  "par  une  puissance  entière  et  négative 
de  X*;  donc  chaque  terme  dey(x^)  sera  de  l'une  ou  de 
l'autre  des  deux  formes 


s  \v 


(  I  -,-  nx*) 

en  faisant  abstraction  du  coefficient  et  en  désignant  par  71 
une  constante,  par  [i  et  v  deux  entiers  dont  le  premier 
peut  être  nul  ou  négatif. 
Si  donc  on  pose 

l'intégrale  U  sera  une  somme  de  termes  qui  s'obtiendront 
en  multipliant  par  des  coeffîcicnts  constants  des  fonctions 
du  genre  Y^  ou  Z^:  il  nous  reste  à  étudier  ces  fonctions. 
Considérons  d'abord  les  intégrales  Y^.  On  a 

d'où 

dx  ^  ' 

en  multipliant  cette  formule  par  — — —  et  en  prenant 
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ensuite  l'înlégrale  de  chaque  membre,  on  obtient 

Or  rîntégralion  par  parties  donne 

A"*""'  ^  "^"^  ~  ^'«'-'X  ~  [211  ~  3)   Cxa^^-^dz; 
d  ^ailleurs 


.  Ox 


donc  on  a 

(2)    (s>.^  — i)/-2Y^-(2fi— 2)(l->A«)Y^.,-:-^2^-.  3)Y^r=x«F-5X. 

Nous  n'ajoutons  pas  de  constante  au  second  membre, 
parce  que  chacune  des  intégrales  Y^  renferme  une  con- 
stante arbitraire.  Il  faut  remarquer  que  la  formule  (a) 
aurait  pu  être  trouvée  plus  rapidement  en  différentiant 
le  produit  x^^~^li  et  en  intégrant  ensuite  la  différen- 
tielle obtenue,  mais  la  marche  que  nous  avons  suivie  est 
plus  analytique. 

Si  Ton  fait,  dans  la  formule  (a),  pr^  2,  3,  4>  •••>  on 
déterminera  successivement 

Xj,     I3,     I4,    •  •  • 

en  fonction  de  Yo,  Y<  et  de  quantités  algébriques.  Si  l'on 
fait  [1=  ïy  la  formule  (2)  fera  connaître  Y_|  en  fonction 
de  Y|  et  de  quantités  algébriques;  enfin,  si  Ton  y  fait 
//  =  o,  — I,  — 2,  — 3,  ...,  la  môme  formule  fera  con- 
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naître  successivement  les  valeurs  de 

en  fonction  dé  Yo,  Y|  et  de  quantités  algébriques.  Ainsi 
la  considération  des  intégrales  Y^,  conduit  seulement  à 
deux  fonctions  élémentaires  nouvcllesYo  et  Y| . 

434.  Occupons-nous  maintenant  des  fonctions  Z^; 
rindice  v  est  pour  nous  un  entier  positif,  mais  on  doit 
remarquer  que,  si  Ton  attribue  à  ce  nombre  des  valeurs 
négatives,  les  fonctions  Z^  correspondantes  seront  des 
sommes  de  fonctions  Y^;  par  conséquent,  elles  pourront 
s'exprimer  par  les  fonctions  Yq,  Y|  et  les  quantités  algé- 
briques; on  a  effectivement 


Z_^=  I   ^ ^ =  Yo  -f-  Y  ^^i  -Î-.  .  .  -h 


const. 


Cela  posé,  on  peut  employer  l'intégration  par  parties 
pour  obtenir  une  formule  de  réduction  analogue  à  celle 
qui  concerne  les  fonctions  Y^^,  mais  on  arrive  plus 
promptement  au  but  proposé  en  opérant  comme  il  suit. 
Difierentions  la  fonction 

jrX  

nous  aurons 

[(H-/ij:*/-»J""  L(h-/2x«)''  (,4..  ;,.r«)*-» 

ensuite,  si  Ton  ordonne  les  polynômes  X*  et — -  par 

rapport  aux  puissances  de  (i  -i-  nx^),  on  trouvera 

-(H-/ix«)-+-  -  [i^na:^]^, 

2/.' 
(1  -h  nx^)  H '--  (i  -h  nx*)K 


X»!::: 

'fi  -4-  1 

1 

4-A«) 

— 

n  -^ 

i>  4-  2^. 

k* 

X 

dx    " 

/ï  H-  . 

n  -4- 

0]  A« 

— 

n  -: 

iA-« 

1 
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et  si  l'on  fait,  pour  abréger, 


/î* 


(3) 


C=(2v-4) , 


II' 


on  aura,  par  les  formules  précédentes^ 
^ r^ ^^^^  1  =1  kdZ,  —  Br/2^1  -f-  C£iZ_,  ~  D<iZ^„ 

L(l  H-  i.r  J*-    J 

d'où,  en  intégrant, 

( 4  )        AZv  -  BZ._,  -i-  CZ_,  -  DZ._3  =  — ^-_. 

Le  coefficient  A  est  nul,  dans  les  deux  cas  de  /i  =  —  i 
et  de  71=  —  k^\  alors  on  a 

I  — *« 


B  =  — (2v  — 3)(i  — A:»)     ou     B=:-t-(2v— 3) 


k^ 


B  n'est  donc  pas  nul,  puisque  k^  est  inférieur  à  l'unité. 
La  formule  (4)  se  réduit  à 

(5)  _BZ^,+CZ..,-DZ._,  =  ^^-^^jp, 

et,  si  l'on  donne  à  vies  valeurs  2,  3,  4»  •••>  la  formule  (5) 
déterminera  successivement 

Zi,   Zj,  Z3,  •  •  » 

en  fonction  de  quantités  algébriques  et  des  intégrales 
Zq,  Z_<  ou,  si  l'on  veut,  des  intégrales  Yq,  Y|,  puisque 

Zq  -~  lo)     Z_i  =:  Iq  -}-  /ïii» 
Ainsi^  dans  le  cas  où  i  -i-  nx^  est  égal  à  l'un  des  facteurs 
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de  X',  la  considération  des  fonctions  Zy  n'introduit 
aucun  élément  analytique  nouveau. 

Supposons  maintenant  que  n  ne  soit  égal  ni  à  —  i  ni 
à  —  t*;  alors  A  ne  peut  être  nul  que  pour  v  =  i .  Si  Ton 
doDue  à  y  les  valeurs  a,  3,49  •  •  •  ?  ^^  formule  (4)  déter- 
minera successivement 

"l»    ^S'    ^4»     •  •  • 

en  fonction  de  Z^  Zq,  Z.^  et  de  quantités  algébriques. 
Or  les  intégrales  Zq,  Z_i  s'expriment,  comme  on  vient  de 
le  dire,  au  moyen  de  Y©  et  Y^  ;  donc  la  considération  des 
fonctions  Z^  n'introduit  qu'un  seul  élément  nouveau  Z^ . 
De  la  discussion  que  nous  venons  de  faire  il  résulte 
que  Tintégrale  de  la  différentielle  proposée  s'exprime 
au  moyen  des  fonctions  élémentaires  connues  et  d'inté- 
grales appartenant  à  l'un  des  trois  genres 

jf^o»    ^1»    ^1* 

Les  intégrales  Yo,  Y< ,  Z|  constituent  effectivement  trois 
éléments  analytiques  nouveaux  irréductibles  entre  eux, 
dans  le  cas  général. 

Des  fonctions  elliptiques, 

435.  Supposons  que  l'on  prenne  les  intégrales  repré- 
sentées, au  numéro  précédent,  par  Yq,  Y|,  Z|,  de  ma- 
nière qu'elles  s'annulent  en  même  temps  que  a:,  et  dési- 
gnons-les alors  par  u,  i^,  w\  on  aura 


__  r' dx 

r.r'^ilx 

_  r' dx 

"^Jo    (i  H-  nx^\^JÏ^[~^^^\V^i^i] 
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Les  transcendantes  iij  i^,  w  sont  A\\es  fonctions  eUîp^ 
tiques  ou  intégrales  elliptiques  de  la  première,  de  la 
deuxième  et  de  la  troisième  espèce. 

Les  fonctions  de  la  première  et  de  la  deuxième  espèce 
renferment  une  constante  k  inférieure  à  Tunité  et  qui 
a  reçu  le  nom  de  module;  la  fonction  de  troisième  es- 
pèce conlient  aussi  le  module  k  avec  une  deuxième 
constante  /i,  qui  est  dite  le  paramètre.  Nous  avons  vu 
que,  si  le  paramètre  n  est  égal  à  —  i  ou  à  — k^y  la  fonc- 
tion de  troisième  espèce  est  exprimable  par  les  fonctions 
de  première  et  de  deuxième  espèce  et  par  les  quantités 
algébriques.  On  a  effeclivement,  dans  le  cas  de  /i  =  —  i, 
par  la  formule  (4)  du  n°  434, 

(,_  A:«)  «.  4- A:«  («-(.)== '• — -— i, 

et,  dans  le  cas  de  n  =  —  À^, 


(_^i)«,—  (tt  — /«p;^ 


,.,._-A-«xV(l~x^)(l-/-VrM 


9 


I  —  A*x* 
comme  il  est  aisé  de  s*en  assurer  par  la  dilTérentiation* 

43G.  Les  fonctions  ellipliques  se  réduisent  aux  fonc- 
tions circulaires  ou  logarithmiques  dans  les  cas  limites 
où  le  module  devient  égal  à  zéro  ou  à  Tunité. 

Dans  le  cas  de  Ar  =  o,  on  a 


r'    dx 

P=--     I       — 1-7 


o 


r  dx 

w=  I ; 

Jo    (i  -f-  ri.r-  ,  ^i  —  X* 

la  première  formule  équivaut  à 

u  z=  arc  siilj:; 
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quant  aux  fonctions  (^  et  Wf  leurs  clifTérentîelles  peuvent 
être  ramenées  à  la  forme  rationnelle  par  la  méthode  du 
n®  423^  mais  on  peut  aussi  obtenir  leurs  valeurs  de  la 
manière  suivante.  L'intégration  par  parties  donne 

ety  en  prenant  les  intégrales  de  manière  qu'elles  s'an- 
Qolent  avec  x,  on  a 

Tintégrale  du  second  membre  de  cette  formule  est  égale 
au — v\  on  a  donc 

1        i 5        I 

p=i X  Ji  —  x*  H —  arc  smj?. 

La  différentielle  dw  se  réduit  à  la  forme  rationnelle  au 
moyen  de  la  substitution 


X 

i  = 


on  a 


X* 


/  ,  dt 

dx  = 


et,  par  suite , 


dt  darc  tang/  ^i  -h  n 


donc 


1  x\J\  -\-  n 

w  =  — ==.  are  tang 


^i  -h  /i  ^i  —  J?* 

Le  paramètre  n  étant  supposé  réel,  on  peut  débarrasser 
la  formule  précédente  des  imaginaires  qu'elle  contient 
dans  le  cas  de  i  +  /i  négatif,  en  introduisant  des  loga- 
rithmes au  lieu  des  arcs  de  cercle  (n**  372).  D'ailleurs,  on 

S.  ^  Cale,  inu  4 
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peut  écrire 
dçp 


dt  \  (  dt  di 

> —  *. r=: I  ==  H 


d'où 


w 


Les  expressions  précédentes  de  w  sont  illusoires  quand 
n  =  —  I .  Dans  ce  cas,  les  deux  termes  de  la  fraction 

arctangf  ^i  -h  n 


s'évanouissent,  et  l'on  a 


(vz=  t    ou     fv  = 


^l-f-X* 

437.  Dans  le  cas  de  Âr^=  i,  on  a 

/'_dr_       ___  f'  x^dx         _  r* dx^ 
^  ,~x«'  '-X  ,-x*'  "-^  (i-f-/.x»){r=^- 

Les  différentielles  des  fonctions  u,  i^y  w  sont  ici  ration- 
nelles ;  en  appliquant  à  la  première  la  règle  du  n®  418,  on 
trouve 

on  a  d'ailleurs  du — di^  =  dxj  d'où 

On  a  ensuite 

\ =-!-(      "        H--i— Y 

(i-h/ix*)  (i  —  x')         1 -f- /I  \I  -f- /IX«         I  —  x*/ 

et,  par  conséquent, 

I        r'     ndx  u 

iV^=^ I      rH • 

I  +  /IJ      i-h«x*        I-4-/I 
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Sî  n  est  positif,  on  a,  en  posant  x  \Jn^=ztf 

r'    ndx  r-    r'    dt 

I     — ; — -\  =  v«   /    r  =  i'n  arc  tang  t. 

d'où 


1      -      ^  /i-h  X           Jn  f      n\ 

pp= log  i/ ! —  arctanfi: \x ynu  . 

Si,  au  contraire,  n  est  négatif,  on  posera  x  sj — n  =  f,  et 
Ton  aura 


d'où 


^=  _L_  ,0g  4/î±i  _  ^E«  log  .  A+W^. 

Pour  avoir  la  valeur  de  w  dans  le  cas  de  ii  =  —  ii   il 
sufBt  de  prendre  la  dérivée  de  l'expression 


-v/37iogi/îIiï^ 


par  rapport  à  /i,  et  d'y  faire  ensuite  /i=: — r  (n"124.) 
On  trouve  ainsi 

I  ,       l-Jr  X         I        X 
w  =  7  log 


4  1  —  X  2   1  —  X* 

438*  Les  trois  fonctions  elliptiques  u,  9j  w  prennent 
une  forme  très-simple  quand  on  introduit  Tangle  qui  a 
pour  sinus  la  variable  indépendante  x  ;  si  l'on  fait 


X  =r  siny,     ^i  —  x*  =  cosy, 

et  que  l'on  pose,  en  outre, 

Ay  =  ^i  —  X*sin*y, 

4. 
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on  aura 

Considérons  particulièrement  l'intégrale  de  première 
espèce.  L'angle  <f  est  dit  Vamplitude  de  Uy  et  Ton  écrit 

7  =  am  «  ; 
on  a  par  suite 

x=sinam II,     ^i  —  x*  =cosamii,     ^i  —  X'x*  =:  A  amii. 

La  variable  u  a  été  regardée  jusqu'à  présent  comme 
une  fonction  de  x  ;  mais,  si  Ton  prend  maintenant  u  pour 

variable  indépendante,  x,  ^i  —  x^  et  ^i—k^x^ ou ,  ce 
qui  revient  au  même,  sinamu,  cosamu,  Aamu  devien- 
dront des  fonctions  de  u.  Ces  fonctions  remarquables,  sur 
lesquelles  npus  reviendrons  plus  loin,  doivent  être  re- 
gardées comme  les/onctions  elliptiques  directes  ou  prin- 
cipales ;  elles  sont  à  l'égard  de  l'intégrale,  dont  elles  déri- 
vent, ce  que  sont  les  fonctions  circulaires  sînu,  cosii, 
relativement  aux  fonctions  inverses  arcsino:,  arccosx. 
Quand  on  prend  u  pour  variable  indépendante,  les  in- 
tégrales elliptiques  de  deuxième  et  de  troisième  espèce 

ont  pour  expressions,  à  cause  de  -^  =  du^ 

p=  I     sm'amiiaii.     w  z=   \     :— • 

J  J     I  -h  /î  sm^  am  u 

Des  différentielles  binômes, 

439.  Parmi  les  différentielles  algébriques,  on  doit  re- 
marquer celles  auxquelles  on  a  donné  le  nom  de  différen- 
tielles binômes  et  qui  se  présentent  très-fréquemment. 
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La  forme  générale  de  ces  difTérentielles  est 

x^[a  -4-  bx^]Pcb:^ 

aet  b  désignant  des  constantes  données  et  m,  n,  p  des 
exposants  rationnels. 

On  peut  supposer  n  positif;  car  la  différentielle  pro- 
posée peut  être  mise  sous  la  forme 

qui  ne  difl^re  de  la  première  qu^en  ce  que  l'exposant 
dex,  dans  la  parenthèse,  est  changé  de  signe. 

En  outre  y  on  peut  supposer  que  m  et  ti  sont  entiers  ; 
car,  s'ils  sont  fractionnaires ,  on  les  réduira  à  un  déno- 
minateur commun  r,  et  Ton  posera 

la  différentielle  proposée  devient,  par  cette  substitution, 

elle  a  conservé  sa  forme  primitive,  mais  les  deux  expo- 
sants de  la  variable  sont  actuellement  des  entiers. 

D'après  cela,  nous  supposerons  que  m  el  n  sont  deux 
entiers  dont  le  second  est  positif;  quant  à  l'exposant  pj 
il  peut  être  un  nombre  rationnel  quelconque. 

440.  Des  cas  d'intégràbilité. — Lorsque  l'exposant/? 
est  entier,  la  différentielle  binôme 

(i)  rfV  =  x'«  (fl  -h  bx'']Pdx 

est  rationnelle,  et,  en  conséquence,  elle  est  intégrable 

parles  fonctions  algébriques  et  logarithmiques.  Il  existe 

deux  autres  cas  àHntégrabilité ;  on  peut  immédiatement 

constater  ce  fait  au  moyen  de  la  méthode  de  substitution. 

Posons 

a  -f-  bx'^  =  t. 


54  CALCUL    INTÉGKAL. 

d'où 


'  i-l 


=  (^")"-    -=A(^")"   "" 


il  viendra 


"=  à  "  C-^)  "  "'  ^'- 


et  cette  différentielle  deviendra  rationnelle  par  la  sub- 
stitution t  =  z''y  où  r  désigne  le  dénominateur  de  Pf  si 
Ton  a 

/    V  m  -f-  1 

(  2)  =  entier. 

n 

De  plus,  nous  avons  vu  plus  haut  que  la  différen- 
tielle ^V  ne  change  pas  quand  on  permute  les  lettres  a  y 
i,  et  que  l'on  remplace  m  et  n  respectivement  par  m-hnp 

et —  /i,  ce  qui  change en •,  donc  on 

pourra  encore  ramener  cette  différentielle  à  la  forme  ra- 
tionnelle^  si  Ton  a 

(  o  )  h  P  =  entier. 

n 

Lorsque  Tune  des  conditions  (  a  )  et  (  3  )  est  remplie,  l'in- 
tégrale de  la  différentielle  dV  est  exprimable  par  les 
fonctions  algébriques  et  logarithmiques.  Ilfaulremarquer 
que  les  conditions  (a)  et  (3)  s'excluent  mutuellement, 
lorsque  p  est  un  nombre  fractionnaire. 

Réduction  de  l'intégrale  d'une  différentielle  binôme* 

441 .  Dans  les  deux  cas  d'intégrabilité  dont  il  vient 
d'être  question,  l'intégration  d'une  différentielle  binôme 
peut  être  effectuée  au  moyen  d'une  substitution  propre 
à  rendre  la  différentielle  rationnelle;  mais  on  peut  aussi 
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parvenir  aa  même  résultat  par  ua  emploi  convenable 
du  procédé  de  l'intégration  par  parties.  En  outre,  quand 
il  s'agit  d'une  diiTérentielle  binôme  qui  ne  rentre  pas 
dans  Fun  des  deux  cas  que  nous  venons  de  rappeler,  il 
y  a  lieu  de  chercher  à  opérer  la  réduction  de  son  inté- 
grale, c'est-à-dire  de  chercher  à  ramener  cette  intégrale 
aux  types  les  plus  simples,  et  c'est  à  quoi  l'on  parvient 
aa  moyen  du  procédé  que  nous  allons  développer. 
Soit,  comme  précédemment, 

la  différentielle  proposée,  m  et  tz  étant  entiers  et  n  po- 
sitif. Cette  différentieUe  est  le  produit  des  deux  facteurs 

x*"-»-*-',     {a  -t-  bx^)Px^-^dXy 
dont  le  deuxième  est  la  différentielle  de 

[p-\-\)nb    ' 
eUe  est  aussi  le  produit  des  deux  facteurs 

[a-\-  bx'')Py     x"*€ix, 
dont  le  deuxième  est  la  différentielle  de 

m-4-i  ' 

l'intégration  par  parties  donnera  donc  les  deux  formules 

suivantes  : 


x"(«r  -h  bx'^)Pdx 

m-+- 1  m-hij 


2) 
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par  lesquelles  Fintégrale  proposée  est  ramenée  à  une 
autre  de  même  forme ,  et  qui  n*en  diffère  qu'en  ce  que 
'  les  exposants  m  et  p  sont  remplacés  respectivement  par 
m — /iet;?-hi,oupar  mH-/iet/7 — i.Hy  aura  une  réduc- 
tion obtenue  si  les  nouveaux  exposants  sont  tous  les  deux 
plus  simples  que  les  exposants  primitifs  ;  au  contraire,  la 
transformation  n'offrira  pas  d'avantage  si,  en  simpliGant 
Tun  des  exposants,  on  a  élevé  le  second.  Mais  on  peut 
obtenir  d'autres  formules  qui  conviennent  à  tous  les  cas. 
L'intégrale  qui  figure  dans  le  second  membre  de  la 
formule  (i)  est  égale  à 

/  x'^-"  [a  -h  ^x«)  (a  -+-  bj:'')Pdx 

j          A             •   1»         y     •.   x'^la  -hbx'^)  —  ax^        ,.         , 
de  même,  si  i  on  écrit  — ^ 7—^ au  lieu  de 

jnm+n  jg^us  l'intégrale  du  second  membre  de  la  formule  (2), 
il  viendra 


/■ 


=  T  I  x^ia-i-  bx'^)Pdx--j  I  x'^{a-^bx^)P-^iix. 

Ces  valeurs  ayant  été  substituées  dans  les  formules  (i) 
et  (  a  ) ,  celles-ci  nous  donneront  les  deux  expressions  sui- 
vantes de  l'intégrale  proposée  : 

{    I  x^(a-hbx^)Pdx 

I  x^{a-h  bx'^)Pdx 

(4)  {  x^^Ua-ir  bx'']P  npa  C 

; H \  xP(a-\-  bx^)P-^dx 
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Changeons  enfin  m  en  m -h  n  dans  la  formule  (3) 
et  p  en/7-f-i  dans  la  formule  (4);  résolvons  ensuite 
chacune  des  équations  ainsi  obtenues  par  rapport  à  Tin- 
tégrale  qui  est  contenue  dans  son  second  membre,  il 
viendra 


r 

[a-^bx'')Pdx    ' 

y 

x^-^^  (a  -+- b t'^)p^^ 

{m -h  l -h  n -^^  np]  b 

(m  -¥-  ija 

[m-{-ia 

X* 

;a-h*ar»)rfr 

\ 

4- 

m  -f- 1  -4-/ïfpH-  i) 
n\p'\-\]a 

Ijern-i-n  (a 


bx'^Ydx^ 


ïx"^[a'^bx^]P'^^dx. 


Les  formules  (3),  (4),  (5),  (6)  permettent  d'efl'ectuer 
dans  tous  les  cas  la  réduction  que  nous  avons  en  vue.  Il 
faut  remarquer  que  les  formules  (3)  et  (4)  deviennent 
illusoires  si  Ton  a 

m  H-  1 

m -h  I -f- /»p  =  o     ou hp==o; 

n  ^ 

mais  on  est  alors  dans  le  second  des  deux  cas  d*intégra- 
bilité,  et  l'intégrale  proposée  peut  être  obtenue  par  une 
transformation  propre  à  rendre  sa  différentielle  ration- 
nelle, ainsi  que  nous  l'avons  vu  au  n**  440.  Le  nombre^ 
^tant  supposé  fractionnaire,  la  formule  (6)  n'est  jamais 
illusoire,  mais  la  formule  (5)  le  devient  quand  m  -f-  1  =0;  . 
on  est  alors  dans  le  premier  cas  d'intégrabilité,  et  la  va- 
leur de  l'intégrale  proposée  s'obtiendra  par  la  méthode 
Je  substitution. 

442.  Examinons  d'abord  l'usage  que  l'on  peut  faire 
de  DOS  formules  dans  chacun  des  deux  cas  d'intcgra- 

bilité. 
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i*>  Soit 

m  -hi 

—  =e     ou     m  —  /ïtf  -f-  I  ==  o. 

n 

e  étant  un  entier. 

Le  nombre  n  étant  plus  grand  que  zéro,  si  m  est  po- 
sitif, e  sera  également  positif.  Alors,  au  moyen  de  la  for- 
mule (3),  on  ramènera  successivement  l'intégrale  pro- 
posée à  d'autres  intégrales  de  même  forme,  et  qui  s'en 
déduiront  en  remplaçant  l'exposant  m  par 

m  —  /i,      m  —  2/ï,      ,..,     m  —  (e  —  i)/ï; 

la  valeur  de  la  dernière  de  ces  intégrales  est  donnée 
par  la  même  formule  (3),  qui,  en  remplaçant  m  par 
m  —  {e  —  I  )  /i  et  à  cause  de  m  —  /le  -h  i  =  o,  se  réduit  à 

^  '  [m -\- \ -^  np]b 

dans  ce  cas,  l'intégrale  proposée  est  algébrique. 

Si  m  est  négatif,  e  est  lui-même  négatif;  écrivant  donc 
—  e  au  lieu  de  e,  on  aura 

m  -f- 1 

•  =  —  e    ou    /»  -h  /itf  -f- 1  =  o. 

n 

Alors,  au  moyen  de  la  formule  (5  ),  on  ramènera  suc- 
cessivement l'intégrale  proposée  à  d'autres  intégrales  de 
même  forme,  qui  s'en  déduisent  en  remplaçant  m  par 

m-t-/i,     /« -I- 2/8,   ...,     m-h/i(e  —  i); 

mais  la  dernière  intégrale  ne  sera  plus  susceptible  de  la 
même  réduction,  parce  que  la  formule  (5)  devient  illu- 
soire quand  on  remplace  m  par  m  -i-  ne,  à  cause  de  l'hy- 
pothèse m  •+-  ne  •+- 1  =  o  ;  il  faut,  à  ce  moment,  revenir 
à  la  méthode  de  substitution  du  n°  440.  Toutefois,  on 
pourra,  si  on  le  juge  à  propos,  abaisser  l'exposant  p  en 
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faisant  usage  de  Tune  des  formules  (4)  et  (6),  comme 
dans  le  cas  qui  sera  développé  au  n^  443. 
a^  Supposons 


n 


-^  p  =  1  —  e     ou     [m  -h  ne)  -f-  i  -f-  /?/>  =r  o, 


J- 


e  étant  toujours  un  entier.  Ce  cas  ne  diffère  du  précédent 
que  par  un  changement  de  notation,  ainsi  qu'on  Ta  vu 
n^  440;  au  reste,  on  aperçoit  immédiatement  que,  si 
/îi  •+- 1  -H  /!/:>  est  négatif,  la  formule  (  5  )  ramène  successi- 
vement rintégrale  proposée  à  d'autres  de  même  forme, 
qui  s*en  déduisent  par  le  changement  de  m  en 

la  dernière  de  ces  intégrales  est  donnée  par  la  même 
formule  (5)  qui,  en  remplaçant  m  par  m  -f-  (e —  i)/i,  se 
viàuii  à 

x^^^^)'^(a-^bx^]Pdx=z -, >— T '-  -4-  const. 

^  '  [m-\-i)a 

Lorsque  m+np-i-i  est  positif,  si  Ton  désigne  sa  va- 
leur par  ne  y  la  formule  (3)  ramènera  l'intégrale  pro- 
posée à  une  autre  de  même  forme,  qui  n'en  diffère  que 
par  le  changement  de  m  en  m  —  {e  —  i  )  /i  ;  mais  la  va- 
leur de  cette  dernière  intégrale  devra  être  cherchée  par 
la  méthode  de  substitution. 

443.  Faisons  maintenant  abstraction  des  deux  cas 
d'intégrabilité.  Les  formules  (3)  et  (5)  montrent  que  l'in- 
t^le  proposée  peut  être  ramenée  à  une  autre,  qui  n'en 
diflftre  qu'en  ce  que  l'exposant  m  s'y  trouve  remplacé 
par  m  dz  i/z,  i  étant  un  entier  positif  que  l'on  peut  prendre 
à  volonté.  On  peut  choisir  cet  entier  de  manière  que 
^^in  soit  compris  entré  deux  multiples  consécutifs 
^elconques  de  ti,  par  exemple  entre  zéro  et  /z;  on  peut 
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aussi  déterminer  le  nombre  i  de  manière  que  m  -+•  in 

n  n 

soit  compris  entre et  H — • 

Ensuite  on  voit,  par  les  formules  (4)  et  (6),  que  l'in- 
tégrale proposée  peut  être  ramenée  à  une  autre  qui 
n'en  diffère  qu'en  ce  que  l'exposant  p  est  remplacé  par 
p  zh  y,  j  étant  un  entier  positif  quelconque.  Or,  quel  que 
soilpy  on  choisit  l'entier  y  de  manière  que  pàzj  soit 
compris  entre  deux  entiers  consécutifs  quelconques,  par 

exemple  entre  zéro  et  i ,  ou,  si  l'on  veut,  de  manière  que 

.    .      .               .                   I  1 

pàzj  soit  compris  entre et  H —  • 

Donc,  en  résumé,  tous  les  cas  des  différentielles  bi- 
nômes qui  ne  rentrent  pas  dans  ceux  d'intégrabilité  peu- 
vent être  ramenés  au  cas  où  les  nombres  p  et  -  sont 


n 
compris  l'un  et  l'autre  entre  zéro  et  i  ou  entre 

et  H — >  à  volonté. 

444.  L'exposant  n,  qui  figure  dans  la  différentielle 
binôme,  peut  être  réduit  à  l'unité,  mais  alors l'exposantm 
devient  fractionnaire.  Soit 

i  I   ^-i 

«»=  /,      d'où     X  =  r*,     ^  =  -  /"       dt; 

n 

posons  en  outre 

m  + 1 

on  aura 

a:"*  [a  H-  bx^)Pdx  =  -  ^  (<j  -h  bt)Pdl, 

Les  cas  d'intégrabilité  sont  alors  ceux  où  l'un  des  nombres 
Pf  y 9  P  •+•  9  est  entier,  et  l'on  peut  toujours  ramener 
l'intégrale  d'une  différentielle  binôme,  qui  ne  tombe 
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pas  dans  Tun  de  ces  cas,  à  la  forme 


/ 


fi[a-^  bt)Pdt, 

ptlq  étant  compris  entre  zéro  et  i  ou  entre  deux  en- 
tiers consécutifs  quelconques.  On  peut  même  obtenir 
une  forme  plus  simple  en  posant 

r  =  ifcT^»     dt=zt:-rdz^ 
h  b 

car  la  précédente  intégrale  devient,  par  cette  substitution, 


I  z9{izhz)Pdz, 


ea  faisant  abstraction  d^un  multiplicateur  constant. 

445.  Exemples.  —  i^  Considérons  en  premier  lieu  Tin- 

/x"*  dx 
j  OÙ  m  est  un  nombre  entier;  cette  in- 
Vi  — x« 

tégrale  appartient  à  la  classe  de  celles  que  nous  venons 
d'étudier;  on  a  icia=i,  6  =  —  i,  /i  =  2,  p= « 

et,  comme  l*un  dés  nombres 5  —  est  entier,  la  con- 

dition  d'intégrabilité  se  trouve  remplie.  La  formule  (3) 
du  n°  441  devient,  dans  le  cas  actuel, 

/x^dx    x**^*^!  —  or*        m  —  i     Cx^^^dx 
slTIIl^"'  m  m     J  ^^73^* 

Supposons  d'abord  m  positif  et  faisons  successivement 
''i=:2fx-|-i,  m=:2^,  fi  étant  un  entier.  Dans  le  cas 
de  m  impair,  l'intégrale  proposée  est  algébrique,  et  la 
formule  précédente  fait  connaître  sa  valeur^  lorsque  m 
est  pair,  la  môme  formule  ramène  l'intégrale  proposée 
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à    /  •  dont  la  valeur  est 


/; 


dx 

=  arc  an  a:  -h  const.  ; 


^i  —  x' 
on  troave,  en  désignant  par  C  une  constante  arbitraire, 


(2/*— l)(2fi--3}...I 

et 

I  -  ==—  -î^ x^^^  -h  -: j?*»*-' 

■(2fl— 2)(2^— 4)  •••         (2f*— 2)...a 

(2u— l)(2a  —  31.     .1  .  ^ 

(2fA  —  2)(2/x  —  4;-  •  -^ 

Lorsque  /n  est  négatif,  il  faut  recourir  à  la  formule  (5) 
du  n®  441,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  changer  m  en 
m  +  a  dans  la  formule  écrite  plus  haut  et  la  résoudre 
ensuite  par  rapport  à  Tintégrale  qui  est  contenue  dans 
son  second  membre  ;  on  a  ainsi 


Nous  ferons  successivement  m  = — afijm  = — (2|ix  -i- 1)  : 
dans  le  premier  cas,  Tintégrale  proposée  est  algébrique; 
dans  le  second  cas,  elle  se  ramène  à  l'intégrale  de  la  dif- 

dx 

férentielle  — ===  qu'on  peut  rendre  rationnelle  par 

X  ^l  X* 

une  substitution,  mais  qu'on  réduit  pi  us  simplement  à  une 
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forme  connue  en  remplaçant  x  par  -;  on  a  ainsi 

/— ==  =-  r  ,--i-.  =  -  log  {t  -f-  s/if*^^  -^  const. 


OU 


/: 


dx  .       —  I  -t-  i/i  —  X* 

=  log î^ -h  const. 


X  ^\  X*  "^ 

On  trouve,  d'après  cela,  en  désignant  par  C  une  con- 
stante arbitraire. 

yjZ?  2p — I  Lx*«*-*         2fA — 3x*«*-^        *"        (2fA— 3)(2fx — 5)...3xJ 

'♦'/ï^  2  a       L^*'*         2p— 2X»»*-*       "*        (2fx— 2){2|x~4)--2^^*J 


(2p~l)(2fi  —  2)...3.I  -l+y/l-x»   ^  ^ 

2fA(2p  —  2)...I  ^  X 

2**  On  pourrait  opérer  de  la  même  manière  pour  dé- 
tenniner  Tintégrale 

9 


f 


V^x'—i 

mais  il  est  beaucoup  plus  simple  de  la  déduire  de  celle 

que  nous  venons  de  considérer;  elle  est  effectivement 

/x^  dx 

quandonchange,  dans  celle-ci,  X  en  -  etmen  —  (m -h  i)» 
3*  L'intégrale 


/; 


x"^dx 


^ax  —  X* 

se  ramène  aussi  à  celle  dont  nous  avons  développé  le 
calcul;  car,  si  Ton  pose 

X  =  at*,     dx  =z  ^at dt^ 
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on  aura 

Slax  —  x^  J  v^i  — r« 

ce  qui  nous  fait  rentrer  dans  le  premier  exemple.  En  re- 
marquant que 


/x         I 

îin/  =  arc  sin  i  /  -  =  - 

\  a       2 


a  —  2  jr 

arc  sm/  =  arc  sm  %  /  -  =  -  arc  ces 9 


on  trouve,  dans  le  cas  où  m  est  un  entier  positif, 


x^^dx  \!ax—x'^V   _    .       2m — i 


ylax—x*  ^        L  2m  — 2 


ïx"*-^ 


aor'"-' 


(2m— 2)  (2m— 4)  (2'» — 2).. 

[2m  —  i)(2m — 31. . .  I      ^               a — 2jr 
^^ ; — ^ : a*"  arc  ces : 

2m (2m  —  2).  .  .2  a 

dans  le  cas  de  m  entier  et  négatif,  on  a,  en  mettant  —  m 
au  lieu  de  m, 


ilx  !iJax  —  x^       r  ^      2m  —  2    _  . 


/•  dx  iLsjax  —  x!^        r   ^ 


2m  —  3 

(2m  —  2). .  .2       _  «1 
•4-   ~. ax^^^ 

\im  —  3j. . .  I  J 


De  quelifues  différentielles  binômes  dont  l'intégrale 
se  ramène  aux  fonctions  elliptiques, 

446.  Une  différentielle  binôme  qui  a  été  réduite  par  la 
méthode  que  nous  venons  d'exposer  est  quelquefois  sus- 
ceptible d'une  nouvelle  réduction  ;  mais  on  ne  peut  rien 
établir  de  général  à  cet  égard,  aussi  nous  bornerons-nous 
à  présenter  ici  deux  exemples  dans  lesquels  l'intégrale 
de  la  diflerentielle  proposée  se  ramène  aux  fonctions 
elliptiques. 
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Considérons  d'abord  la  différentielle 

djc 


65 


î 


(')  «^^  =  57 -. 

VI  -h  J:* 

on  pent  écrire 

dx 
dV= j 


\/-*h 


et  il  est  naturel  d'essayer  une  substitution  non  ration- 
nelle, telle  que 


I  » 


[i]  x»-i--=:2r    », 

a:* 

i  étant  une  nouvelle  variable  qui  s*annule  pour  a:  =  o 
et  pour  X  =  00  ;  on  tire  de  là 


(3)  ^^      =-2/  Vi~^^ 


ar» 


Unt  que  la  variable  x  est  positive,  on  doit  prendre  le 

facteur  t  *  avec  le  signe  -h,  mais  il  faut  donner  au  ra- 
dical ^i  —  t^  le  signe  -h,  si  x  est  <^  i  et  le  signe  — 
dans  le  cas  contraire.  La  différentiation  de  l'équation  (2) 

doime 


if-hYi—-'^-' 


d'où,  par  la  formule  (3), 


dx                dt 

*        'ityji—fi 

on  a  donc 

(4) 

a  V^a  V/  — ^' 

s.^c-&. 

tnt. 

66  CALCUL    INTÉGBAL. 

et,  par  conséquent,  Fintégrale  V  peut  élre  ramenée  aux 
fonctions  elliptiques  par  la  méthode  du  n^  429. 
Considérons  encore  la  différentielle  binôme 

(5)  ^v=— ^. 

On  peut  employer  ici  avec  succès  la  substitution 

(6)  'y/7~^^  =  {i--x]i; 
on  a,  par  la  différentiation, 

ffjC  I 3S 


i  T  ~  -  ^ 


dtrzidy-^ 


d'ailleurs  la  formule  (6)  élevée  au  cube  donne  encore 

,.^i(i±.5ll±iiLzifLl!,  d'où  i^-_v/L 


et,  par  conséquent, 

(7)  ''^=v'^-77==; 


l'intégrale  V  peut  donc  encore  se  ramener  aux  fonctions 
elliptiques  par  la  méthode  du  n°  429. 

Intégration  de  quelques  différentielles 
transcendantes. 

447.  Lorsqu'une  différentielle  transcendante,  dont  on 
demande  l'intégrale,  peut  être  ramenée  à  la  forme  algé- 
brique par  une  substitution,  il  convient  en  général 
d'exécuter  la  réduction.  Ainsi,  y  désignant  une  fonction 


9 
T 


dx 

j  •  •  • 
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algébrique  9  les  intégrales 

^f{e^')e^'dx,  p'(logar)  ^, 

l/;sinx)cosx^x,         i/(cosx)  sinx^,     //(tangjr) — -j- 

j/(arcsinx)--=^==,  J/(arc  tangx)  j_^  _^ 

se  ramèneront  à  des  intégrales  différentielles  algébri- 
ques en  posant 

t^e^,  logx,  sinx,  cosx,  tangor,  arcsinar,  arc  tango;,  .... 

448.  Soient  z  une  fonction  transcendante  de  la  va- 
riable jr  et  X  une  fonction  quelconque  de  la  même  va- 
riable ;  si  n  est  un  entier  positif,  et  que  l'on  sache  trouver 
des  fonctions 

ayant  respectivement  pour  dérivées 

on  pourra  aussi  déterminer  l'intégrale 

Çyiz'^dx. 
L'intégration  par  parties  donne  effectivement 
\y.z^dx  —  Çz^  ~  dlr  =  Xj  «'»  —  /ï  fXi  ««-»  ^  dx, 

f  X^«"-'-^'  î?^  rfo:  =   rz»-^+'  ^'  rfx 
^  dx  J  dx 

5. 
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d*où  Ton  conclut 


\f- 


[i)  ''  '  zlr/i(/i  — i)...(/ï— i-H2)X,-2''-'+» 

IJZw(/î  —  l)...(/i— «4-  l)  /  X/Z"""'^^. 

Si  n  est  un  entier  positif,  comme  nous  l'avons  supposé, 
on  fera  i  =  /i  -f- 1 ,  et  il  viendra 

.    .  I    jXz''da:  z=z  Xi2«--  /îX,2»-»4-  /î  («  —  i  )  Xj^"-*-  -... 

(  zi:/i(/i  —  i)...i.  X„4.i  4-  const. 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

449.  Exemples.  —  Considérons  Tintégrale 


/ 


oii  n  désigne  un  nombre  entier  et  positif;  on  a  ici 
et  l'on  peut  faire 

~/n  jp^  sc^ 

Xi=  >       Xi=— r-j       Xj  =  — r?       ••-s 

on  aura  donc 

\  /w  L    °  w    °  m*         °  m**         J 

Si  l'on  écrit  e*,  a:,  e*rfx  au  lieu  de  x,  log x,  rfx,  la  for- 
mule précédente  deviendra 

il  e^n'^x^dx 
tf'«^  r          /?     ,,      /if«— i)    „,             ,   /î(/î  — 0  .  .  .  t"| 
= x" j:»-»H — ^. — ^  x»»-»  — ...zi:-^ ^„ 
m    \_          m                     m"                                            'w  J 


5) 
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Ce  résultat  ne  difTère  que  dans  la  forme  de  celui  qui  a  été 
obtenu  au  n®  415. 

a®  Soit  en  second  lieu  Tintégrale 


1  [aTCSïax]'*dx^ 


n  étant  un  entier  positif;  on  a  ici 

dz  I 

z=:arcsinx,      -r- = -7=^.1      X  =  i, 

dx       ^i  —  x* 

et  l'on  peut  faire 

X,=rx,     X,  =  — V'»  — -^^      X3  =  — or,      X4  =  -f-v^i— x»", 

après  quoi  les  mêmes  valeurs  reviennent  périodique- 
ment   On  a  donc 


[    f    [arc  si 

r  =xr 


sinx)'^€ix 

[[SLTC  sinx)** —  n{n  —  i)  (arcsinx)**"*-^. . .] 


-+-  ^i  —  ar^[«(arc8indr)'*~'— «(/i — i)(/i — tx)arc(sîna:)'*~*-f-... 
-K  const. 

Si,  dans  cette  formule  (5),  on  écrit  Xy  sinx,  cosar,  au 
lieu  de  arc  sinx,  x,  ^i — x^,  on  aura 

fr\)    I  •^cosx^x  =  sinj:  [x* — n  [n  —  i)  x'*"* -h. . .] 

(  -4-cosa:[/ix'»"* — /i(/i  — 1);/2— ajx'*-' — ...]-hconst. 

4o0.  Revenons  à  la  formule  (4)  du  numéro  précédent. 
Les  diiTérentielles  des  deux  membres  sont  identiquement 
égales  entre  elles,  quelle  que  soit  la  constante  nif  et  l'i- 
dentité ne  sera  point  altérée  si  l'on  suppose  cette  con- 
stante imaginaire.  Soit  donc  m-=  a-^b  ^ —  i ,  il  viendra 


a-^byj 


"'    r  /ix'»-*  ,  /if/i  — n. .  .n 

=:    x" ==-*-. .  .zh; =r-    H-const^ 

—  I  L  a-^byj  —  i  (^ -h  ^»  v--ï/'J 
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Remplaçant  e^*"*"*^~^'  par  sa  valeur 

e^{cosb.v  -h  ^ — I  s'mbx), . 

et  égalant  ensuite,  de  part  et  d'autre,  les  parties  réelles 
et  les  parties  afTectées  du  facteur  y'' —  i  ,  on  aura  les  va- 
leurs des  deux  intégrales 

I   x^e^^ cos bxiùcj        j  x'^&^%\nbxdx^ 

dans  le  cas  où  n  est  un  entier  positif.  Si  Ton  fait 

a  •\^  b  ^ — I  :=.p  (cosa  H-  ^ — I  sina), 
on  trouvera  ainsi 
I  x^e^'cosbxfix 

=  tf'**|  -x"c()s  Ibx  —  a) x'^-^cosibx —  2a)-i-... 

l.P  P 

±:— î ^^^Ti œsibx—n  H-  i  a)    -f- consL, 

r  J 

^      r. 

Lp         '  '     p* 


j^  ef^^  svabxdx 


P 
n[n  —  i)    ..I    . 


pn+l 


sin  {bx  —  /n- 1  «)  j  -H  const. 


Il  importe  de  remarquer  le  cas  de  /i  =  o  ;  on  a 


e^^  CCS  bxdx=z  -  ^'  cos  ibx  —  aj  -I-  const., 

P 

tf*'  sin  bxdx  •=:  -  c*"  sin  (^ x  —  a)  -*-  const.. 


ou 


/ 

r-      ,           tf  cos^x -4- ^siii^-p 
É?^*^  cos  bxdx-=i  e^* ; ,- h  const., 

J'_^^  •    #      ,          ^^«sin!>x  — ôc<>s6-r 
r^-^  sm  bx€lx=z  e!^' -  , i-  const. 
a*  -;-  ^* 
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On  obtient  directement  ces  deux  formules  en  inté- 
grant par  parties  les  deux  différentielles  e^cosbxdx^ 
e^sinbxdx ;  car,  en  opérant  ainsi,  on  forme  deux  rela- 
tions entre  les  intégrales  de  ces  différentielles,  desquelles 
on  peut  tirer  les  expressions  que  nous  venons  de  trouver. 

4ol .  La  méthode  du  n^  448,  et  plus  généralement  le 
procédé  de  l'intégration  par  parties,  permettent  souvent 
de  réduire  à  des  formes  plus  simples  certaines  intégrales 
dont  la  valeur  n'est  pas  exprimable  par  les  fonctions  al- 
ébriques,  logarithmiques,  etc. 

Considérons,  par  exemple,  l'intégrale 


S 


f 


X'» 


'  ...  efx 

dans  laquelle  n  représente  un  entier  positif.  Comme  — ^ 


est  la  différentielle  de  —  , » — — -,  >  l'intéfiration  par 

parties  donnera 

et,  au  moyen  de  cette  formule,  on  ramènera  l'intégrale 
proposée  à 


/ 


X 


Intégration  des  différentielles  de  la  forme  Vdx,  P 
étant  un  produit  de  sinus  ou  de  cosinus  de  Jonctions 
linéaires  de  x. 

452.  Les  différentielles  de  cette  forme  se  présentent 
dans  un  grand  nombre  de  questions,  et  il  est  aisé  d'en 
avoir  l'intégrale.  Soit  d'abord 

P  =  ces  [ax  H-  ô)  ces  'a!x  -f-  ô']. 


y^  CALCUL  ihtéghal. 

^      on  peut  écrire 

P  =  i  coa[(a -h  fl> -+- (ft -}- ^')  J  +  -  cûs  [(a — «')  X -h  (6  —  ^)]  ; 
on  aura  donc^  si  a  -f-  a 'et  a  —  a!  sont  difTérents  de  zéro, 


/ 


^  ,         sin  \la  -4-  rt' I  j?  -A.  'b  -4-  b"{\ 
ydxzzz ■ li 

2(«-H  a'] 

•  4-  const. , 


2  [a  —  a'j 
et,  dans  le  cas  de  a'  =  aj 


f 


^  ,         sm(2aa:-\-  b  -^  b')       a:cos(h  —  b') 
Vdx=  — ■ -, i-  4 i  4-  const. 

4<Z  2 


On  opérera  de  la  même  mapière,  dans  le  cas  où  P  est 
un  produit 

P  =  cos  [ax  -^  bj  cos(a'x  H-  b']  cos  [a" x  -f-  b" , . . . 
d*un  nombre  quelconque  n  de  facteurs.  Si  Ton  fait 
a  =  «=iza'±:a^dz...,     ^  =  b±:b'±Lb' 


le  produit  P  sera  la  somme  des  a""*  termes  représentés 
par  Texpression 


^cos(«xn-e]; 


on  aura  donc 


/i     V  sîn  {ax  -+■  €) 
P^  =^H=ï  2^ ■  +  «>ûSt., 

le  terme  — ■  devant  être  remplacé  par  x  cos  6 

quand  a  est  nul. 

Nous  avons  représenté  tous  les  facteurs  de  P  par  des 
cosinus,  parce  que  chaque  facteur  tel  que  sin  (ax  +  &) 

peut  être  remplacé  par  cos  lax -H  i  -î-  -  )• 
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453.  Considérons,  par  exemple,  l'intégrale 


/ 


où  n  est  un  entier  positif.  On  a,  si  n  est  pair  [voir  mon 
Traité  de  Trigonométrie) y 

.       .  f^        /  \  n(n  —  I  )        .  /  \       . 

a*  "*  cos"x  =  cosnx  -f  •  -  cos  (  /i  —  2  )  j:  h ^ ces  in  —  4  1  a*  -.-  . . . 

I  1.2  ^ 

"1 ^ -i 

a  « 

I   a  a  •    •    • 

2 

et,  si  71  est  impair, 

/i         ,  .  nin  —  Il         ,  , , 

■~*cos"x  =  cosnx  H —  cos  [n  —  2 )  x  H ^ cos  [n  —  4  )  ^  "t-  . . . 

I         ^  '  1.2 


cosx. 


W  --  I 
1.2. - . 


-/ 


Donc  on  a,  pour  le  cas  de  n  pair, 

sin/zx       risinin — ii)x      nin  —  i)  sînfii — ^]x 

COS^xdxzzz, \ : '- \-  -^ i  i 7-^4-... 

n  I        n  —  2  1.2  n  —  4 


n[n-i)...{^-^i^ 


,    X 

-f ^^ H  const., 

n  2 

1 .2. .  .- 

2 


et,  pour  le  cas  de  n  impair^ 


.-./. 


sm/zx      /isinf/z  —  2)x      n\n — i)  sin(/i  —  ^.x 

cos'^xdxT^ î ^ ' 1 î — ^^ r — 

n  1        n  —  2  1.2  n  —  4 


„(«_,)...  (fL_l  +  ,) 


H —  smar  -^  const. 

n  —  i 

1.2.  .  •  ~~~ 
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En  changeant  x  en  ^ x,  dans  ces  formules,  on  oblien- 

dra  la  valeur  de  1  sin^arrfj:;  on  trouvera,  dans  ce  qui  va 
suivre,  de  nouvelles  formes  des  mêmes  intégrales. 


Intégration  des  différentielles  de  la  farine 

sm^^xcos'^xdx, 

434.  La  différentielle  dont  il  s'agit  ici  est  réductible 
à  une  différentielle  binôme  ;  car,  si  Ton  pose 

sinjrr^f*,     cos4:  =  (i  —  ^)^,     dxz=-t   *(i  —  /)   '</r, 
elle  devient 

m  — I  "li 

cette  différentielle  est  intégrable  quand  Tun  des  membres 

m  —  I        n  —  I        m  -r-  n 

, ,      

2  2  2 

est  entier,  et,  dans  le  cas  contraire,  elle  peut  être  sus- 
ceptible de  réduction,  ainsi  qu'on  Ta  vu  au  n^  443. 

On  retrouve  les  mêmes  résultats  en  appliquant  direc- 
tement la  règle  de  l'intégration  par  parties  à  la  différen- 
tielle sin'*xcos''xrfx,  et,  comme  les  expressions  de  ce 
genre  se  présentent  fréquemment,  il  ne  sera  pas  inutile 
de  développer  le  calcul. 

La  différentielle  proposée  peut  être  mise  sous  la  forme 

le  second  facteur  est  la  différentielle  de i  par  con- 

m  -4-  I      "^ 
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séquenty  rintégration  par  parties  donnera 


i    1  sïn'^xoos'^xiix 


V  1  I  sîn"'"^*xcos'*~*x       7ï  —  I 


gjjj/n-i-l  j.  c()S*-"*;r  elr; 


—     I   SI 

/»H-  I  m-^i  J 

supprimons  sous  le  signe  /  y  dans  l'intégrale  du  second 

membre,  un  facteur  sin*  j:  et  introduisons  à  sa  place  le 
facteur  égal  i  — cos^x,  cette  intégrale  deviendra  la  dif- 
férence des  deux  suivantes  : 

I  sia'"*cos'*~"*.r£ir —  i  sin'"j:co8'*j:^; 

faisant  passer  la  seconde  dans  le  premier  membre,  et 
multipliant  ensuite  par >  il  viendra 

\        C  •   nt  «    j         sin"»-*-*j?cos''-'ar        n—\     T.   ^  ^.     ^ 

,]        I  sm'*xcos'*4rar  = ! I  8in'"xcos'*-*x£ir. 

J  m-\-  n  m  -i-n  J 

Si  l'on  cbange  x  en Xy  dx  en  —  dx,  que  l'on  per- 
mute les  lettres  m,  /i,  puis  qu'on  multiplie  par  —  i,  on 


aura  encore 


3j       I  sin'**xcos'*xdlr=: -{ I  sin'^—'jrcos^xrtjr. 

'      J  m  -h  n  m-t-n  J 

Enfin,  si  l'on  remplace  n  par  /t  H~a  dans  l'équation  (2), 
m  par /7i -H  2  dans  l'équation  (3),  et  qu'on  résolve  en- 
suite cbaque  équation  par  rapport  à  l'intégrale  contenue 
dans  son  second  membre,  on  aura  les  deux  nouvelles 
formules 

•  4i  I  sin*'xcos*xajr= — i I  sm'*jrcos'*^"j:ar, 

J  n-\-i  n  -h  i      J 

iK^  C  '  m         -     ^          8in'"+' j:  cos'»^* j:        m -h  n -h  2.     /*.„,.,  „      , 

[o\  I  sm*4?cos*^ax  = h I  sin'^'^'^xcos'^xdx. 
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Les  formules  (4)  et  (5)  sont  illusoires,  la  première 
quand  /i  =  —  i ,  la  seconde  quand  m  =  —  i  ;  mais,  dans 
l'un  et  l'autre  cas,  la  condition  d'intégrabilité  est  rem- 
plie. Les  formules  (2)  et  (3)  deviennent  elles-mêmes 
illusoires  quand  mH-  /i  =  o,  ce  qui  répond  encore  à  un 
cas  d'intégrabilité  ;  mais  alors  la  formule  (  i)  nous  fournit 
une  réduction  ;  elle  devient  en  effet,  pour  /i  =  —  m, 

(6)  1  tang"»XÉtr==  — I  tang*""^* x^ir, 

J  'w-f- 1         ^ 

ou,  en  écrivant  m —  2  au  lieu  de  m, 

(7)  I  tang'^aritr  =: — : I  tang'"""'x<Zr. 

Laissant  de  cdté  les  cas  d'intégrabilité,  qui  se  ramènent 
toujours,  quand  cela  est  nécessaire,  à  celui  d'une  dif- 
férentielle rationnelle,  on  voit  que  les  formules  (2)  et  (4) 
permettent  de  diminuer  ou  d'augmenter  l'exposant  n 
d'un  nombre  pair  quelconque  ;  pareillement,  au  moyen 
des  formules  (3)  et  (5),  on  peut  diminuer  ou  augmenter 
l'exposant  m  d'un  nombre  pair  quelconque  ;  donc  il  est 
possible  de  ramener  les  deux  exposants  à  être  compris 
entre  les  limites  —  i  et  H- 1  ou  o  et  2. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  exposants  m  et  n  sont 
entiers,  on  pourra  poursuivre  la  réduction  de  chacun 
de  ces  exposants  tant  qu'il  ne  sera  pas  égal  à  —  i  ou 
égal  à  l'autre  exposant  changé  de  signe  ;  quand  ce  der- 
nier cas  se  présente,  on  a  recours  aux  formules  (6) 
et  (  7  ),  au  moyen  desquelles  on  peut  continuer  la  réduc- 
tion jusqu'à  ce  que  les  deux  exposants  soient  nuls  ou 
égaux  à  -f- 1  et  à  —  i .  Nous  ajouterons  que  les  for- 
mules (6)  et  (7)  peuvent  être  obtenues  immédiatement, 
en  remarquant  que 


/ 


d,v  tnnc'""*"*^? 


tang'"  X  — r-  = H  const* 
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455.  On  voit,  en  résumé,  que  Tintégrale 

dans  laquelle  m  et  n  sont  des  entiers  positifs  ou  néga- 
tifsy  se  ramènera  toujours,  au  moyen  de  nos  formules,  à 
Tune  des  suivantes  : 

I  fur,       j  sinxdx,       I  cosxdXf       j  sin.rcos4;d[rs 

r  dr       r,/x       r    dv         r        ^      r 

I  - — 9      I  9      I  -. î      I  tangxrtr,      I  cotxdx. 

J  sinx      J  cosjr     J  sinxcosx      J  J 

Les  trois  premières  ont  pour  valeurs 

X-+-C,     — C0SJ:-i-C,      sina:4-C, 

C  étant  une  constante  ;  la  quatrième  est  égale  à 

1    C  '  w  co8  2jr      ^       sin*ar       ^  cos'j:       ^ 

^J  4  2  2  * 

C  désignant  toujours  une  constante  arbitraire. 
On  a  ensuite 

r±dx_ 

/dx    _  r  dx  _    1    cos'j.r 

sinx      J  asin|.rcos|jr      J    tangua:' 

et,  par  conséquent, 


/-T—  =  log  tang  -  *  -i-  C, 


ce  qui  s'accorde  avec  ce  qui  a  été  dît  au  n°44.  Changeant 
dans  la  précédente  formule  or  en  j:  H — i  puis  en  2  or. 
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il  vient 


f. 


smxcosx 
On  a  enfin 


=  log  tangx  -+-  C. 


/                          rcosx  rix        , 
COt  jr  AT    =  I    — ^. =:  log  smx  H-  C. 
^/      sinx 

-456.  Ci  le  nombre  n  est  nul,  la  formule  (  3  )  du  n^  4S4 
donnera,  dans  le  cas  de  m  pair  et  positif, 


*  m  —  I    .       , 

8in'"jfr/j:  = 1  sm'"~'x  H sm'^-'j: 

m  —  2 


COS  T  I 


[m — iifm  —  3     .   ,„_-                  (m — iN'm  —  3'..J 
-h  ^^- 71  Sln"'-*a:-^...^-  ) -] 2 . 

(m  —  i^m  —  3].. .3.1    x 


et,  dans  le  cas  de  m  impair. 


-:-  const., 


/COSJT  I 
sin*"j.dx  = —  — —    si 
m    l 


sin'"~^x  H sîn'"~'j: 

m  —  2 


(m  —  1^  -m  —  3\..2~1 
4- jT -f-  const. 


TT 


En  changeant  x  en  — h  J:,  on  aura  deux  autres  formules 
qui  donneront  la  valeur  de 

ces'"  X  dx. 


/• 


pour  le  cas  de  m  pair  et  pour  celui  de  m  impair.  Il  faut 
remarquer  que  ces  formules  peuvent  se  déduire  immédia- 


a  sinx  +  b  cos^r 
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lement  de  celle  du  n**  445,  en  remplaçant  dans  celles-ci 
xpar  sinj:  ou  par  cosj:. 

457.  LMntégrale 

dr 

a  sina:  + 

se  ramène  immédiatement  à  Tune  de  celles  dont  il  vient 
d'être  question,  en  posant 

a  =  rsina,     6  =  rcosa; 

car  elle  devient  alors 

r  J   cos[j:  —  a; 
On  peut  aussi  déterminer  l'intégrale  plus  générale 

fia: 

a  siûx  -f-  ù  cosx  -r  c 

car,  en  faisant 

c  —  r 

a=rsina,      ft  =  rcosa,     =  iJ:  A* 

c-\-r 

on  a 

kdx 

2COS*|{a: 

1  HZ  A*  tang*| 


OU,  en  posant  k  tang  -  (a:  —  a)=t, 


/dx ±7.k  r_dt_  ^ 
a  sinx  -H  b  co^  x  -hc       c  —  r  j    izlz/*' 

et  l'intégrale  du  second  membre  de  cette  formule  a  pour 

valeur  arc  tang  ^  ou  logi/    _^  i   selon  que  ±:À'^  est 
positif  ou  négatif. 
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CHAPITRE  IL 

THÉORIE  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES  ET  DES  INTÉGRALES 
DES  FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VARUBLES. 


Propriétés  Jbnd a  mentales  des  intégrales  déjinies. 

• 

458.  So\lf[x)  une  fonction  de  la  variable  réelle  x 
qui  reste  continue  quand  x  varie  entre  les  limites  Xo  j 
X,  et  F(j:)   une  des  valeurs  de  l'intégrale  indéfînie 

/{x)dx.  La  différence  F  (a:) — F(xo)  est  aussi  une 

des  valeurs  de  la  même  intégrale ,  savoir,  celle  qui  s*an- 
nule  pour  x=^Xoj  cette  valeur  est  égale  à  F  (X)  —  F  (xo) 
pour  X  =  X,  et  nous  sommes  convenus  alors  de  la  re- 
présenter par  Texpression  1    f[x)dXf  que 


; 


£ 


nous  avons 

nommée  une  intégrale  définie.  Ainsi  Ton  a 

»x 

/(.r)rfx  =  F(X;-F(xo), 

et  nous  savons  que  l'intégrale  contenue  dans  cette  for- 
mule est  égale  à  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme 
des  valeurs  que  prend  la  différentielle  y  (j:)rfj:,  quand  x 
varie  de  Xo  à  X  en  prenant  des  accroissements  infiniment 
petits  successifs  égaux  à  dx. 

De  là  résultent  plusieurs  propriétés  fondamentales 
que  nous  allons  établir. 

459.  Théorème  I.  —  Une  intégrale  définie  change 
de  signe  en  conservant  la  même  valeur  absolue,  quand 
on  permute  les  limites  de  l'intégrale. 
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Cela  résulte  immédiatement  de  la  formule  du  n^  458, 
dont  le  second  membre  ne  fait  que  changer  de  signe 
quand  on  permute  les  lettres  Xoj  X. 

On  peut  aussi  établir  la  même  propriété  en  considé^ 
rant  les  intégrales 


J  f[x)dx,     J^f[x]dx 


comme  des  limites  de  sommes  d'éléments  infiniment 
petits.  Les  éléments  correspondants  y (j:)efj:  des  deux 
sommes  en  question  ont  la  même  valeur  absolue,  mais 
ils  sont  de  signes  contraires,  car,  x  variant  de  oto  à  X 
dans  un  cas  et  de  X  à  x^  dans  Tautre  cas,  dx  est  positif 
pour  Tune  des  deux  sommes  et  négatif  pour  Fautre. 

460.  Théorème  II.  —  Si 

SOJA  des  valeurs  de  x  telles  quef[x)  reste  bien  déter- 
^fûnée  et  continue  quand  x  varie  de  l'une  de  ces  va- 
leurs à  la  suivante  f  on  a 

/ï  /•*%  /»'t  /»x 

f[x)dx=l     f[x)dx'^  ï     f[x)dX'h...'^  l     f[x)dx. 

En  effety  cette  formule  n*est  autre  chose  que  l'égalité 

identique 

F(X)-F(a:o) 
=  [F(arO  -F(:ro)]  -+-  [F(4r,)  ^F[x,)]  ^-...^  [F(X)-F(x„.01. 

On  peut  encore  démontrer  la  formule  dont  il  s'agit  en 
regardant  les  intégrales  définies  comme  des  limites  de 
sommes.  Si  x^y  X\j  .  • .,  X  sont  disposées  par  ordre  de 
grandeur,  les  deux  membres  de  notre  formule  sont  égaux 
à  la  limite  d'une  même  somme  d'éléments  infiniment 
petits.  Il  en  est  de  même  quand  x^j  x^,  •  •  • ,  X  ne  sont 

S.  —  Cale*  inim  G 


8a  CALCUL    INTÉGRAL. 

pas  disposées  par  ordre  de  grandeur,  car  les  éléments 
infiniment  petits  de  la  seconde  somme  qui  ne  se  trouvent 
pas  dans  la  première  sont  égaux  deux  à  deux  et  de  signes 
contraires. 

461.  Théouème  III.  —  Soient  (f[x)  et  f[x)  deux 
fonctions  qui  restent  continues  pour*  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  les  limites  a:©  ef  X  ^  Xo  ;  si  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  on  a/{x)  >  ç  {x),  on  aura  aussi 

J/»X  /• 

/[x)di:^  j     f{x)dx. 

En  effet,  par  hypothèse,  la  fonction /"(x)  —  9{x)  est 
positive  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  Xq  et  X; 
par  conséquent,  la  fonction 

dont  elle  est  la  dérivée,  est  croissante.  Or  cette  fonction 
s'annule  pour  x  =  Xo  ;  donc  elle  est  positive  pour  x  =  X, 
et  l'on  a 

On  arrive  plus  rapidement  à  ce  résultat  en  considé- 
rant les  deux  intégrales  proposées  comme  des  limites 
de  sommes;  effectivement,  chaque  élément /"(x)  rfx  de 
la  première  somme  est  plus  grand  que  l'élément  corres- 
pondant ç  (x)  dx  de  la  seconde  ;  celle-ci  est  donc  infé- 
rieure à  Tau  Ire. 

Corollaire.  —  Si  la  fonction  f[x)  est  comprise  entre 
deux  autres  fonctions  ^(x),  ^(x),  pour  toutes  les  va^ 
leurs  de  x  comprises  entre  x^etH^  et  que  ces  fonctions 
soient  continues  tf  e  x  =  Xo  a  x  =  X,  on  obtiendra  deux 
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limitesde  Vintégrale  l    f{pc)  dx  en  prenant  j     ç  (x)  dx 

et  I    ^[x)dx, 

i 

'    —  7  où  Ton 

suppose  m  ]>  a.  Il  est  évident  que  cette  intégrale  aug- 
mentera si  Ton  diminue  m,  et  qu*elle  diminuera  si  Ton 
augmente  m  ;  elle  est  donc  comprise  entre 

I     dx     et       I •> 

Jq  •/©     V  *  —  ^^ 

c'est-àJire  entre 

~  =  o,5     et    arcsin  -  = -7  =0,523. . . . 
2  2        b 

463.  Théorème  IV.  —  Soient  uet  v  deux  fonctions 
de  X  :  si  la /onction  9  conserve  le  même  signe  quand  x 
varie  de  Xq  à  X,  on  aura 

Jl     uvcb:z=l]    I     vdx^ 

^désignant  une  quantité  comprise  entre  la  plus  grande 
et  la  plus  petite  des  valeurs  que  prend  u  quand  x  varie 
de  Xq  à  X. 

En  effet,  soient  A  et  B  la  plus  petite  et  la  plus  grande 
des  valeurs  de  u\  on  aura  constamment,  si  v  est  positif, 

ky  <Cu9  <^J^p^ 
et,  si  V  est  négatif, 

donc  l'intégrale  /     uv  dx  est  comprise  entre  /    Avdx 

6. 


84  CALCUL    INTÉGRAL. 

et  1     Bi^dx^  c'est-à-dire  entre  les  deux  produits  que  l'on 

obtient  en  multipliant  A  et  B  par  l'intégrale  f  u  dx  ; 
de  là  résulte  évidemment  l'égalité  qu'il  s'agissait  d'établir. 

Cas  où  les  limites  des  intégrales  sont  infinies. 

46i.  En  traitant  des  propriétés  des  intégrales  définies 

Jf(x)  dx,  nous  avons  supposé  la  fonction y(x)  con- 

tinue  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  Xo  et  X  ;  ces 
limites  sont  d'ailleurs  des  quantités  déterminées  quel- 
conques. Nous  maintiendrons  ici  la  même  hypothèse; 
mais  nous  supposerons  Xq  etX  variables,  et  nous  allons 
examiner  le  cas  dans  lequel  l'une  ou  l'autre  de  ces  li- 
mites devient  infinie. 

L'intégrale  de  la  difTérentielle  y(j:)  rfx,  prise  entre 
deux  limites  infinies,  ou  entre  une  limite  finie  et  une 
limite  infinie,  peut  avoir  une  valeur  finie;  elle  peut  aussi 
être  infinie  ou  indéterminée;  nous  allons  donner  des 
exemples  de  ces  divers  cas. 

1**  Considérons  d'abord  la  difi*érentielle  e"^  dx\  en 
l'intégrant  àe  x  =  Xo  à  j:  =  X,  on  a 

iX 

et,  si  l'on  fait  tendre  X  vers  -h  oo  ,  on  aura 


x: 


jC 


faisant  tendre  au  contraire  x^  vers  —  oo  ^  on  a 

e-'djczzzQOt 


s: 
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2»Soîl,  en  deuxième  lieu,  la  différentîelle  ,;  Tia- 

légrale  prise  de  a:  =  a:©  à  x  =  X  est 


L 


=  arc  tangX  —  arc  tang^o, 


I  +x* 
et,  si  l'on  fait  tendre  X  vers  -f-  oo  ,  on  a 


L 


dx 


TT 


14- a:'        2 


5  = arctangx^; 


faisant  ensuite  tendre  a:©  vers  — oo  ,  on  a 

dx 


f. 


TS» 


l-hx* 

3^  Soit  encore  la  différentielle  cosxdx;  on  a 


X 


X 

coso:  dx  =  sinXy 

o 


et  il  est  évident  que  cette  intégrale  cesse  d'être  déter- 
minée quand  on  suppose  X  =  oo  . 

465.  On  ne  peut  pas  indiquer  de  critérium  qui  per- 
mette de  décider  d'une  manière  générale  si  l'intégrale 

X 

f{x)  dx  reste  finie  et  déterminée  quand  l'une  ou 


/ 


l'autre  des  limites  tend  vers  l'infini.  Voici  cependant  un 
théorème  qui  donne  le  moyen  de  décider  la  question 
dans  un  assez  grand  nombre  de  cas. 

Théobeme.  —  Soitf[x)  une  fonction  qui  reste  finie 
pour  les  "valeurs  de  x  comprises  entre  Xq  ei  •+-  oo  .  Si, 
pour  les  valeurs  de  x  supérieures  à  une  certaine  quan- 
tité a  y  la  ^valeur  absolue  du  produit  x'^f{x)  est  constam- 
ment inférieure  à  un  nombre  donné  K,  et  que  l'expo- 
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sant  n  soit  supérieur  à  i ,  l'intégrale  I    f{oc)  dx  tendra 

vers  une  limitejinie  quand  on  fera  tendre  X  vers  -h  oo  . 
Au  contraire,  si  pour  les  valeurs  de  x  supérieures  à 
une  quantités  la  fonction/ [x]  conserve  le  même  signe  y 
et  que  la  valeur  absolue  duproduitx'^f[x)  ne  soit  jamais 
inférieure  à  un  nombre  donné  K,   l'exposant  n  étant 

égal  ou  inférieur  à  i ,  l'intégrale  j    f{x)  dx  deviendra 
infinie  en  même  temps  que  X. 
En  effet,  on  a 

la  première  des  intégrales  du  second  membre  a  une  va- 
leur déterminée,  et  il  suffit  en  conséquence  de  considé- 
rer la  seconde. 

I**  Si  la  valeur  absolue  du  produit  x'^f[x)  est  infé- 
rieure à  K,  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a 
et  -I-  00  ,  il  est  évident  que  la  valeur  absolue  de  l'inté- 


grale J    f{x) 


dx  est  elle-même  inférieure  à 


J^       jrn  n—lXoL'^-^  X'*-V 

quantité  qui,  dans  l'hypothèse  de  ti  ^  i ,  se  réduit,  pour 

^  =  ^y  ^  /^_,),/t-r    ^^^^  rintégrale  J   f{x)dx 

reste  finie  pour  X  =  x  ,  et,  par  conséquent,  il  en  est  de 
même  de  la  proposée. 

a**  Si  la  valeur  absolue  du  produit  x''f{x)  n'est  pas 
inférieure  au  nombre  donné  K  pour  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  a  et  oo  ,  et  qu'en  outre  la  fonctiony(x) 
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conserve  le  même  signe,  la  valeur  absolue  de  l'întégrale 

I    f{x)  dx  est  supérieure  à  /     —  dx.  Cette  dernière 

intégrale  a  pour  valeur 

K 


I  —  /î 
quand  n  est  <^  i ,  et 


(X*-»  — a*-*), 


Klog-, 
a 


quand  n  =  i  ;  dans  l'un  et  l'autre  cas,  elle  devient  infi- 
nie pour  X  =  00  ;  donc  la  même  chose  a  lieu  à  Fégard 
de  l'intégrale  proposée. 

Remarque.  —  Le  théorème  précédent  s'applique  au 
cas  où  l'on  fait  tendre  X  vers  —  oo  ;  car,  en  changeant  x 
en  —  x^  on  a, 

Ç  f[x)dx  =  ^    f     /(-^)rfr, 

et  l'on  est  ramené  à  faire  tendre  vers  -H  00  la  limite  su- 
périeure —  X. 

Le  même  théorème  est  encore  applicable  dans  le  cas 
où  l'on  fait  tendre  la  limite  inférieure  Xq  vers  ±  00 , 
puisqu'on  peut  permuter  les  deux  limites  entre  elles. 

466.  ExEMPtB.  —  Considérons  l'intégrale  /     e^^^dx. 

Soit  n  un  nombre  positif  aussi  grand  qu'on  voudra,  K  une 
quantité  positive  donnée  quelconque.  La  valeur  absolue 
du  produit  x"  e~-^Uend  vers  zéro,  quand  j:  tend  vers  dt  oo  ; 
donc  on  peut  assigner  une  valeur  a  de  x  telle,  que  de 
j:  =  -4-aàj:=-Hx>,  oudex  =  —  ol  k  x  = —  00  ,  la 
valeur  absolue  du  produit  x^e"**  soit  inférieure  à  K.  11  en 


/ 
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résulte  que  Tintégrale  proposée  conserve  une  valeur  finie 
e~^'dx,  quand  on  fait  tendre  X  vers  -h  co  et  Xq 

vers  —  Qo  . 

Plus  généralement,  si/'{x)  est  une  fonction  dex  qui 
reste  finie  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre 

—  00  et  -H  00,  rintégrale  /       f{x)e^'^dx  aura  une 
valeur  finie. 

Cas  où  la  Jonction  contenue  sous  le  signe  j  déifient 
infinie  aux  limites  de  l'intégrale. 

467.  Supposons  que  la  fonction y(x)  reste  finie  pour 
les  valeurs  de  j:  comprises  entre  x©  et  X,  mais  qu'elle  de- 
vienne infinie  pour  j:  =  X.  Dans  ce  cas,  si  Ton  désigne 
par  e  une  quantité  de  même  signe  que  X  —  x©,  l'inté- 
grale I    /^{x)  dx  est  la  limite  vers  laquelle  tend 


f      f[x)<Lr, 


quand  on  fait  tendre  €  vers  la  limite  zéro.  Il  peut  arriver 
que  la  précédente  intégrale  croisse  au  delà  de  toute  li- 
mite, et  alors  la  proposée  est  infinie. 

Pareillement,  si  la  fonctiony(x)  devient  infinie  pour 
X  =  Xo,  et  que  l'on  désigne  toujours  par  e  une  quantité 

de  même  signe  que  X — Xq,  l'intégrale  1    f{x)dx  sera 

la  limite  vers  laquelle   tend  l'intégrale  I      f[x)dxy 

quand  on  fait  tendre  e  vers  zéro. 

Nous  allons  démontrer  un  théorème  analogue  à  celui 
du  n®465  et  au  moyen  duquel  on  peut  décider,  dans  cer- 
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tains  cas,  si  une  intégrale  conserve  une   valeur  (înie 

cpand  la  fonction  qui  multiplie  dx  sous  le  signe  I  de- 
vient infinie  aux  limites  de  l'intégrale. 

> 

468.  Théorème.  —  Soit  f[x)  une  fonction  qui  reste 

finie  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  Xq  et  X,  niais 

(jui  de%denne  infinie  pour  x  =  X.  Si  l'on  peut  assigner 

une  quantité  a  entre  Xo  et  X,  telle  que  pour  les  valeurs 

dex  comprises  entre  a  et  H  la  valeur  absolue  du  produit 

(X  —  xYf[x)  ou  [x  —  X)'»/(x)  soit  inférieure  à  une 

(quantité  déterminée  K,  le  nombre  n   étant  moindre 

(jue  I,  l'intégrale  j    f{x)  dx  aura  une  valeur  finie. 

Au  contraire,  si  l'on  peut  assigner  une  quantité  a 
entre  Xq  et  IL  y  telle  que  pour  les  valeurs  dex  comprises 
entre  a  et  H  le  produit  (  X  —  x)"f{^)  ou  {x  —  X  Yf{x) 
consente  le  même  signe  et  soit  constamment  supérieur 
à  une  quantité  déterminée  K,  le  nombre  n  étant  égal  à  i 

ou  plus  grand  que    i,  V intégrale   l    f(x)dx  sera 
infinie. 
En  eflety  on. a 

la  première  des  intégrales  du  second  membre  a  une  valeur 
finie  ;  il  suflSty  en  conséquence,  de  considérer  la  deuxième 
intégrale. 

I**  Supposons  que  de  x=ra  à  x=rXla  valeur  ab- 
solue du  produit  [dz  (X  —  ^)Yf{^)  soit  moindre  que 
la  quantité  déterminée  K,  le  nombre;,  n  étant  en  outre 
inférieur  à  1  ;  il  est  évident  que  la  valeur  absolue  de  rin- 
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tégrale  /    f[x)dx  sera  inférieure  à  la  valeur  absolue 


a 


ï^~Tx Un      M^s    rintëgrale    indéfinie    de 

î^,x::r^)]^^P^"''^^^^"^  i-/, ^^-const.; 

on  a  donc,  à  cause  de  /i  <[  i , 

d'où  il  suit  que  l'intégrale  proposée  a  une  valeur  finie. 

29  Supposons  que  de  j:  =  aàx  =  X  le  produit 
[ii:(X  —  ^)Yf{x)  conserve  le  même  signe,  et  que  sa 
valeur  absolue  soit  plus  grande  que  la  quantité  déter- 
minée K,  le  nombre  n  étant  d'ailleurs  égal  ou  supérieur 

à  1.  La  valeur  absolue  de  l'intégrale  /   f[x)dx  sera 

supérieure  à  celle  de  l'intégrale  /    r.^i^  _ — Tmî  ^r  ^^ 
a,  quand /i  est>>i, 

r'        Yidx        _(=hi)"Kr  1 1  1 


et,  quand  /i  =  i , 


/ 


Kdx         „  .      X  —  a 


le  second  membre  de  chacune  des  formules  précédentes 
devient  infini  pour  x  =  X,  et,  par  conséquent,  l'inté- 
grale /    f{x)dx  est  infinie^  ainsi  que  la  proposée. 
Comme  on  peut  intervertir  les  limites  de  l'intégrale^ 
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le  précédent  théorème  s^applique  au  cas  où/(a:)  devient 
infinie  pour  x  =  jro. 

AG9.  Exemples.  —  i®  Considérons  l'intégrale 


f. 


v/i  —  ^* 


I                        -                     I 
Onaîcî/(a:)=-;=^::_-— et(i — x)*/(.r)  =    ;j?  étant 

V'i  —  .r*  V^I-hJ^ 

positif^  ce  produit  est  inférieur  à  i  ;  on  en  conclut  que 
l'intégrale  a  une  valeur  finie.  Nous  savions  d'avance  qu'il 
en  est  ainsi,  car  l'intégrale  proposée  est  la  valeur  de 
arc  sinx  pour  jc  =  i,  et  par  conséquent  cette  intégrale 

est  ésrale  à  -• 

a®  Considérons  l'intégrale 


dx 


OÙ  k^  désigne  une  quantité  positive  inférieure  à  i*  On 
a  ici 

le  second  membre  de  cette  formule  est  inférieur  à  —=::::: 


pour  toutes   les  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  i  ; 
donc  l'intégrale  proposée  a  une  valeur  finie. 
3°  Considérons  l'intégrale 


r_dr_ 


à  laquelle  se  réduit  la  précédente  lorsqu'on  a  A'  =  i 
On  a  iciflx)  = ;>  et 

(l-x)/(^)=_l--, 


9^  CALCUL   inTÉGRAL. 

le  second  membre  de  cette  formule  est  supérieur  à  - 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  i  ;  donc 
rintégrale  proposée  est  infinie.  Au  reste,  cette  intégrale 
est  la  valeur  que  prend  pour  x  =  i  la  fonction 


Jf*      dx  ,  / 1  -1-  .r 


et  l'on  voit  que  la  valeur  en  question  est  effectivement 
infinie. 

4**  Considérons  encore  l'intégrale 


/ 


Iprr  r« 


x'» 


où  n  désigne  un  nombre  compris  entre  o  et  i.  On  a 
fi^x)  =  — ^'  et  cette  fonction  est  infinie  pour  x  =  o. 
En  désignant  par  t  un  nombre  compris  entre  o  et  i  — w, 

or,  quand  X  tend  vers  zéro,  le  produit  x*logx  tend  aussi 
vers  zéro  ;  on  peut  donc  assigner  une  quantité  a  telle,  que 
dex  =  oàx  =  ale  produit  x'^'^^f[x)  soit  inférieur  à 
une  quantité  quelconque  donnée  K  ;  d'ailleurs  /i  H-  e  est 
inférieur  à  I  ;  donc  l'intégrale  proposée  a  une  valeur  finie. 

Cas  où  la  Jonction  contenue  sous  le  signe  1  déifient 
infinie  entrée  les  limites  de  l'intégration, 

470.  Lorsque  la  fonction  y(x)  devient  infinie  pour 
une  valeur  X|  de  x  comprise  entre  x©  et  X  >Xo,  il  faut 

regarder  l'intégrale   I    f[x)dx  comme  la  limite  vers 
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laquelle  tend  la  somme 

r     f[.r)da:^f      f[a:)dx, 

lorsque  e  et  »  tendent  vers  la  limite  zéro.  Une  telle  inté- 
grale peut  avoir  une  valeur  finie  et  déterminée;  elle 
peut  aussi  être  infinie  ou  indéterminée. 
Considérons  par  exemple  Tintégrale 


où  a  et  a  désignent  des  nombres  positifs  et  où  n  est  un 

exposant  compris  entre  o  et  1 ,  et  de  la  forme  — > 

fi  et  V  étant  des  entiers  ;  on  aura 


—  »  ,  /i+a 


L>^{r>f:^> 


or 

» —  • 


JC"  I  —  /i 

+1 


donc 


j_.  pr  =  i-( ^^^^ ) 


9 


«*""  etyj*""  s'annulent  à  la  limite;  l'intégrale  proposée  a 
donc  une  valeur  finie  et  déterminée ,  savoir  : 


dx       fl*-'*  —-  a'-» 


I  —  n 

— « 


Si  le  nombre  n  est  de  la  forme  — — ,  u  et  v  étant 

av-r- 1     ^ 
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entiers,  et  qu'on  le  suppose  plus  grand  que  i,  on  aura 

—  a  ^  ' 


l'If  —  _L.  /_L-  _    '  V 

la  somme  de  ces  deux  intégrales,  savoir 

croît  au  delà  de  toute  limite  quand  les  infiniment  petits 
positifs  e,  Y,  tendent  vers  zéro  ;  donc  alors  l'intégrale  pro- 
posée  est  infinie. 

Considérons  encore  le  cas  de  /i  =  i  ;  l'intégrale  pro- 
posée est 

Or  on  a,  en  faisant  x  =  —  i,  dx  = — dt^ 


d'ailleurs 


donc 

-♦-a 


La  limite  du  rapport  des  infiniment  petits  e,  m  est  indé- 
terminée  ;  donc  l'intégrale  I       —  est  elle-même  indé- 


terminée. 
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471.  Revenons  à  Texpression  générale 

(i)  r*     f{x)dx^C     /(x)^: 

si  Ton  suppose  y}  =  e,  elle  se  réduit  à 

(2)       r  *  f[x)dx^f  f[x)dx. 

La  limite  vers  laquelle  elle  tend  quand  on  fait  tendre  e 
vers  zéro  a  été  nommée  par  Cauchy  valeur  principale 

de  l'intégrale  définie  1    f[x)dx.  Ainsi  la  valeur  prin- 

f  "*  dx 
cipale  de  l'intégrale  1       —  que  nous  venons  de  consi- 
dérer est  loff-» 

^  a 

Si  l'intégrale    1   f[x)dxdi  une  valeur  finie  et  déter- 

minée,  il  est  évident  que  cette  valeur  sera  la  limite  vers 
laquelle  tendra  la  somme 

(3)  f^'/{x)dx^f      f[x]dx, 

quand  e  tendra  vers  zéro,  quels  que  soient  les  membres 
positifs  jx  et  V  ;  donc  alors  la  diûiérence  des  sommes  (  2  ) 
et  (3),  savoir 

f{x)dx-^\         f{x)dx 

-,  -1  «^X,+» 

doit  tendre  vers  zéro  avec  e,  quels  que  soient  fx  et  v.  Si 
donc  on  peut  constater  qu'il  n'en  est  pas  ainsi,  on  con- 
clura que  l'intégrale  proposée  n'a  pas  une  valeur  finie 
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el  déterminée.  Les  intégrales 

OÙ  e  désigne  un  infiniment  petit,  ont  été  nommées  par 
Cauchy  des  intégrales  définies  singulières.  On  peut  re- 
trouver, par  la  considération  de  ces  intégrales ,  le  résul- 
tat établi  au  n*^  466. 

En  général,  si  la  fonction  J*{x)  devient  infinie  pour 
les  valeurs  Xf,  Xa,  . ,  ,y  Xi  comprises  entre  Xo  et  X,  on 

devra  regarder  i     f[x)dx  comme  la  limite  vers  la- 

quelle  tend  la  somme 

-\-  j  f(x)da:-h  j        /(:c)dx, 

quand  les  quantités  eetn  tendent  vers  zéro.  Ce  cas  se 
ramène,  au  reste,  au  précédent,  en  décomposant  Tin- 
tervalle  de  Xo  à  X  en  plusieurs  autres. 

Démonstration  nouvelle  de  la  formule  de  Tajlor. 

A12.  La  considération  des  intégrales  définies  fournit 
une  démonstration  très- simple  et  très-élégante  de  la 
formule  de  Taylor. 

Soient  X  et  h  deux  quantités  données,  t  une  variable 
el/{x'hh  —  t)  une  fonction  que  nous  supposerons 
continue,  ainsi  que  ses  n  premières  dérivées  pour  les 
valeurs  de  t  comprises  entre  o  et  h.  L'intégration  par 
parties  donnera,  en  représentant  porf^x  +  h  —  t), 
fi^x  -h  h  —  t)y  ...  les  dérivées  successives  de  la  fonc- 
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tîon /"(a: -4- A  —  t)   prises   relativement  à  la    variable 
x-rh  —  tf 

3                                                      - /_  2 


Ajoutons  toutes  ces  inégalités,  faisons  ensuite  t=zh,  et 
remarquons  que  l'on  a 

il  viendra 

/(x  +  A)  =/(x)  +  !L/'(x)  +  -^/'(x)  + . . . 
(l)   (  '  _ 

en  posant 

La  formule  (i)  conduit  à  celle  de  Taylor  quand  les  con- 
ditions relatives  à  la  continuité  sont  remplies  et  que  le 
Ksle  R„  tend  vers  zéro  à  mesure  que  n  augmente.  La 

S.  —  Cale,  int.  7 
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formule  (2)  donne  une  expression  de  R^  qui  est  souvent 
utile,  et  Ton  peut  en  déduire  celle  que  nous  avons  éta- 
blie au  n**  106.  Effectivement,  on  tire  de  la  formule  (2) 
(n«  463) 


f^h 


R«  =  U/    —5 -. .dt=' . U, 

J     2.0. ..(/î  —  i)  1.2.3. ../x 

u  étant  une  quantité  comprise  entre  la  plus  grande  et 
la  plus  petite  des  valeurs  que  prend /""(x-f- A  —  t] 
quand  t  varie  de  o  à  /i.  La  dérivée  dont  il  s'agit  étani 
continue,  elle  prendra  la  valeur  U  pour  une  valeui 
(i  —  9) A  de  ty  comprise  entre  o  et  A;  on  a  donc 

'^r  =  —^ — /»(/! -:-(///). 
1.2.  .  ./i      ^  ' 


De  V intégration  par  séries. 

473.  Théorème  I.  —  Soit  uq  -',-  U|  -!-  u^  -:-...  une  sé- 
rie dont  les  termes  sont  des  /onctions  continues  d'une 
variable X.  Supposons  la  série  convergente  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  Xq  ef  X ,  appelom 
f{x)  la  somme  de  la  série  et  r„  la  valeur  du  reste  eh 
s' arrêtant  au  n}^^^  terme;  supposons  en  outre  que  Vol 
puisse  trouver  un  nombre  tel,  que  pour  toute  valeur  dt 
n  supérieure  à  ce  nombre  le  reste  r„  soit  moindrt 
qu'un  nombre  quelconque  e  donné  à  l'avance ,  la  sérii 

f     u^tîx '\-  j     u^dx -\-  1     u^dx -X- 

sera  aussi  convergente  pour  les  valeurs  de  x  comprise, 
entre  Xo  e£  X;  en  outre  ^  elle  aura  pour  somme  l'inté- 


•  •  • 


grale  j    f(x) 


dx. 
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En  efiety  x  étant  comprise  entre  Xo  et  X,  posons 

(i)  f[x]  =  «^  4-  II,  -H  a,  -f  . . .  -f-  Un-i  -h  r„ ; 

on  aura 

(a)    I  f[x)dx=z  j     «0^-*-  /     tfi^J?-î-...-f-  1     tf„_,<£rH-  /    tndx; 

or  on  a  (n*  463) 

prêtant  une  quantité  comprise  entre  la  plus  petite  et 
la  plus  grande  des  valeurs  que  prend  r„  quand  x  varie 
dexo  à  X;  d'ailleurs  r^  s'annule  par  hypothèse  pour 
R  =  00  :  donc  la  même  chose  a  lieu  à  l'égard  de  p^,  et 
Ton  a  conséquemment 

iîm  I     rndx  =  o  pour  n  =  co  ; 

donc 

/•x  r*  r'  c* 

(3)    /  /(x)££r=  I     «0^-1-  1     Uidx-h  I     w,^H-...,. 

•^xa  •/».  «^x,  •/x, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

474.  Théorème  IL  —  Soit  li©  -h  ^«  4-  "a -f-*  •  •  "''^ 
me  dont  les  termes  sont  des  Jonctions  d'une  variable 
X,  continues  de  x  =  Xo  à  x=lLy  et  qui  converge  vers 
une  limite  déterminée  f(x).  Si  la  série 

duQ        duy        (Ju.^ 

~\-  — ^  •\- -\~  •  •  • 

dx         dx         dx 

rempUt  les  conditions  du  théorème  1,  elle  a  pour  somme 

7« 
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En  effet,  la  série  ^  +  ;7^  "^  •  •  •  étant  supposée  con- 
vergente, désignons  par  F(x)  la  somme  vers  laquelle 
elle  converge  ;  on  aura 

^,    .        r/tto        du^        dUf 
^    '         e/x         dx         dx 

d'où,  par  le  théorème  précédent, 


•^  X.  *^  Xm,  •/  X» 


au..  r  au» 

dx  ~\-  •  •  •  > 

{IX 

X,  VXo 


ou ,  en  désignant  par  u}^^  la  valeur  de  Un,  pour  a:  ^^  Xo , 

r¥{x)dx  -  (i/o  -  ul)  -4-  (i/i—  <^)  -I-. .  . . 

Or  la  série  «o  H-  W|  4-  M2-f-«  •  •  converge  vers  la  limite 
/"(x);  on  a  donc 


£ 


F(x)<ir  =y(a:)  4- const., 


et,  en  diff(érentiant, 

F(^)=/'(x), 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

475.  Le  théorème  I  donne  le  moyen  d'exprimer  par 
des  séries  les  intégrales  des  diff(érentielles. 

Supposons  d'abord  que  la  fonctiony(x)  soit  dévelop- 
pable  en  série  convergente,  par  la  formule  de  Maclaurin, 
pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  X;  on  aura 

/(x) -=/(o; -f- f/'(o) -f  ^/'(o) +. . .. 

1  I  •  Ji 
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Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  cette  formule 
par  dx  et  qu'on  l'intègre  ensuite  entre  les  limites  o  et  a:, 
on  aura,  par  le  précédent  théorème, 


'0 


/»/.=  -/(o)  +  — /'(o)  +  --^/"[o]  + 


ce  qui  n^est  autre  chose  que  la  formule  de  Maclaurin 

elle-même  appliquée  à  la  fonction  I   f[x)dx. 

Généralement,  si  une  fonction /"(x)  n'est  définie  que 
par  son  développement  en  série,  de  manière  que  Ton  ait 

f[x)  =  aQ-{-ayX  -t-rt,jr*-|-.  .., 

non-seulement  on  aura  (n®  473) 


r 


2  O 


mais,  en  outre,  /    /{x)dx  sera^  en  même  temps  que 

f{x)y  fonction  continue  de  x.  Cela  résulte  de  la  propo- 
sition suivante  : 

Si  une  série,  ordonnée  par  rapport  aux  puissances 
entières  et  ascendantes  d'une  variable  réelle  ou  ima- 
ginaire Zy  est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  z 
dont  le  module  nest  pas  supérieur  à  R,  elle  a  pour 
somme  une  fonction  de  z  qui  est  continue  pour  les 
niêmes  valeurs  de  z. 

En  effet,  désignons  pary(z)  la  somme  de  la  série  con- 
vergente 

P^Ç/i(^)  la  somme  des  n  premiers  termes  et  par  ^/i(2) 


lOa  CALCUL    IBfTÉGBAL. 

le  reste.  On  peut  assigner  une  valeur  de  n  telle,  que  pour 
cette  valeur  et  pour  les  valeurs  plus  grandes  le  module 
de  ^n  {z  )  reste  inférieur  à  une  quantité  donnée  h.  Il  suffit 
pour  cela  de  prendre  n  tel  que 

cLn  étant  le  module  de  an  et  R^  une  valeur  quelconque 
inférieure  à  R;  cette  condition  peut  être  remplie,  car  la 
série  proposée  étant  convergente  quand  mod.z=R, 
les  modules  de  ses  termes  forment  une  série  convergente 
quand  on  a  mod.  :?  <^  R. 

Pour  tout  module  p<^R',  on  aura,  à  plus  forte  raison, 

et,  comme  le  module  de  ^n{^)  est  plus  petit  que  cette 
somme,  il  sera  moindre  que  h. 

Cela  posé,  soient  zeiz-^h  deux  valeurs  de  la  variable 
ayant  des  modules  compris  entre  zéro  et  R'.  On  a 

/(3-J-À)-/(3)^[y„(s^-//)-^„(z)]-h[rP„(z-l-^)-;^„W]; 

le  polynôme  ^n  (^)  étant  une  fonction  continue  de  z,  on 
peut  supposer  le  module  de  h  assez  petit  pour  que  le 
module  de  ^«(z  -}- A)  —  ^n{^)  soit  inférieur  à  h.  D'ail- 
leurs les  modules  de  ^^(^  -i-"^)>  ^n(^)  sont  eux-mêmes 
inférieurs  à  h  ;  par  conséquent,  le  module  de 

sera  inférieur  à  3Ar;  ce  module  est  donc  infiniment  petit 
en  même  temps  que  le  module  de  A  ;  en  d'autres  termes, 
la  fonctiony(z)  est  continue. 

Ce  théorème,  dont  nous  empruntons  la  démonstration 
à  MM.  Briot  et  Bouquet,  nous  servira  plus  loin  pour 
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établir,  d'après  ces  géomètres,  une  importante  pro- 
priété. 

476.  ËXEMPI.ES.  —  i**  On  a,  par  la  division, 

=  1  —  ar*-hx*--x^-f-.... 


x' 


et  la  série  du  second  membre  est  convergente  pour  les 
valeurs  de  x  comprises  entre  —  i  et  + 1  ;  en  multipliant 
par  ix  et  intégrant  à  partir  de  x  =  o,  on  aura 

arc  Xsmgx  ==  x  —  ,  4-  -? -h . . . 

°  357 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  —  i  et  -4- 1. 
Cette  formule  subsiste  même  pour  j:  =  =h  i  {pP  121), 
car  la  série  du  second  membre  reste  convergente  ;  on  a 


ainsi 


TT  I  I  I 

4  357 


a°  On  a  par  la  formule  du  binôme,  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  comprises  entre  —  i  et  -{- 1, 


1    „       i«3    .       I .3.5 


I  H jr-\ 7  X*  H j~i  x'  -+-.,.  ; 


fi  —  jc^  2         2.4         ^  4-^ 

n^ultipliant  par  dx  et  intégrant  ensuite  à  partir  de 
J^=o,  il  vient 

\  a^        1 . 3  j:*         1 . 3 . 5  x' 

arc  sinx  =zx  -\ —  —  H 7  -^  H 7—^ h . . . , 

23        '2.40        2.4*07 

formule  qui  subsiste  pour  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  —  i  et  +  i ,  et  même  pour  x  =±i.  En  y  faisant 
^  =  1,  on  a 

ir  II        i.3i        i.3.5i 

a  a  3       2.4  5       2. 40  7 


Io4  CALCUL    INTÉGRAL. 

477.  Il  arrive  souvent  qu'une  fonctiony(j:)  est  déve- 
loppable  de  plusieurs  manières  en  série  convergente; 
on  doit  alors  choisir  le  développement  le  mieux  appro- 
prié à  la  question  que  Ton  traite.  Considérons,  par 
exemple,  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce 


r 


r 


^  I  —  X-  V  I  —  /• 


^X* 


OÙ  les  radicaux  sont  pris  positivement,  et  où  A:  désigne 
un  nombre  inférieur  à  l'unité.  On  a,  par  la  formule  du 
binôme, 

»  I   ,.   •       ï  -3  ,.    .       1.35  _   ^ 


^l  —  k*x*  2  2.4  '    2.4.6 

multipliant  par et  intégrant  ensuite  à  partir  de 

^i  — x^ 

x=  o,  il  viendra 

1.3,.    /*      X*  ^Ar 

On  a  de  même,  pour  l'intégrale  elliptique  de  deuxième 
espèce. 


a^dx 


Jo   y/'T^^^yJi  —  k^x^'' Jo    v'T~^*^^     -.    VI— ** 

I    3  ,,     /•'    .T^dr 

H /  A-*     /       ---r^-rr^   -I-.... 

2-4    Jo  v^i  — X* 

Chacune  des  intégrales  qui  figurent  dans  les  formules 
précédentes  peut  être  déterminée  par  la  méthode  du 
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n*  445.  Les  séries  contenues  dans  ces  formules  sont  très- 
convergentes  quand  k  est  une  petite  fraction;  mais, 
lorsque  h  diflière  peu  de  l'unité,  il  est  nécessaire  d'em- 
ployer d'autres  développements. 

Différentiation  des  intégrales. 
478.  Une  intégrale  définie 

dans  laquelle  les  limites  Xq  et  X  sont  regardées  comme 
variables,  est  une  fonction  de  ces  limites.  Il  est  évident 
qu'on  peut  écrire 

U=  I    /(  X  )  r/X,      ou      I£  -:  —    /      /(.ro)  djr^^ 

car  la  notation  par  laquelle  on  désigne  la  variable  sous 
le  signe  /  est  indifférente.  On  voit  alors  que  les  diffé- 
rentielles partielles  de  u  relatives  à  X  et  Xo  sont  respec- 
tivement 

/(X)^X.     -/{^o)^o- 

Si  donc  on  considère  u  comme  fonction  des  seules 
variables  X  et  x©,  on  aura 

Cl  celte  formule  s'applique  au  cas  où  X  et  Xq  sont  deux 
variables  indépendantes  et  à  celui  où  X  et  Xq  sont  des 
fonctions  d'une  ou  de  plusieurs  autres  variables. 

Si  la  fonctiony(j:)  renferme  des  quantités  «,  6,  •  • ., 
^gardées  comme  variables,  il  faudra  ajouter  au  second 
membre  de  la  formule  (i)  les  différentielles  partielles 
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relatives  à  ces  variables,  et  Ton  aura 

il  nous  reste  à  indiquer  la  manière  d'obtenir  chacune  des 
dérivées  partielles  —9  ^^  9  •  •  •  >  qui  doivent  être  prises 
comme  si  Xq  et  X  étaient  indépendantes  des  variables 

0Cy       by        •    •     •    • 

Différentiation  sous  le  signe  /, 
479.  Considérons  l'intégrale 


1/  =  /     /(jr)r/.r, 


et  supposons  que  la  fonction y(x)  renferme  une  quan- 
tité a  regardée  comme  variable.  Nous  nous  proposons 

de  chercher  la  dérivée  ^1  et,  d'après  ce  qui  précède, 

on  doit  supposer  les  limites  Xq  et  X  indépendantes  de  a. 
Pour  mettre  en  évidence  la  variable  a,  représentons 

parF(a),  F'(a)  la  fonction /(x)  et  sa  dérivée  -4    -• 

Donnons  à  a  Taccroissemcnt  Aot  et  désignons  par  Au 
l'accroissement  correspondant  de  u  ;  on  aura 

Au=  r  YioL-hào^'jdx—  j     ¥{<i)dx 

=    r    [F(a-f-Aa)  — F-ajJr/jr. 

Or,  si  lafonctiony(x)  ou  F(«)  reste  continue  entre  les 
limites  de  l'intégration,  on  a  (n'^li) 

F(a  -H  Aa)  —  F(a]  =  AaF(a  -f-  ô Aa), 
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S  étant  une  quantité  comprise  entre  o  et  i;  on  a,  par 
conséquent,  dans  cette  hypothèse, 

Au      r^ 

et,  en  passant  à  la  limite,  il  vient,  pour  Aa  =  o^ 


'£-fy^'^' 


ou 


^--r'^/w^. 


de  l'intégration,  on  obtiendra  la  différentielle  ^  ^Ja  en 


Si  donc  la  fonction  y  (j:)  reste  finie  entre  les  limites 

doL 
exécutant  la  dlfférentiation  relative  à  a  sous  le  signe  1  • 

Mais  il  faut  bien  remarquer  que  cette  règle  peut  être  en 
défaut  si,  contrairement  à  notre  hypothèse,  la  fonction 
f{x)  devient  infinie  entre  les  limites  x©  et  X. 

480.  Il  peut  arriver  que  l'on  ait  besoin  de  différentier 
iine  intégrale  indéfinie  par  rapport  à  une  variable  diffé- 
rente de  celle  à  laquelle  se  rapporte  l'intégration;  ce  cas 
se  ramène  immédiatement  au  précédent.  Soit,  en  effet, 

l'intégrale  indéfinie  l  f{x)dx;  on  peut  écrire 


Jf{x)dx  =  j'f[x)d. 


soit  a  l'une  des  variables  dont  dépendy(x),  on  aura 
djf[x)dx_  r'  df{.-r)  de 


=  /M: 


. I        eJjL'  -I , 

Oa.  J  O'x  Ou. 


Io8  CALCUL    INTÉGRAL. 

mais,  C  étant  une  constante  arbitraire  relativement  à  x. 

dC 
il  en  est  de  même  de  -7-  ;  on  a  donc 

dot 

df/{.r)dx  _  rd/{.v] 


s  le  signe  j  • 


Intégration  sous 


481  •  Considérons  l'intégrale  définie 


V 

u=:   j     f[Xy  a)  dxy 


o\xf[x,  a)  désigne  une  fonction  des  variables  x  et  a,  et 
dans  laquelle  les  limites  Xq,  X  sont  indépendantes  de  «. 
La  quantité  u  dépend  de  Xq,  de  X  et  de  a;  mais  nous 
la  regarderons  spécialement  comme  fonction  de  a.  Po- 
sons d'abord 


/    /(x,  «)./«  =  F(x,  a), 

la  limite  inférieure  a©  étant  une  quantité  déterminée 
quelconque,  puis 

p=  j     F{x,  k)(Ix. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  au  numéro  précédent,  si  la 
fonction  F(j:,  a)  reste  continue  entre  les  limites  de 
l'intégration,  on  aura 


ou 


du 

()Ff.r,al 
u  z 

clx  ~- 
do 

a  )  dx 
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et,  puisque  i^  s'annule  pour  a  =  «o?  011  QuvdL 


c'esl-à-dîrc 


f\. 


Celte  formule  exprime  la  propcsition  suivante  : 
Pour  intégrer  entre  les  limites  «0,  «  le  produit  de  l'in- 
tégrale l   f{x,  a)dx  par  da,  il  suffit  de  multiplier 

sous  le  signe  1  par  da  et  d'intégrer  ensuite  le  produit 
entre  les  limites  ao,  oc. 

Mais,  nous  devons  le  répéter,  cela  suppose  que  la 
(onction  /  /{x,  oc)  da  reste  continue  entre  les  limites 

X|,  X  de  X. 

On  peut  encore  exprimer  la  même  proposition  en 
disant  que 

Si  Von  propose  d'intégrer  la  différentielle 

f\X^  a)  dxda. 

entre  les  limites  respectiv^es  Xo,  X  e£  ao,  a,  on  peut  cffec-- 
tueries  intégrations  dans  un  ordre  quelconque,  pourvu 
(fue  les  limites  de  chaque  variable  a  et  x  soient  indé- 
pendantes de  l'autre  variable. 

On  verra  plus  loin  l'interprétation  géométrique  du 
Insultât  que  nous  venons  d'obtenir. 
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De  l'intégration    des   différentielles    qui    dépendent 
de  plusieurs  ^variables  indépendantes • 

482.  L^inlégration  des  difTérentielles  qui  dépendeat 
de  plusieurs  variables  se  ramène  facilement,  comme  on 
va  le  voir,  à  l'intégration  des  difTérentielles  d'une  seule 
variable,  en  faisant  usage  du  théorème  du  n°  479. 

Toute  fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes 
Xy  yj  Zj  , , .  y  u,  if  ^  une  différentielle  de  la  forme 

(i)  y^dx  H-  Ydy  -t-  Zr/z-i- .  . .  -h  \}du  -f-  Vdv, 

X,  Y,  . . . ,  U,  V  étant  des  fonctions  des  variables  x,  /, 
z,  ,  . ,,  Uy  V,  Mais  la  réciproque  n'a  pas  lieu,  et,  pour 
que  l'expression  précédente  soit  la  différentielle  d'une 
fonction  des  variables  x,  y,  z,  . . . ,  a,  (^,  ou,  comme  on 
dit  aussi,  soit  une  différentielle  exacte,  il  est  nécessaire 
que  certaines  conditions  soient  remplies.  En  efiet,  si 
l'expression  (i)  est  la  différentielle  d'une  fonction  il, 
on  aura 

à^      ^      dci  da  dci  da      ^ 

ax  Ôjr  Ôz  ou  Ov 

considérons  deux  quelconques  de  ces  équations,  par 
exemple 

en  différentiant  la  première  par  rapport  ky  et  la  seconde 
par  rapport  à  x,  on  aura 

d*Q  _  ax        a*n   _  dY 
dx  djr       dy       dy  ôx      dx 

et,  par  conséquent, 

dX  _.  âY^ 
dy  '~  âx' 
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On  conclut  de  là  que,  si  Texpression  (i)  est  une  diffé- 
rentielle exacte,  on  a  nécessairement 


(») 


dX      dY 
df       OX 

dX      dZ 
dz       dx 

dX      dV 

df  ~~  dx* 

âY      dZ 
dz       dj 

dY  dV 
dv       dy 

du  dV 
dv       du 

Le  nombre  des  conditions  [i)  est  égal  au  nombre  des 
combinaisons  des  variables  x,  y^  z,  ...  deux  à  deux; 
lorsqu'il  n'y  a  que  deux  variables  indépendantes  x  etj^, 
Texpression  (i)  est 

elles  conditions  (a)  se  réduisent  à  une  seule 

dX_dY 
dy       dx 

483.  Nous  allons  démontrer  que,  réciproquement, 
lorsque  les  conditions  (a)  sont  remplies,  il  existe  une 
fonction  il  des  variables  indépendantes  x,  y,  z,  • .  • , 
tt,  Vj  telle  que 

(3)    d£l=X€lx-'r-Ydy-{-Zdz-^...-hlJdu'^ydv. 

L'expression  générale  de  toutes  les  fonctions  Q  qui 
admettent  X  pour  dérivée  partielle  par  «rapport  à  x  est 

ûi  désignant  une  fonction  quelconque  des  variables  ^, 
^}  •  • .  ;  u,  (^,  mais  ne  renfermant  pas  x. 
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V    II  faut  déterminer  ûf  de  façon  que 

da  _         dCi__  ^"  _  TT      ^^  _  V 

Or  on  a,  d'après  le  théorème  du  n°  479, 

àx       J,,   àx        "■    ôx  ' 

et,  en  substituant  à  3—  la  fonction  identique  —- » 

dx  ,  ^      dx 

otr     X,  ^^  (ilr  '^  dx' 

Y|  désignant  la  fonction  Y  dans  laquelle  on  a  remplacé  x 
par  Xo.  Ainsi,  pour  que  -r-  se  réduise  à  Y,  il  faut  et  il 

suffit  que  l'on  ait  -r-^  =  Y^ .  La  fonction  Î2,  définie  par 

la  formule  (4)>  vérifiera,  dans  Téquation  (3),  si  la  fonc- 
tion û|,  qui  ne  dépend  que  des  variables^,  z,  ...,  w,  i/, 
vérifie  elle-même  Téquation 

(5)  d£i^  -  Yxdx  -f-  Z^dz  -h  ...-:-  U, rfa  -:-  \\dv, 

Yi,  Zo  •  •  •  >  Uo  V|  désignant  les  valeurs  que  prennent 
Y,  Z,  . . . ,  U,  V  pour  x=Xq. 

Opérant  sur  la  formule  (  5  )  comme  nous  avons  fait  à 
l'égard  de  la  formule  (i),  on  trouve 

avec 

dïlj  =r:  Z,</3  -i- . . .  -4-  V^du  -f-  Vj  dvj 

Tj2j  . . . ,  Ua,  V2  étant  les  valeurs  que  prennent  Z»  .  . ., 
U,  V  quand  on  fait  x  =  x©,  j  =jo' 

Il  est  évident  qu'en  continuant  ainsi  on  obtiendra 
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Teipression  suivante  de  la  fonction  demandée  12  : 

Xr/x-f-/    Yj^j-f-i    Z,é/j-f-... 
jg)      /         -^.  -r.  -^z. 

-t-  /    U„-,rf«+  /    V„_,./p-hC, 


"•  "^  t'o 


CD  désignant  par  n  le  nombre  des  variables  et  en  conve- 
nant que  chaque  indice  i  dont  les  lettres  Y,  Z,  ...,  U,  V 
sont  affectées  indique  qu'il  faut  remplacer  les  i  pre- 
mières des  variables  Xy  j,  z,  . . . ,  u,  v^  par  les  valeurs 
correspondantes  x^yy^^y  Zq,  . . .,  Uq.  La  lettre  C repré- 
sente une  quantité  quelconque  indépendante  des  va- 
riables x,  j^,  z,  ...,  Uj  V, 

Considérons,  par  exemple,  le  cas  de  deux  variables 
xet  j,  et  soit 

(6)  ff[x,x)dx-^^[x,x)dx 

la  différentielle  donnée.  L'intégrale,  prise  de  manière 
qu'elle  s'annule  pour  x  =  Xo,  j^=j^o>  aura  pour  valeur 


(;) 


484.  La  recherche  de  l'intégrale  d'une  différentielle 
qui  renferme  n  variables  indépendantes  se  ramène  , 
comme  on  voit,  à  un  nombre  n  d'intégrations  qui  se  rap- 
portent respectivement  aux  n  variables  ;  il  est  évident 
que  ces  intégrations  peuvent  être  effectuées  dans  un 
ordre  quelconque,  et  cette  remarque  n'est  pas  sans  im- 
portance. Ainsi,  l'intégrale  de  la  différentielle  (6)  est  re- 
présentée par  l'expression  (y),  mais  elle  peut  l'être  aussi 
par  l'expression 

S.  —  Cale,  iiu^  8 
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qui  s'annule  comme  la  première  pour  j:  =  j:o,  J^^^y^* 
En  égalant  ces  deux  expressions  entre  elles,  on  a 

•^'0  *^xo  *^y»  ^y. 

OU 

{9)/  [?(-^»r)  — 7(^1^0)]^=  /  [^l-^^r)  — >K*o,r)]*^» 

formule  qui  a  lieu  pour  deux  fonctions  ^[pc^ y\  ^'l*^»^) 
assujetties  à  la  seule  condition 


Intégration  des  différentielles  dans  le  cas  des 
variables  imaginaires. 

485.  Pour  compléter  la  théorie  de  Tintégration  des 
différentielles,  il  nous  reste  à  examiner  le  cas  des  varia- 
bles imaginaires.  Soient  z  ^.x-^j \l — i  une  variable 
imaginaire  et 


une  fonction  donnée  de  cette  variable,  ^{xy  y)  et  <p(x,  j-) 
désignant  des  fonctions  réelles  des  variables  réelles  x,  j^. 
Si  lafonctiojiy(2)  a  une  dérivée  déterminée,  on  a  (n"377) 

ôx  ôy  dy  ôx 

ce  qui  montre  que  les  expressions 

ff[x,y)djL  —  •^[x,y)dy     et     '^[x,y)dx  -f-  ^^[0:,  y)dy 
sont  des  différentielles  exactes.  Si  Ton  fait  la  somme  de 
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ces  expressions,  après  avoir  multiplié  la  seconde  par 
Y"— I,  on  trouve  pour  résultat 

d'où  il  suit  que/[z)dz  est  la  différentielle  d'une  fonc- 
tion des  variables  x  et  j^.  On  a  donc  celte  proposition  : 

Théorème.  —  La  dijfferentielle  f[z)dz  admet  une 
intégrale  lorsque  z  est  imaginaire  comme  lorsque  z  est 

réel. 

Les  conditions  pour  que  l'expression 

soit  une  différentielle  exacte,  dans  le  cas  où  x^  yj  z,  ... 
désignent  des  variables  imaginaires,  sont  évidemment  les 
mêmes  que  dans  le  cas  des  variables  réelles ,  et  la  règle 
que  nous  avons  exposée  au  n°  483  est  applicable  à  tous 

les  cas. 

486.  Exemple  I.  —  Supposons   que  l'on  demande 
l'intégrale  de  la  différentielle 


da=z 


X  JT* 


7 r;  dx dy. 

On  a  ici 

'~~ y\^—ïY  ""    y     K^  —  y)^     ^— r' 

/    X^==log(x  — jr)-^  -X_^— log(.ro-^)^-  -X,-, 

f  T,rfr  =  -log/  -4-      ^\    -4-log(^o  -y) 

-^  log/o  -  /         '\   ^,  -  log  (-^0  ~7o). 

8. 
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d'où 

r        ^— r  ^0        ^0  —  ^0 

ou,  simplement; 

a=\og^Llll •— -i-C, 

C  désignant  une  constante  quelconque. 

487.    Exemple  II.  —  Supposons,    en  second  Heu, 
que  Ton  demande  l'intégrale  de  la  différentielle 

^a  =  [x  -i-  z)  f!x  -h  [z  -{-■  x)  djr  -^  [.T  -\-  jr)  dz. 

On  a  ici 

I     ^  dx  -^  [X  -\-  z)x  —  [X  -^  z)x^. 

d'où 

OU,  plus  simplement, 

n  =  jz  -f-  «x  -f-  jy^  H-  C, 

C  désignant  une  constante  arbitraire. 
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Détermination  des  valeurs  de  quelques  intégrales 

définies, 

488.  Il  existe  un  ^and  nombre  d'intégrales  définies 
qiiise  rencontrent  fréquemment  dans  les  applications  de 
l'Analyse,  et  dont  les  valeurs  peuvent  être  déterminées 
sans  recourir  à  l'emploi  des  séries.  Nous  allons  faire 
connaître  ici  les  divers  procédés  que  l'on  peut  employer 
dans  les  recherches  de  cette  nature. 

Remarquons  d'abord  que  l'intégrale  définie 

.X 

s'obtiendra  immédiatement  toutes  les  fois  que  l'on  saura 
exprimer  l'intégrale  indéfinie  de  la  difi(érentielley(x)t/a:, 
parle  moyen  des  fonctions  connues,  puisque,  en  dési- 
gnant par  F(x)  4-  const.  cette  intégrale,  on  a 

f  /(x)^  =  F(X)-F(xo). 


X 


•  't 


Il  convient  de  présenter  quelques   exemples   de  ce 
premier  procédé, 
i*»  On  a 

I  x"'dz  =  — \-  const.,  1  e^'dx  =^ h  const. , 

f                m  -f-i  J                            a 

C    dx           i                X  C      dx                    .    X 

'  —^ i  =  -  •'»»'c  tang  -  4-  const.,  /    ,.              =  arc  sm  -  4-  const., 

x^-rû'       a              ^a  Jy/a^  —  x*                    « 

et  l'on  en  conclut,  en  supposant  a'^o, 


a 
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2^  On  a  (n«  450) 

a  cos  h.r  —  b  sin  bx 


e-^^  cos  bxdx=z^  e-^^ 


er^^  ÛVibxdx  = —  e~°^^ 


a  sin  bx  -^  b  cos  bx 


a^-i-b* 
et  Ton  en  conclut,  en  supposant  a  ]^o, 


ronst., 


const., 


(«) 


(3) 


a— ajr 


cos  bx  dx  =■ 


a 


a' 


g-ax  gj^  Ijj.  dj.  --. 


b^ 


3**  Nous  avons  fait  connaître  au  n*»  456  la  valeur  de, 
l'intégrale   i  sm'"j:rfx  pour  le  cas  où  m  est  un  entier 
positif,  pair  ou  impair.  Si  Ton  prend  cette  intégrale 
entre  les  limites  o  et  ->  on  aura  les  formules  suivantes  ; 

2 


(4) 


(5) 


/»  .  _       ,         1 .3.5.  .  Ain  —  il  TT 
sin*'*  jrax  = ,  ^  -: 
2.4*o...2/i        2 

Jr*  •  ««^1  j       2.4.6. . .  2/2 
I     sm*'*-^>  xdx  =  ^  ^    ^ -, r« 
^                             3. 5. 7. ..(2/1-1-1) 


Il  faut  remarquer  que  ces  intégrales  se  changent  en 

I    cos"*Xé/x,       I    cos^'^'^^xdx, 

respectivement,  quand  on  change  a;  en x,  et  qu'elles 

deviennent 

r'   x^'^dx  r"  x^'^^^dx 

J^      sjl  —  x^        Jo     ^i  —  X*' 

dx 

quand  on  change  sino:  en  a:,  dx  en  --: .> 

^i  —  J^ 
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4*  Nous  avons  trouvé  (n°  434) 

lin'"  xcos^xr/x  = 1 I  srn'"  x  cos'*~'.r  or. 

m-h  n  m-{-n  J 

Supposons  m  ei  n  entiers  positifs  et  /i  >•  i  ;  en  prenant 


les  intégrales  entre  les  limites  zéro  et  -9  on  aura 

Jr^  .                                  n  —  iT^ 
'    sin'^.r  co8'*x<f.r  = /     sin'"j:cos'*~*j:^j:. 

Remplaçons  successivement  n  par  an  et  par  an-f- 1,  la 
lettre  n  désignant  toujours  un  entier  ;  on  aura,  par  la 
formule  précédente , 

«  « 

mm  ^^ 

r* •  »    •»  .  i.3...(?.7ï — i)       /**.«.  . 

1    sm'"xcos"»xdlr= r ^ '- r   /     sin'^xdx. 

J.  (m-l-  2    m  -+-  4  . .  .  (m  H-  2«     / 


Jo  (/lï-f-3j(/»-f-5j...(/7H-2/H-l)J^ 

l'intégrale  de  la  différentielle  sin'^xcosj:  dx  est 

sin"'"^*x 


/w  -f- 1 

on  a  donc 


H-  const.  ; 


1» 

Jl     sin*"  X  cosx  £ilr  = « 


€'»par*  conséquent,  la  seconde  des  intégrales  précédentes 
^  pour  valeur 


(6)J'si 


SIQ*"  X  COS*'***'*Xc/x  =  •  4  •  •  • 


(/it-+-  i)(/ii4-3)...(aw-i-  2/1+  0 
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Quant  à  l'autre  intégrale,  si  l'on  écrit  2 m  au  lieu  de  m, 
on  aura,  par  la  formule  (4)i 

(7    /     8in''"d:cos»'*XÉLr= ^— ^— ^^^ — '—, ^; -] 

J^  2.4.^..  .(2m  4- 2«)  2' 

il  faut  remarquer  que  l'intégrale  de  la  formule  (6)  devient 


I     sin"'"*"*xcos'"ar^ 


par  le  changement  de  a:  en x. 


489 


I     -9  où  p  est  un  nombre  posî- 

o 

tîf  inférieur  à  i,  a  une  valeur  finie;  cette  intégrale,  étu- 
diée par  Euler,  joue  un  rôle  important  dans  la  théorie 
des  intégrales  définies;  elle  peut  être  obtenue,  comme 
on  va  le  voir,  par  la  simple  considération  des  différen- 
tielles rationnelles. 

Désignons  par  m  et  n  deux  entiers  positifs  tels  que 
m<^n  et  décomposons  en  fractions  simples  la  fraction 
rationnelle 

A  m 


nz* 


1  -f-  z*" 


Si  l'on  pose 

(2/t-l-lW 
?k— 


2/1 


les  racines  de  l'équation  i  -h  -z^"  =  o  seront  représentées 

par  la  formule  e^'^^-S  où  l'on  devra  donner  à  A  les  va- 
leurs o,  I,  2,  ...,(/! — 1),  et  la  somme  T;fc  des  deux  fractions 

simples  qui  répondent  aux  racines  conjuguées  e"*^» *'■"*, 


chàpttuf  II.  îai 

e''**^"'  sera 


[z  —  cosy;t)*-l-sm*y* 

Si  l'on  intègre  la  différentielle  Tkàz  entre  les  limites 
^=— Z  et  -3  =  -h  Z,  il  viendra 

i       TJ  ^  /  XI         (Z—  C0S®;t)'4-8in'©;t 

J-X  2  ^  ^  ^*      ^  (Z  -f-  COS y^)  *  -h  Sm*  y;fc 

.    •    /  \     r  Z  — C0S9*.  ^       Z-}-cos^n 

4-sin(2m-+-i  ©^   arctang — : ^4-arctang  — : —   : 

^  ^^"^L  sin?A  sinç>;t    J' 

faisons  tendre  Z  vers  Tinfini,  le  logarithme  de  la  formule 
précédente  s^annulera  à  la  limite,  et  les  deux  arcs  de 

cercle  se  réduiront  chacun  à  -5  parce  que  ça  est  <;7r. 
On  a  donc 

lim  I        Tjt«^»  =  TT  sin  [am  -4-  i)ç>a^ 
et,  si  Ton  fait 


im  -4-  I 
2/2 


on  aura 

(2«  +  i)^^  =  (2A-+-i)a,      lim  /        TArf3  =  w5În(2A:-!-rja. 

Maintenant  on  a 


«2"" 


donc 

-—  =  TT  fsiiia  H-  sin  3 a  -f- . .  .  -h  sin  (2 «  —  1  )  a], 

,    14-2»'*  •- 
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Si  l'on  multiplie  par  2>.  sina  la  somme  entre  crochets  qui 
est  contenue  dans  cette  formule ,  on  obtient  un  produit 
égal  à 

(i~  cos?.a]  -f-  (cos2a  —  ces 4»)  4-. .  .4-  [cos(in  —  a)«  —  cosa/ial 

c'est-à-dire  égal  à 

I  —  cos2/za=  a, 

à  cause  de  2na  =  [2m ^  i)t:.  Ainsi  l'on  a,  en  remettant 
pour  «  sa  valeur, 

•^--  sm(  rr) 

V   2/1     y 

L'intégrale  dont  nous  venons  de  trouver  la  valeur  est  la 
somme  des  deux  suivantes  : 

J        14-2*'»'        /       I  -f-  z"*  ' 

*/  —  ce  «^  O 

et  celles-ci  sont  égales  entre  elles,  car  leurs  éléments  sont 
égaux  chacun  à  chacun.  On  peut  donc,  dans  notre  for- 
mule, faire  commencer  l'intégration  à  zéro,  pourvu  qu'on 
double  l'intégrale.  Ainsi  l'on  a 


X 


2/ïz*'"cfe 


n 


i  -h  z*'*  .     fi  m 

sin 


-- 


2/1        J 


La  variable  z  restant  maintenant  positive,  faisons  la 
substitution 


-L-i 


z  =  x^",       indz=:x''"       d.r, 

et  posons 

2m  -h  î 
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la  formule  précédente  deviendra 

(8)  f'f^ll^^JL,, 

ce  qui  est  le  résultat  que  nous  voulions  obtenir. 
La  formule  (8)  a  été  établie  dans  l'hypothèse  où  le 

nombre  ;?,  compris  entre  zéro  et  i ,  a  la  forme > 

met  n  étant  entiers.  Mais  les  deux  membres  de  cette 
formule  sont  évidemment  des  fonctions  continues  de  p, 
et  il  s'ensuit  que  celle-ci  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs 
iep  comprises  entre  zéro  et  i ,  car  on  peut  toujours  for- 
mer une  suite  indéfinie  de  fractions  rationnelles  ayant  la 

forme —  et  qui  tendent  vers  une  limite  égale  à  p. 


a/z 


490.  On  peut  suivre  une  marche  analogue  pour  dé- 
terminer l'intégrale 


-  dx. 

X 


où  p  désigne  encore  un  nombre  compris  entre  zéro  et  i. 

1  djT 

Sî  l'on  chauffe  X  en  -  »  dxen ^^  les  limites  de  l'inté- 

^  X  X* 

grale  deviendront  oo  et  i  ;  mais  on  peut  permuter  ces  li- 
mites en  changeant  le  signe  de  l'intégrale,  ce  qui  donnera 


p 
-  dx\ 

X 


donCyCn  ajoutant  cette  formule  à  la  précédente,  on  aura 


ca 


I ~dx-h  I       aj?, 


1  r'^xp- 


'"xP-^  —  x-P  ^ 
dx. 
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Supposons  que  p  soit  un  nombre  rationnel  de  la  forme 


im  -I-  I 


in 
metn  étant  des  entiers.  Si  l'on  emploie  la  substitution 

il  viendra 

la  quantité  qui  multiplie  dz  sous  le  signe  I  est  une  fonc- 
tion rationnelle  dont  les  deux  termes  sont  de  degré  pair, 
car  inp  est,  par  hypothèse,  un  nombre  entier  impair. 
Il  s^ensuit  qu'on  peut  faire  commencer  Tintégrale  à 
—  00  ,  pourvu  qu'on  ne  prenne  que  la  moitié  du  ré- 
sultat; ainsi  Ton  aura 


dz. 


2  I  —  3"* 


Les  valeurs  de  z  qui  rendent  infinie  la  fonction  ration- 
nelle qui  multiplie  dz  sont 


?    "         =cos  —  ±  V  — ï  sm — ' 

/i  11 


le  nombre /:  ayant  les  valeurs  i,  2,  3,  ...,('* — i)-  Si 
Ton  nomme  T^^la  somme  des  deux  fractions  rationnelles 
qui  répondent  aux  racines  conjuguées  représentées  par 
Téquation  précédente,  on  trouvera 

kit 
sm  — 

Tjc  =  sinA/?7r  -, — T-j Y-y 

f  A-  71  \  *  .     ^   Kit 


I                    A-7r\ 
I  z  —  ces I 

\  "   ) 


sm* 


n 
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et  il  en  résulte 


t  il  en  résuite 

sm  — 

7 ^ 

i^  -  cos  -  j 


H-  sm*  — 
u 

—  00        ' 


si  Ton  pose  z  —  cos  —  =  t  sin  —  >  l'intégrale  du  second 

membre  de  cette  formule  deviendra  /        ^  »  et,  par 

suite,  elle  est  égale  à  — l —  ou  à  tt.  On  a  donc 


I      ^   .            .    ,            TreosfaX-  —  iIptt  —  cos(2A-h  iI^tt 
I       T4</z=:7rsm^/?7r= i '■^--, ^ 1^— . 

J_  2  smy77r 

Donnons  maintenant  à  k  les  valeurs  1,2,  . .  . ,  (/i  —  1)  ; 
ajoutons  les  résultats,  et  remarquons  que 

005(2/1  —  1)/?^  =  —  COSpiCf 

parce  que  a/ip  est  un  nombre  entier  impair;  on  aura 

tt  =:7rCOt/?7r, 


ou 


19)  /      dj:z=ZTzcotpirf 

formule  qui  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  de  p  com- 
prises entre  o  et  i . 

Sur  quelques  conséquences  des  formules  précédentes, 

491.  Le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir  conduit 
facilement  à  la  formule  qui  exprime  le  développement 
des  tangentes  en  une  série  de  fractions  simples. 

Effectivement  9  si  Ton  réduit  la  fonction 

I  —  X 
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en  série,  par  la  division  algébrique,  on  aura 


nf=.o 


multipliant  par  dx  et  intégrant  ensuite  de  o  à  i.  Il  vient 
j  I — X  j^  \m'{'p        w -f- 1 — /?/' 


m  =  o 


on  a  donc,  par  la  formule  (9)  du  numéro  précédent, 

I       /    I  I    \      /      I  I      \ 

îrC0tOTr= •    — )  — .... 

P    \i—P    i-hpj    \i  — 2p    i4-2/>y 

et,  en  posant  successivement  pn  =  x  et  = Xy 

=.!_/    i '-]-(-^ '—]-... 

x        \7r  —  X        Tz-\-arj        \2  7r  —  x        27r-h^/  * 


COt:r 


tang--/^; \  +  (3^; J^ \+.... 

X        — I- -^  /        \ ^ \- X 

1  2  /  \  2  2 

p  étant  compris  entre  o  et  i,  notre  analyse  suppose  qtie, 
dans  les  formules  précédentes,  x  soit  compris  entre  o  et  r 

ou  entre et  -;  mais,  comme  les  deux  membres  de 

1       1 

chaque  formule  admettent  évidemment  la  période  ir, 

celles-ci  ont  lieu,  quel  que  soit  x. 

A  cause  de 

.  I  I  I  I        I 

co3écx  =  -: —  =  -  tang  -  ar  h —  cet  -  jt, 
smo:       2       ^  1  2       2 

les  formules  précédentes  donnent 

coséca:  =  -  H-( )  —  ( )  H-..., 

X       \7r  —  X       v-^-xj        \27r — X        2jr-+-wi/  ' 
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et,  en  changeant  x  en x, 

.    _  , ^       ,        I  î      \ 

secx  —  / — \  —  /  — — \  -f- . ,  , , 

07Z  on 

X ; 

9.  2 

Il  faut  remarquer  que  ces  dernières  formules  résultent 
aussi  de  la  formule  (8)  du  n**  489,  -car  celle-ci  peut  être 
facilement  mise  sous  la  forme 


X 


dx-=L  — — 


i  -^  X  smpn 

492.  Formule  de  Wallis.  —  Nous  avons  fait  con- 
Daitre,  au  n^  488,  la  valeur  de  Tintégrale  définie 


«m—  /    si 


sin'^xdx. 


pour  le  cas  où  m  est  un  entier  positif  pair  ou  impair.  Il 
est  évident  que  cette  intégrale  diminue  quand  m  aug- 
mente, car  les  éléments  sin'^xdx  sont  d^autant  plus 
grands  que  m  est  plus  petit  ;  on  a  donc ,  en  désignant 
par  »  un  entier  positif, 

c'est-à^ire  (n<»  488) 

a.4...2/î  i.3.5...(2w  —  i)  TT       2,4. ..(2/1  —  2) 

3-5...(2/ï -f- 1)  2.4.*. 2/1         2       3.5. ..(2/1  —  i)* 

ou 
If      2244^6        ^^  —  ^        ^^  2/ï 

2         133557  2/1 —  I      in  —  l       2/ï  -f-  I 

îT         2      24466  ^^  —  ^  ^'^ 

—  <^  _.  —  ■  —  •—.•—»  —  ■  ••  ■  • —  • 

2133557  2/1 — 1      in  —  I 

Le  rapport  des  seconds  membres  des  inégalités  précé- 
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in 


dentés  est  éffal  à  ?  et  il  a  pour  limite  l'unité  quand 

^         ^/i  H-  I  *^ 

n  tend  vers  l'infini;  donc  on  a 

T       ..11^^66       in  —  1   m  —  1        m        ,  % 

-  =  hm-.-.^.g.^ (pour  n  =  coy 

1  I    i   3  5   5   7        in  —  6   in —  i    m  —  i    ^ 

Cette  formule  remarquable  est  celle  de  Wallis;  nous 
aurons  plus  loin  l'occasion  d'en  faire  usage. 

application  de  la  différentiation  et  de  V intégration, 
sous  le  signe  j ,  à  la  détermination  de  certaines  in- 
tégrales définies. 

493.  Lorsqu'une  intégrale  définie  dont  la  valeur  est 
connue  dépend  d'un  ou  de  plusieurs  paramètres,  on  peut 
en  déduire  de  nouvelles  intégrales  par  le  moyen  de  la 
différentiation  ou  de  l'intégration  relative  aux  para- 
mètres. Nous  allons  présenter  quelques  exemples. 

I**  On  a  (n*'  488),  en  supposant  a  >>o, 


X 


ffx  TT      -4 

•=.  —  et. 


^*H-  a        2 


et,  en  différentiant  n  fois  par  rapport  à  «,  il  vient 


/■ 


1.2.3.  ../l.r/jC  I.3.5...('î/l  l)     TT 

d'où 

1.3.5. ..(an  —  i)       jr 


f"         dx  _  1.3.5. ..[2/?- 


20r        « 


a**  On  a  (n®  488),  en  supposant  a  positif, 


X 


a 

o 
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et,  en  dlfTérentiant  n —  i  fois  par  rapport  à  a,  il  vient 

,  ,  ,         I  .!2.3, .  An  —  i) 

'""'  eix  =:   ^ • 


a" 


Si  Ton  suppose  a  =  i ,  dans  cette  formule,  on  aura 
(3)  /     e-^x'»-'££2ri=i  .2.3...(/i  —  i). 

491.  Reprenons  la  formule 


X 


I 

a 

o 


que  nous  venons  de  considérer  ;  multiplions-la  par  doL 
et  intégrons  ensuite  dea  =  &  à  a=^a\  comme  on  a 


r 


e-^dQL=  5 


ilviendra 

(4)  J     ^ //x  =  log~, 


h 


et,  en  faisant  i  =  i , 

(-^)  / rflr=:loga, 


0? 
o 


Nous  avons  trouvé  [vP  488),  en  supposant  «]>  o, 


/■■ 


e~"'  cos  Ax<£r  =  -V-   -,-;  » 


'  flî  4_  ^i 


Multiplions  ces  deux  formules  par  da  et  intégrons  en- 

S.  —  Cale*  int,  y 
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suite  de  a  r=.f  à  a  =  ^  ;  il  viendra 


""X 


o 

eo 


cos  bxdx  =  -  log  ^ -i  9 

Q—fx  —  cr~^^   .  er  f 

sin  hxdx  =  arc  tang  7-  —  arc  tang  t' 

X  0  o 


(7)  r 

fel  g  étant  des  quantités  positives  quelconques. 

Supposons  que  b  soit  positif  dans  la  formule  (7)  ;  alors, 
si  l'on  faity=o,  g  =  <x> ,  le  second  membre  de  cette 

formule  se  réduira  à  ~  9  et  Ton  aura 

2 

il  est  évident  que,  si  b  est  négatif,  la  valeur  de  l'inté- 
grale  sera 


—  • 
2 


495.  La  formule  précédente  a  une  très-grande  impor- 
tance en  raison  du  parti  que  les  géomètres  ont  su  en 
tirer  dans  des  recherches  difficiles.  Si  l'on  y  remplace  b 
par  a-h  by  puis  par  a —  i,  en  supposant  a  et  i  positifs 
eia'^by  il  viendra 

Jr"  sinla-h  h)x       it  /*"sin(rt — b)x iz 

X  ^        J  (^-^  ^ 

En  ajoutant  ces  deux  formules  et  en  les  retranchant  en- 
suite Tune  de  Tautre,  on  trouve 

Jr^  smaxcosbx  .         tt  C  sïnb.rcosax  , 

Or  ces  deux  intégrales  se  déduisent  Tune  de  l'autre  par 
la  permutation  des  lettres  a  elb;  on  a  donc 

sin  ax  cos  b.v 


^  =  1     ou     =o, 

X 
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selon  que  Ton  ^  a'^boua<^b;  les  quantités  aelb  sont 
d'ailleurs  supposées  positives.  Si  l'on  a  &  =  ay  le  premier 

membre  de  la  formule  (9)  se  réduit  à  -   l     dx, 

•^  o 

c'est4-dire  à  -9  d'après  la  formule  (8). 

Nous  avons  ainsi  un  exemple  d'une  fonction  de  deux 
variables  a  elb,  essentiellement  discontinue,  la  valeur 
de  cette  fonction  étant  toujours  égale  à  i  ou  à  zéro  quand 
a  et  &  sont  positifs  ;  nous  allons  présenter  une  applica- 
tion de  la  formule  (9)  qui  se  rapporte  à  la  détermination 
dW  nouvelle  intégrale  définie. 

496.  Reprenons  la  formule 

b 


I. 


e~**'sinbxdx  = 


a»-+.^*' 


004  b 

en  la  multipliant  par  — v—  db^  elle  devient 


X 


sin  bx  cos  b  db  ,         cos  b  db 

e-*^dx=i  -z 7= 

b  a*  -h  ^' 


intégrons  maintenant  relativement  à  £,  depuis  b  =  o 
jusqu'à  i  =  -H  00  ;  on  pourra,  dans  le  premier  membre, 

exécuter  l'intégration  sous  le  signe  1  »  et,  comme  le  fac- 
teur e""«*rfj:  est  constant  dans  l'intégration  relative  à  b. 
on  aura  pour  résultat 

Cl       T  r'sînbx cos bdb\        _  Ç^cosbdb 

L  intégrale  relative  à  x,  dans  le  premier  membre  de  cette 
formule,  peut  être  décomposée  en  deux  parties  :  l'une  ob- 
tenue en  intégrant  de  a:  =  o  à  j:  =  i ,  l'autre  en  intégrant 


l3a  CALCUL    INTÉGRAL. 

dejr  =  i  àj:  =  oo.  Mais,  quand  x  est  <^  i ,  le  facteur 

sin  hx  cos  h 


X 


db 


est  nul,  d'après  la  formule  (9)  (n**  495),  et  le  même  fac- 
teur  est  toujours  égal  à  -  quand  x  est  >  i .  La  formule 


2 

précédente  se  réduit  donc  à 


et,  à  cause  de  /    ^"^dx  =  -  e"^,  on  a 


/■ 


û*  4-  ^*  2 


La  constante  a  est  essentiellement  positive  ;  si  donc  oa 
fait  b  =  aXf  db  =  adx,  il  viendra 

/**  cosaxdx       17 
10  / --=:-e-«, 

•^  o 

ce  qui  est  la  formule  que  nous  nous  étions  proposé 
d'établir. 


£ 


497.   Nous  considérerons  encore  l'intégrale  définie 

e^^^dx  qui  fait  partie  de  la  classe  de  celles  dont 

nous  développerons  la  théorie  dans  le  Chapitre  suivant, 
et  dont  la  valeur  peut  s'obtenir  facilement  en  appliquant 

convenablement  la  règle  de  l'intégration  sous  le  signe  1  • 


Posons 

1+00 


—   /        e-'*dx, 
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on  aura  évidemment 

A  =  2  /     e-^^dx. 
Si  Ton  fait 

X  =  oLty     dx  =  oidt^ 

ot  étant  une  constante,  il  viendra 


='f 


e-^'^'acli, 


et,  en  multipliant  par  2e'"**rfa, 

2Ae-«Va  =  4   /      [e-^*(^-^'%Ld(i]dt. 

intégrons  maintenant  les  deux  membres  de  cette  formule 
par  rapport  à  a,  depuis  a  =  o  jusqu'à  a  =  oo  ;  on  aura 
dans  le  premier  membre 

2 A  /     er^*doL     ou     A*; 

à  l'égard  du  second  membre,  l'intégration  relative  à  a 
peut  être  exécutée  sous  le  signe  I  j  et,  comme  Tîn- 
^?rale  indéfinie  de  la  différentielle  2  e— **'*'''arfa  est 
'     j" — j- -h  const.,    le  résultat  de  l'intégration  sera 

^  I ;  =  a  -  =  TT.  Ainsi  l'on  a 

•/o     »+-/*  2 

A*  =  :7, 
6^>  par  conséquent, 


i") 


^8.  En  partant  de  cette  dernière  intégrale,  on  peut  en 
obtenir  d'autres  qu'il  convient  de  signaler.  Par  exemple. 
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si  a  désigne  une  quantité  positive,  et  que  l'on  remplace 
arpar  x  yjâ^  dx  par  dx  ^,  il  viendra 


V  '• 


(12)  /         e-«*Vj:=^ 


«'  —  « 


v/« 


En  difTérentiant  cette  dernière  équation  n  fois  de  suite 
par  rapport  à  a,  on  aura 

et,  en  faisant  a  =  i , 

/  «X  /*"*       •  •    .  ,— 1 .3.5. .  .^271  —  i^. 

(l3)  /  e-'^x^dx^y/i: '- 

Si  Ton  désigne  par  a  une  quantité  réelle  positive  ou 
négative,  et  que  l'on  remplace  x  par  x±a  dans  la 
formule  (11),  les  limites  de  Tintégration  resteront  les 
mêmes,  et  Ton  aura 


L 


^^«qitax^— .^^>. 


remplaçant  le  signe  ambigu  du  premier  membre  d'abord 
par  +y  puis  par  — ,  et  faisant  la  demi-somme  des  ré- 
suItatSy  on  aura 


L 


"*■*  c'iax_^^-tax 


e-^    da:  =z  y  tt^*; 


ou,  en  chans^eant  x  en  mx  et  a  en  —  » 

"  m 


M)         f 


fonnule  qui  suppose  essentiellement  m  positif. 
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Sur  le  passage  des  quantités  réelles  aux  imaginaires, 

499.  Lorsque  deux  fonctions  sont  égales  entre  elles 
pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  la  variable,  et  qu'elles 
sont  toutes  deux  développables  en  des  séries  convergentes 
ordonnées  suivant  lespuissances  entières  de  cette  variable, 
les  coeflicients  des  mêmes  puissances  sont  égaux  entre 
eux  dans  les  deux  développements  ;  si  donc  los  séries  de- 
meurent convergentes  quand  on  suppose  la  variable  ima- 
ginaire, l'égalité  des  deux  fonctions  subsistera  nécessai- 
rement. Cette  considération  permet  d'obtenir  les  valeura 
J'un  certain  nombre  d'intégrales  définies  nouvelles. 

Reportons-nous,  par  exemple,  à  la  formule  (i4)  da 
nM98.  Il  est  évident  que  les  deux  membres  de  cette 
formule  sont  développables  en  des  séries  convergentes 
ordonnées  suivant  les  puissances  entières  de  /î,  et  que 
cette  convergence  ne  sera  point  altérée  si  l'on  remplace 

^  par  n  ^ —  j  ;  on  aura  donc 


/ 


c-'"'*'cos2/ixd:r  =  ^e  '"'; 

m 


<jn  peut  faire  commencer  l'intégrale   à  zéro,  pourvu 
qu  on  divise  le  second  membre  par  a,  et  l'on  a  ainsi 


X 


n' 


e-'^*'*cosyLnxdr  =  ^e  "*' 


2m 


Pour  donner  un  nouvel  exemple,  reprenons  la  for- 
"^"Ie(i2)  du  n®  498,  où  a  désigne  une  quantité  posi- 
tive; en  y  remplaçant  ^  par  /n  (i  -f-  a),  il  vient 


f 
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les  deux  membres  de  cette  formule  sontdéveloppablesen 
séries  convergentes  ordonnées  suivant  les  puissances  en- 
tières de  «,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  oc  comprises 
entre  — i  et  -h  i  ;  en  outre,  ces  séries  demeurent  évidem- 
ment convergentes  quand  a  désigne  une  quantité  imagi- 
naire de  module  inférieur  à  i;  donc  la  formule  précé- 
dente subsistera  dans  la  même  hypothèse.  Soit  a=.p  ^ —  i , 
p  étant  réel  et  inférieur  à  i  ;  on  aura 


/: 


^-<l-p«4-îp  ^-l)m*x*  Jj, 


v/tt 


m 


('  +  p')    ' 


égalons  entre  elles  les  parties  réelles  et  les  parties  ima- 
ginaires, il  viendra 


L 


ou,  en  posant  (i  —  p^)m^=zfXy  !kpm^  =  v, 

ces  formules  supposent  /x  ]>  o. 

Formule  de  Cauchj\ 

SOO.  Soient  z  =  /3e"*^  une  variable  imaginaire,   et 
f{z)  une  fonction  de  cette  variable  qui  reste  continue 
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et  qui  ait  une  dérivée  déterminée  pour  toutes  les  valeurs 
de  z  dont  le  module  n'est  pas  supérieur  à  une  quantité 
donnée  R.  On  a 

et,  par  suite, 

f{z)  dz=<f  (p,  û>)  £^p  4-  ^  (p,  wl^/w, 
en  faisant,  pour  abréger, 

On  a  VU  (n°  485)  que  cette  expression  de/(^)rf^  est 
la  différentielle  exacte  d'une  fonction  des  deux  variables 
indépendantes  p  et  w  ;  on  a  donc  (n°  484),  en  désignant 
parpd  et  (1)0  des  valeurs  initiales  quelconques  de  p  et  de  co, 

j      ?(?»")  — ?(p,«o)  pP=  /      P'(P'")—  +(Poi  w)  Ua. 

Nous  prendrons  po  =  o  et  nous  écrirons  a  au  Heu 
de  Wj;  en  outre,  comme  la  fonction y(z)  reste  continue 
pour  les  valeurs  de  z  dont  le  module  ne  surpasse  pas  R, 
les  intégrales  de  la  formule  précédente  auront  des  va- 
leurs finies  si  Ton  fait  /o  =  R,  o«)i=a4-27r.  Mais  notre 
hypothèse  relative  à  la  continuité  àef[z)  implique  la 
condition  que  cette  fonction  ait  la  même  valeur  pour 
'^  =  aet(«)  =  3c-Ha7r,  p  restant  le  même.  Il  s'ensuit 
quelepremier  membre  denotre  égalité  est  nul  ;  d'ailleurs, 
la  fonction  ^  (p,  w  )  étant  nulle  pour  p  =  o,  puisquey(  z  ) 
lie  peut  être  infinie,  on  aura  simplement 


X 


a«4-« 


1}»  (R,  w)  r/wr-r  O, 
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OU 


ou  encore 


Z  désignant  la  valeur 


Z  =  Re*v 


-i 


La  formule  (ï)  ne  diffère  que  dans  la  forme  de  celle 
que  nous  avons  établie  au  n°  382,  et  l'analyse  qui  nous 
y  a  conduit  est  au  fond  la  même  que  celle  dont  nous 
avons  fait  usage  au  numéro  cité.  Si  l'on  désigne  encore 
ici  par  F(z)  une  fonction  qui  reste  continue  et  qui  ait 
une  dérivée  déterminée  pour  les  valeurs  de  z  dont  le 
module  n'est  pas  supérieur  à  R,  par  x  une  constante 
réelle  ou  imaginaire  dont  le  module  soit  également  com- 
pris entre  o  et  R,  on  pourra  supposer 

F(*)-F(x) 


/W  = 


Z  —  X 


dans  la  formule  (i)  (n**  382),  et  celle-ci  deviendra 


X 


aic4.«       2 


Z  —  X 


[F(Z)  — F(^)]rfa)=:0 


OU 

l^\ 

^"'X' 

iit4-« 

\^] 

Z 

maif 

s  on  a 

Z 

X 

Z—x 

h-=i 


"*•    z 


Z  —  X 


F(Z)rfw; 


x^  a»*-*       x^ 


Z«  Z^-^       z»*  z  — x' 

d'ailleurs  on  a,  si  m  n'est  pas  nul, 


Z-*  R'«/ 


donc 


lîï+a      _  /iic-4-tt  /»ar-4-a 


le  module  de  —  s'annule  pour  ijl=ico  ,  et  Ton  a,  en 
conséquence^ 


/ 


..^a        ^ 


la  fbnniile  (  2  )  devient  dùskc 


r/w  =ir:i7r; 


»«•+-« 


Cette  formule  de  Cauchy  ne  diffère  pas  de  la  for- 
mule (i  a)  du  n®  382y  de  laquelle  nous  avons  conclu  le 
développemeot  de  la  fonction  F(x)  en  série.  Différen- 
tiOQs-Ia  jx  fois  par  rapport  kx^  ou^  si  Ton  veut,  par  rap- 
port au  module  de  jrj  la  différentiation  pourra  être  exé- 
cutée sous  le  signe  1 9  dans  le  second  membre,  et  l'on 
aura 

;ii     F,-(,)=,.,...,-Ljr— j^L.„. 

Pourr=o,  les  formules  (3)  et  (4)  donnent,  en  écri- 
vant Re^»^-»  au  lieu  deZ, 

(5)  F(o)  =  :^  f        F(R^v^)£^(^, 


(6)    FW 


Enfin,  si  l'on  dési  gne  parx  une  constante  et  epi'an  appliqne 
les  fomrales  (5)  et  (6)  à  la  fonction  F(z)  =  ^{x  -hz), 
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on  aura,  en  écrivant  r  au  Heu  de  R, 


ais-f-a 


Les  formules  [y)  et  (8)  subsistent  pour  toutes  les  va- 
leurs de  r  telles  que  la  fonction  ^(a:4-re'**'~*)  reste 
continue. 

501 .  Les  formules  précédentes  permettent  de  déter- 
miner un  grand  nombre  d'intégrales  définies;  nous  allons 
en  présenter  des  exemples. 

i«  Soit 


I  —  z 


cette  fonction  reste  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  z 
dont  le  module  est  inférieur  à  i .  La  formule  (  5  )  don- 
nera donc,  en  faisant  a  =  o  et  en  supposant  R  <^  i, 


J^      I  — R 


ru 

2  îT      ;  __ 


o 

/**'(i  —  Rcosw)-hy/ — iRsinea 


^Rcoseo  -\-  ÎV 


d(ùp 


d'où,  en  séparant  les  parties  réelles  et  les  parties  ima- 
ginaires, 

ri  —  R  cosw 
I  —  ^Rcosw  -+-  R' 


•'  o 

r 


sinw 

atti  =.  0. 


ï  —  ^R  cosw  -+■  R' 


Il  faut  remarquer  que  cette  dernière  formule  est  évi- 
dente; car  les  éléments  de  l'intégrale  qui  répondent  à 
des  valeurs  de  o)  complémentaires  à  27r  sont  égaux,  et  de 
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Signes  contraires.  Quant  à  la  première  formule  y  elle 
cesse  d'être  exacte  lorsque  R  est  ^  i ,  et  dans  ce  cas  sa 
valeur  est  nulle  ;  on  a,  en  effet, 

I 

^  l—  -zr  COSW 

I  —  R  cos  w  R 

H =  1. 


i  — aRcosw  4- R*  2  i 

,__cos«  +  ^ 

Si  Ton  multiplie  par  d(ù  cette  identité  et  qu'on  intègre 
ensuite  de  o  à  air,  la  première  des  intégrales  du  premier 
membre  sera  égale  à  air,  dans  l'hypothèse  de  R<^i;  la 
seconde  est  donc  nulle,  et  Ton  a 

I 

I  —  — -  COSW 

d<ù  =  0, 


,_Jcos«+^ 


dans  le  cas  de  R  =  i ,  l'intégrale  est  évidemment  égale 
àir. 

2'  Soit 

la  fonction  F(z)  reste  continue,  epielle  que  soit  z,  et,  sî 
Ton  fait  «  =  o,  R  =  m,  la  formule  (5)  donnera 


d'où 


j      e"* ''''***  COS  (  m  sin  (a)  d<û=zstn. 


*'  o 


-o 

l'élément  de  la  première  intégrale  prend  les  mêmes  va- 
leurs quand  on  donne  à  co  deux  valeurs  complémentaires 
à  aff;  il  s'ensuit  que,  si  l'on  arrête  l'intégrale  à  co^tt, 
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on  aura  la  moitié  de  la  valeur  totale  \  en  d'autres  termes, 
on  a 

£?'«<»•••  cos  ( /7i  sin  w  )  rfi»  =  TT, 


/ 


formule  que  Poisson  a  obtenue  par  une  voie  différente 
dans  le  XIX*  cahier  du  Joiwnal  de  l'Ecole  Polytech- 
nique. 

3**  Posons  encore 

F(3)  =  log(i-4-2)  =log(n-/)^v'=ï), 
o)  étant  compris  entre  —  ir  et  +  n.  Si  l'on  fait 

on  aura 

1-4-  p  cosw  =  r  cos^^y     p  sin w  =  r sîn^, 

d'où 


r  =  ^1  -+-  ^pcosw  -f-p',     -^  ==  arc  tang 


p  smo) 


I  -f  pcosu 


La  fonction  F(z)  n'est  continue  (n**  375)  que  si  le  mo- 
dule p  est  inférieur  à  i;  alors  cosip  est  toujours  positif. 


ÏT  TT 


et  l'angle  (p  qui  est  compris  entre et  H — est  en- 
tièrement déterminé  par  sa  tangente.  Supposant  donc 
R  <^  I ,  la  formule  (  5  )  donnera 

1        (logr-|-i{/^r^)<i»  =  o, 

c'est-à-dire 

I       log(n-2Rcos«-4-R*)</»=  0, 

r""'/  Rsinw     \^ 

I       (  arc  tang )  €/»  =  o. 

J_,    \  ®n-Rcos«y 
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Emploi  des  intégrales  décimes  pour  représenter  les 
coefficients  des  séries  qui  procèdent  suivant  les  sinus 
ou  cosinus  des  multiples  d'une  variable. 

502.  Les  intégrales  définies 
(i)  I    cosixcosjxiLc,       I    smixsmjxdx 

sont  nulles  toutes  les  deux  lorsque  i  et  j  désignent  des 
entiers  inégaux.  En  effet,  si  l'on  fait  leur  somme  et  leur 
différence,  on  trouve 

cos(/ — j)xdxy        I     cos(i-hj)xdx^ 

et  il  est  évident  que  ces  intégrales  sont  nulles,  puisque 

cos(i — j)xdXf  cos[i+j)xdx  sont  les  diCférentielles 

des  fonctions 

8in(/  —  j]x       8În(/-hy)ar 

'—y  «-4-y 

qui  s'annulent  pour  x  =  o  et  pour  x  =  tt. 
Mais,  si  Ton  a  7  =  1,  la  seconde  des  intégrales  (a) 

s'annule  seule,  et  la  première  se  réduit  à  /  dx  ou  à  tt; 
donc  les  deux  intégrales 


(3) 


2  r'  2  /•'...  . 

-  /    cosixcosjxdx,    -  1     sinixsînjxdx 
''1  ""Jo 


sont  égales  à  l'upité  ou  à  zéro,  selon  que  les  entiers  i 
et;  sont  égaux  ou  inégaux.  Cette  conclusion  suppose 
pourtant  que  l'on  n'a  pas  i=j=o]  dans  ce  cas,  la  pre- 
mière intégrale  (3)  est  égale  à  a  et  la  seconde  est  nulle. 

503.  Cela  posé,  soient y( a:)  et  F{x)  deux  fonctions 
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de  Xy  et  supposons  qu'on  sache  que  ces  fonctions  son^ 
développables  en  séries  convergentes  de  la  manière  sui- 
vante ; 

(4)  f(x\  =  -Ao-f-At  cosx  -4-A, COS2X-4-...-4- A/COSiar-h..., 

(5)  F(x)r=:Btsin.r-^-B2sin2x4-Bjsin34:-!-...-hB,sin/jr-f-...; 

il  restera  à  déterminer  les  coefCcients,  ce  que  Ton  peut 
faire  aisément  comme  il  suit. 

Multiplions  la  formule  (4)  par  -cosixrfx  et  intégrons 

ensuite  de  o  à  ?:;  d'après  ce  qui  précède,  tous  les  termes 
du  second  membre  de  la  formule  résultante  seront  nuls, 
à  Texception  du  terme 

A/ X  —   /     costxcos/jr<^-r, 

lequel  est  égal  à  A/  ;  on  a  donc 

(G)  Ai  =  -'  j    /{x)  cosixiix: 

celte  formule  subsiste  pour  i  =  o,  parce  que  nous  avons 

eu  soin  de  représenter  par  -Aq  et  non  par  Ao  le  pre- 

mier  terme  du  second  membre  de  la  formule  (4)- 

Multiplions  de  même  la  formule  (5)  par  -siniorrfx, 

et  intégrons  ensuite  de  o  an;  les  termes  du  second 
membre  de  la  formule  résultante  seront  nuls,  à  Texcep* 
tion  de 


2  /•'  . 
B/X-  /     sinixsin/xdTj 


dont  la  valeur  est  égale  à  B/  ;  on  a  donc 


(7) 


B/=-  /    F[x)sinixdic. 


^^^«^ 
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soi.  Les  fonctionsy(x),  F(x)  que  nous  venons  de 
considérer  sont  Tune  paire  et  l'autre  impaire;  elles  ne 
constituent  donc  qu'un  cas  particulier  des  fonctions  pé- 
riodiques. Désignons  généralement  par  ^{x)  une  fonc- 
tion développable  en  une  série  convergente  procédant 
suivant  les  cosinus  et  les  sinus  des  multiples  de  x  ;  le 
développement  aura  la  forme 


(8) 


tf(jr)  =  -  AoH-  A|COSx-f- AtCos2a:-i-. . .-+- A/COs/j-  -+-... 


H-  BiSinx-4-BiSin2a:-f-...-+-B4sin/a?-i-..., 

et  il  est  facile  de  déterminer  les  coefficients.  Effective- 
ment, CD  reconnaît  que  les  intégrales 

-  1      cosixcosjxdx,     -    I      sin/jrsin/x<£r 

sont  égales  à  l'unité  où  à  zéro,  suivant  que  les  entiers 
i  et  y  sont  égaux  ou  inégaux;  dans  le  cas  de  i  =  jf  =  o, 
la  première  intégrale  est  a  et  la  seconde  est  zéro  ;  on 
voit  aussi  que  l'intégrale 


r 


sin/orcosyxd^ 

est  toujours  nulle.  D'après  cela,  si  l'on  multiplie  la  for- 
mule (8)  par  -cosixdxy  puis  par  -smixdxj  et  qu'on 
intègre  eosuite  de  j:  =  o  à  x  =  277,  on  aura 


(9) 


(10) 


cosixdx^ 


I  r** 

B/=^-    /      ^lx)^nixda:; 


h  formule  (9)  n*est  pas  en  défaut  pour  1  =  0  et,  dans  ce 

S.  —  Ctde,  int* 
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cas,  elle  donne  le  double  Ao  du  terme  indépendant 
dans  le  développement  de  ^(x)- 

Il  y  a  souvent  avantage  à  introduire  les  exponen 
Imaginaires  dans  les  développements  en  série  que 
considérons.  Ainsi  la  formule  (8)  peut  être  niis< 
la  forme 


;=-i-oo 


é{a:)=:  \   AyC^^V^; 


;=— • 


alorSy  en  multipliant  par  —  é'^^^dx  et  intégrai 
suite  de  o  à  271,  on  aura 

7=-4-eo 


,=— 


'     e(y-«)x>Fï  dx  est  égale  à  a;:  si  Ton  a 

o 

mais  elle  est  nulle  pour  toutes  les  autres  valeurs 
par  conséquent,  on  a 

formule  où  Tindice  i  peut  avoir  toutes  les  valcu 
tières  comprises  entre  —  oo  et  4-  oo  . 

Remarques  sur  le  changement  de  variables  dan 

intégrales  définies. 

503.  Soit  rintégrale  définie  /    f{x)  dx.  Si  Foi 
substituer  à  x  une  autre  variable  f ,  telle  que 

et  que  Ton  fasse 
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on  aura  (n**  416) 

en  désignant  par  t^  la  valeur  de  t  qui  répond  k  x  ^=  x^. 
Ensuite,  si  l'on  fait  x  =  X,  et  que  l'on  nomme  T  la  ya- 
leurde  t  qui  répond  à  x  =  X,  on  aura 

X  T 

(l)  f  f[œ]dx=f    ¥[t)dt. 

Cette  formule  exige  quelques  précautions  pour  ne  pas 
donner  des  résultats  inexacts.  Lorsque  la  fonction  f(t) 
n'est  pas  uniforme,  il  peut  arriver  que,  pour  obtenir 
une  suite  continue  de  valeurs  de  x  allant  de  Xq  à  X, 
il  soit  nécessaire  d'employer  successivement  diverses 
déterminations  de  la  fonction  ^{t).  Dans  ce  cas,  il  faut 
concevoir  que  l'on  fasse  des  changements  de  variable 
successifs. 

S06.  Exemple.  —  Un  exemple  très-simple  éclaircira 
ce  qui  précède.  Considérons  l'intégrale 

,x 


X 


3, 


dx 


on  X  est  positif.  Nous  avons  vu  au  n°  446  que  cette  in- 
tégrale pouvait  être  ramenée  à  la  forme  elliptique  au 
rooyen  de  la  substitution 

^î  donne 

f  1-4-  à/i  — /3).       :r»  — 

dx  .       i  dt 


X* 


•^=^  ^(idzv^i-/»),  «»— -^=-itzar^v/ï"=7î, 
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Si  Ton  veut  que  x  et  t  deviennent  nuls  à  la  fois,  on 
prendra,  pour  les  petites  valeurs  de  t, 

.1 


X* 


=  t  «(i-^i-r»}. 


La  variable  t  croissant  de  o  à  i,  x  croît  en  même  temps 
de  o  à  I .  Pour  que  la  variable  x  acquière  des  valeurs 
supérieures  à  l'unité,  on  devra  prendre  ensuite 


_i 


^3 


=  i   '(i-i-v/i  — /^). 


Si  l'on  fait  varier  t  de  i  k  o,  x  croît  de  i  à  l'infini. 

Soit  T  la  valeur  de  i  qui  répond  à  x  =  X.  Si  l'on  a 
X<[  I,  on  a  aussi 


Mais  si  X  est  ^  i ,  on  a 

r^    iix    _    I     r'    dt         1     r^ dt 


à 


on  peut  intervertir  les  limites  de  la  dernière  intégrale  du 
second  membre,  en  changeant  le  signe  de  cette  intégrale  ; 
elle  devient  alors 

r'_di___  r_''^ r^  dt 

ce  qui  donne,  pour  le  cas  de  X  ]]>  i, 

Jo      V^I-H^*         V^2  Jo     ^t  —  à        2  i/2  Jo      ^t  —  t^^ 

on  voit  que  cette  formule  (2)  est  très-différente  de  la  for- 
mule (  I  )  qui  se  rapporte  au  cas  de  X  <^  i .  Les  formules  (  i  ) 


15, 


aJeurs 


ODi 
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et  (a)  s'accordent  à  donner  pour  X  =  i 


S07.  On  peut  toujours,  par  une  substitution,  ramener 
une  intégrale  définie  à  une  autre,  dans  laquelle  les  limites 
de  rintégration  soient  deux  quantités  choisies  arbitrai- 
rement. 

Par  exemple,  si  l'intégrale  proposée  est  /  f[x)dxj 
Xo  et  X  étant  des  quantités  finies,  et  que  Ton  pose 


X  —  Xi 


T  — ^ 


d'où 


fix 


dt 


X  —  JTo         T  —  t^ 


tétant  une  nouvelle  variable,  U  et  T  des  quantités  finies 
quelconques,  il  est  évident  que  l'on  aura  t  =zto  pour 
J^=:Xo  et  t  =  T  pour  x  =  X;  en  conséquence,  la  sub- 
stitution donnera  un  résultat  de  la  forme 


X  T 

r  f[x)dx—  ç  ¥{t)dt. 


Si  l'on  emploie  la  substitution 


X  —  Xg 


t  —  t. 


X  —  Xo        /  —  /q  -i-  1 

on  aura  f  =  t©  pour  x  =  Xo  et  «  =  -h  oo  pour  x 
par  conséquent,  notre  substitution  donnera 


=  X; 


J  /{^)dx=J\{e)di, 


6^  si  l'on  prend  fo  =  o,  on  aura 


r  /(x)dx=  c  F(t)dt. 


on  a 
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Il  est  évident  que  la  substitution  inverse  ramènera  l'in- 
tégrale /     F(t)rfi  à  la  forme  /    f{x)dx. 

SOS.  Nous  avons  vu  qu'une  intégrale  définie  peut 
être  écrite  à  la  manière  des  intégrales  définies,  en  fixant 
à  volonté  la  valeur  à  partir  de  laquelle  on  fait  com- 
mencer l'intégration.  Et  Ton  peut  ajouter,  d'après  ce 
qui  précède,  qu'une  intégrale  indéfinie  peut  être  rem- 
placée, d'une  infinité  de  manières,  par  une  intégrale  dé- 
finie dont  les  limites  peuvent  être  prises  à  volonté.  Car, 

soit  l'intégrale  indéfinie  lf(x)dx; 

C  étant  une  constante  arbitraire.  Écrivons  a  au  lieu  de  x 
sous  le  signe  i  du  second  membre,  il  viendra 

//(x)  dx=    i  /(«)  d(K  -f-  G. 

Jf    f[a)da  est  l'intégrale  définie  de  la  difiiérentîelle 

f[oL)doL  prise  entre  les  limites  x^el  x\  dès  lors  on  peut 
lui  appliquer  les  transformations  dont  il  a  été  parlé  au 
numéro  précédent. 

Considérons,  par  exemple,  l'intégrale  indéfinie 


/■ 


.n— 1 V,— X 


e~^  dx^ 


où  nous  supposerons  l'exposant  n  positif.  Cette  intégrale 
est  égale  à 
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C  étant  la  constante  arbitraire.  Si  l'on  pose 
elle  deviendra 

ou,  en  faisant  sortir  a:'»  du  signe  1  » 

X"   I      /'»-*e-'*£f/-f-G. 

Considérons  encore  Tintégrale  elliptique  de  première 

espèce 

r  dx r'  dti 

en  faisant,  comme  dans  l'exemple  précédent, 
elle  deviendra 

r -'^ 

Jo    )J[i'-xU^){i—A*xU*) 

Sur  les  valeurs  multiples  que  peuvent  av^oir  les  intégrales 
prises  entre  deux  limites  déterminées. 


•X 


^)9.  Nous  avons  démontré  au  n°  466  que  Ton  a 


f*  /»'i  /»-r«  /»X 

/l^)dr=J     /{x)dx-^  j      /(a:)dx^...-^  f[x)dx, 

quelles  que  soient  les  quantités  Xi ,  Xj, . . . ,  Xn^\ ,  pourvu 
cependant  que  la  fonctiony*(x)  reste  continue  quand  x 
▼arie  entre  les  limites  de  chaque  intégration.  C&tte  for- 
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mule  exprime  que  l'intégrale 


I 


X 


a  la  même  valeur,  quelle  que  soit  la  manière  dont  on 
fait  varier  x,  pour  l'amener  de  la  valeur  initiale  x^  à  la 
valeur  finale  X. 

Mais  cela  suppose  essentiellement  que  la  fonctiony(x' 
reprend  la  même  valeur  quand  x  reprend  la  même  va- 
leur, et,  en  outre,  que  cette  variable  a:  varie  d'une  ma- 
nière continue  pour  passer  de  la  valeur  Xq  à  la  valeur  X. 
Lorsque  ces  conditions  ne  sont  pas  remplies  et  que  Ton 
passe  de  x©  àX  en  suivant  deux  chemins  différents,  l'in- 
tégrale peut  avoir  des  valeurs  très-différentes. 

De  là,  par  exemple,  les  valeurs  multiples  des  expres- 
sions 

arc  sin  X ,     arc  tang  X ,     arc  séc  X, 

qui  ne  sont  autre  chose  que  les  valeurs  des  intégrales 

r^    dx         r^  dr         r^     dx 

ces  intégrales  dépendent  non-seulement  de  la  valeur  de  X, 
mais  aussi  de  la  manière  dont  x  varie  pour  passer  de  la 
limite  o  à  la  limite  X.  Il  importe  de  présenter  à  ce  sujet 
quelques  explications. 

5i0.  Considérons  d'abord  l'intégrale 

.X 


X 


ùx 

^  1  A*' 


dont  la  limite  supérieure  X  est  une  quantité  quelconque 
comprise  entre  —  i  et  -i-i.  Faisons  d'abord  variera, 
dans  le  même  sens,  de  o  à  X  ;  le  radical  yji  —  x^  peut 


cbàpithe  II.  i53 

éirepris,  au  départ,  avec  le  signe  -h  ou  avec  le  signe  — , 
à  volonté  ;  mais,  comme  ce  radical  ne  s^annule  pas  dans 
rinlervalle  de  o  à  X,  il  faut,  pour  la  continuité,  lui 
maioteDir  constamment  le  même  signe.  Choisissons  le 
signe  -}-  et  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  X  soit 
positif;  désignons  par  a  la  valeur  de  notre  intégrale  ainsi 
définie,  et  posons 


iJo    v^i-^'J 


les  crochets  dont  nous  faisons  usage  servant  à  indiquer 
que  X  varie  constamment  dans  le  même  sens,  en  passant 
de  la  limite  o  à  la  limite  X.  Soit  K  la  valeur  que  prend  a 
quand  on  a  X  =  -f-  i  ;  on  aura 


LJo    V«--^d 


La  variable  a:  ayant  crû  de  o  à  sa  limite  supérieure  ^-  i , 
faisons-la  décroître  de  -H  i  à  o,  et  prenons,  entre  ces 

limites,  Fintéfirale  de  la  différentielle '  —  »  savoir  : 

r  dx       ,  .       .  .      

I   —  Si  l'on   maintenait  au  radical  i/i  — x^  le 

signe  -4-,  l'intégrale  dont  nous  parlons  aurait  pour  va- 
leur—R,  car  ses  éléments  seraient  égaux  et  de  signes 
contraires  aux  éléments  correspondants  de  la  précédente 

intégrale.  Mais,  le  radical  y/ 1 — x^  s'étant  annulé,  il 
est  naturel  de  changer  son  signe,  et  alors  on  aura 


[r^]=- 


la  variable  x  est  redevenue  nulle  ;  supposons  qu'elle  con- 
tinue à  décroître  jusqu'à  ce  qu'elle  atteigne  sa  limite  in- 


l54  CALCUL    INTÉGRAL. 


férieure —  i  :  le  radical  \ji—x^  devra  garderie  signe — , 
puisqu'il  ne  s'annule  pas,  et  Ton  aura  encore 


L*/o      V— •-*] 


car  les  éléments  de  cette  intégrale  et  les  éléments  de  la 
précédente  sont  égaux  chacun  à  chacun  et  de  même 
signe. 

•Mais,  pour  x= — i,  le  radical  ^i  — x^  s'annule  de  nou- 
veau, et  on  doit  lui  rendre  le  signe  H-  quand  x  vient  à 
croître  de  —  i  à  o  ;  on  aura  donc 


[L-T^]-- 


et,  si  l'on  fait  croître  de  nouveau  x  de  o  à  X,  on  retom- 
bera sur  la  valeur  a. 

Il  résulte  de  là  que  si,  pour  passer  de  o  à  X,  on  fait 
croître  x  de  o  à  -f-  i ,  qu'on  fasse  décroître  ensuite  cette 
variable  de  H-  i  à  —  i ,  et  qu'on  la  fasse  croître  enfin 
de  —  1  à  X,  l'intégrale 

dx 


X 


V/l  —  x» 

aura  la  valeur  4K.  -f-  «. 

Si,  au  lieu  de  procéder  comme  nous  venons  de  le  faire, 
on  fait  d'abord  décroître  x  de  o  à  —  i,  qu'on  la  fasse 
croître  ensuite  de  —  i  à  -f-  i ,  décroître  de  -h  i  à  o ,  et 
croître  enfin  de  o  à  X,  on  aura,  comme  il  est  facile  de  le 
voir, 


L  J ,  I  V  «  —  •*•' J 
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et  alors  la  valeur  de  notre  intégrale  sera  — 4^^+  *• 
Dans  ce  cas,  comme  dans  le  précédent,  quand  x  a  atteint 

la  limite  X  de  l'intégration,  le  radical  ^i  —  x^  ala  va- 
leur-f- y/T^I^Xl . 
On  voit,  d*après  cela,  que  l'intégrale  considérée  aura 

la  valeur 

4/iK 


où  n  désigne  un  entier  positif  ou  négatif  si  a:,  en  variant 
de  0  à  X,  passe  par  chacune  de  ses  limites  4-  i  et  —  i 
un  nombre  de  fois  égal  à  la  valeur  absolue  de  n. 

Supposons  que,  après  avoir  atteint  un  nombre  ±n  de 
fois  les  limites  -4-  i  et  —  i ,  a:  ait  repris  la  valeur  zéro  ;  à 
ce  moment  faisons-la  croître  de  o  à  -hi,  l'intégrale  de 

la  différentielle  ~=^=  relative  à  cet  intervalle  sera  é^ale 

y  I  —  JC* 

à-f  K;  faisons  décroître  ensuite  x  de  -H  i  à  o,  nous 
aurons  encore  une  intégrale  correspondante  égale  à-l-  K, 

carrfx  et  ^i  —  x^  sont  ici  négatifs;  faisons  croître  en- 

finxde  o  à  X,  le  radical  ^i — x'^  ne  s'annulant  pas,  on 
doit  lui  conserver  le  signe  —  ;  par  conséquent,  l'intégrale 
relative  à  ce  nouvel  intervalle  sera  — a. 

Donc,  si  pour  passer  de  o  à  X  la  variable  x  atteint 
Tune  des  limites  -f-  i ,  —  i  une  fois  de  plus  que  l'autre 
limite,  la  valeur  de  l'intégrale 


r^    dx 

•/«  \/ 1  —  x* 


sera 

(4/ï4-  2)K  — «, 

^^  quand  x  aura  atteint  la  limite  de  l'intégration,  la  va- 
leur du  radical  y^i  —  x^  sera  —  sji — X^ . 
Nous  avons  supposé  X  positif;  mais  il  est  évident  que 
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Ton  a 

pourvu  que  les  valeurs  successives  de  x  variant  de  o 
à  —  X  soient  respectivement  égales  et  de  signes  con- 
traires aux  valeurs  de  x  variant  de  o  à  H-  X. 
Il  résulte  de  cette  analyse  que,  si  Ton  pose 


Jn     Ji  —  J:* 


s/ 

X  et  y^i — x^  seront  des  fonctions  bien  déterminées  de  la 
variable  u,  et  que  ces  fonctions  auront  la  période  4^., 
qui  n'est  autre  chose  que  la  circonférence  27r.  Nous  ne 
retrouvons  que  des  résultats  bien  connus  ;  mais  il  était 
très-important  de  montrer  comment  ces  résultats  peuvent 
être  tirés  de  la  considération  des  intégrales. 

'     — se  ramène  à  celle  que 

o      X  ^X'  —  I 

nous  venons  d'étudier  par  le  changement  de  a:  en  -;  il 
n'y  a  donc  pas  lieu  de  s'en  occuper;  mais  nous  devons 


considérer  l'intégrale 


r'  dx 

«*  o 


dont  la  difTércntielIe  est  rationnelle. 
Posons 


[Xv^']="' 


les  crochets  indiquant,  comme  précédemment,  que  x 
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varie  de  o  à  X,  toujours  dans  le  même  sens  ;  soit  aussi 


[frê.]-- 


Pour  passer  de  a:=  o  à  x=  X,  on  peut  faire  croître  x 
de  o  à  +^  >  changer  le  signe  de  cette  variable,  la  faire 
croître  de  nouveau  de  — oo  à  o,  et  la  faire  varier  enfin 
dans  le  même  sens  de  o  à  X  ;  ou  bien  on  peut  faire  dé- 
croître X  de  o  à  —  00  ,  puis  de  H-  oo  à  o,  et  la  faire  varier 
dans  le  même  sens  de  o  à  X. 

Si  Ton  fait  d'abord  croître  x  de  o  à  -}-  oo  ,  puis  de  — oo 
à  Oy  comme  on  a  évidemment 


[/:t^]=- 


la  valeur  de  l'intégrale 


X 


dx 


I  -\-  X* 


sera  évidemment  iY^-^-ol.  Si,  au  contraire,  on  fait  dé- 
croître o:  de  o  à  —  oo  ,  puis  de  H-  oo  à  o,  on  aura 

[r'^]=[£^]=-''' 

et,  par  conséquent,  la  valeur  de  notre  intégrale  sera 

Il  résulte  de  là  que  cette  intégrale  aura  la  valeur 

2/iK-f-  a, 

si  X  varie  de  o  à  X  en  passant  par  les  deux  inGnis  un 
nombre  de  fois  égal  à  la  valeur  absolue  de  Tentier  n.  On 
voit  enfin  que,  si  Ton  pose 


■ï 
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X  sera  une  fonction  bien  déterminée  de  u,  et  que  cette 
fonction  aura  la  période  de  aK  =  tt. 

De  la  double  période  des  fonctions  elliptiques, 

512.  Les  considérations  qui  précèdent  permettent 
d'établir  facilement  une  propriété  fondamentale  des 
fonctions  elliptiques. 

Nous  avons  nommé  fonction  elliptique  de  première 
espèce  (n**  435)  l'intégrale 


X 


dx 


—  ? 


2  *.S 


o       ^l  X^  ^  l  h  X 

où  h^  est  <r  I  ;  la  diOerentielle  -^==: — -  -  reste 

réelle  tant  que  la  variable  x  est  comprise  entre  —  i  et 
4-  I .  Intégrons  cette  différentielle  entre  les  limites  o 
et  I,  en  supposant  que  x  croisse  constamment  de  Tune 
des  limites  à  Tautre,  et  prenons  les  radicaux  positive- 
ment; désignons  par  K  l'intégrale  ainsi  obtenue,  que 
Legendre  a  nommée  intégrale  complète;  on  aura 


_  r' dx^ 


y'i  —  x'  y^j 

Lorsque  X  est  comprise  entre  i  et  j  ou  entre  —  i  et  —  j^ 

la  différentielle     .  — — •  est  imaginaire,  et  elle 

y'^l  —  x*  ^i  —  X*x' 

est  égale  au  produit  de 

dx 


^x^  —  I  y^  I  —  A^  X* 


par  y' — I .  Intégrons  cette  dernière  différentielle  en  faisant 
croîtrex  de  i  à  y  et  en  prenant  les  radicaux  positivement; 

A' 
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si  Ton  nomme  K'  Tintégrale  ainsi  obtenue,  on  aura 


Il  est  facile  de  la  ramener  aux  limites  o  et  i  ;  posons  ef- 
fectivement 

k'^=i-k*    ou     X*-4-A'*  — I, 

et  employons  la  substitution 


^  '  ^i^X-'îfî,      dlr  =  — 


*'«rrf/ 


Les  limites  de  l'intégration  relatives  à  t  seront  i  et  o; 
si  on  les  permute  entre  elles  en  changeant  le  signe  de 
h  différentielle ,  puis  qu'on  remette  la  lettre  x  au  lieu 
de  f,  il  viendra 


Les  modules  /r,  //  ont  été  nommés  par  Legendre  mo- 
dules complémentaires  ;  pareillement,  les  deux  intégrales 

elliptiques 

r  r '■:. 

dont  les  modules  sont  h  et  A',  ont  été  appelées  par  lui 
fonctions  complémentaires,  et  il  en  résulte  que  K  et  K' 
sont  deux  intégrales  elliptiques  complètes  complémen-' 
taires. 


5t3.  Gela  posé,  faisons,  conformément  aux  notations 
du  n«  438, 


X 


u. 
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et 
xz=z  sinarnUy     ^i  —  x*  =  cosam w,     ^i  —  k^jc*  =  Aamu. 

Soient  X  une  valeur  de  x  comprise  entre  —  iet-|-i,eta 
la  valeur  correspondante  de  u,  quand  on  intègre  en  fai- 
sant varier  x  dans  le  même  sens  de  o  à  X,  et  en  prenant 

positivement  les  deux  radicaux \Ji—x^,  sji — A^x*;  on 
aura 


(ij  X  =  sinamay     \j i  —  X*=cosaraa,     ^i  —  A-*X*  =  Aama, 

Supposons    X  ]>  o    et    intégrons    la   différentielle 

en  faisant  croître  a:  de  o  à  i ,  en  la  fai- 


sant  décroître  ensuite  de  i  à  zéro,  et  en  la  faisant  dé- 
croître de  nouveau  de  o  à  —  X.  L'intégrale  relative  «u 
premier  intervalle  sera  égale  à  K;   dans  le  deuxième 

intervalle ,  le  radical  y/i  —  x^  devient  négatif ,  après 
s'être  annulé,  et  l'intégrale  correspondante  est  encore 
égale  à  K;  enfin,  dans  le  dernier  intervalle,  le  radical 

^i — x^  reste  négatif  et  l'intégrale  correspondante 


f. 


VI  — x'Vl— A«j:* 


est  évidemment  égale  à  a.  D'après  cela,  et  en  remarquant 
que  ^1  —  k'^x^  reste  positif,  on  voit  que 

l  — X  =sinam(^K -h  a), 

(2)  <   — \l\  —  X*  =  cosam(aK -h  a), 

(  v^i  —  A«  X*  =  Aam(îK  -h  a); 

il  est  évident  qu'on  aurait  obtenu  les  mêmes  formules 
en  supposant  X  <^  o.  En  les  comparant  aux  précédentes 
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etenécrivaDt  u  au  lieu  de  a,  on  a 

Iânain(^K  -f-  u)  =  — sinamu,^ 
cosam[aR  -h  u]  =  —  cosamir, 
Aam(^K  -h  u]  =.  ^  amif. 

Ainsi  sinamu  et  cosamu  ne  font  que  changer  de  signe 
quand  on  ajoute  à  la  variable  la  constante  2K;  il  en  ré-» 
suite  que  ces  fonctions  ne  changeront  pas  si  Ton  répète 
deux  fois  cette  addition;  on  a  donc 

.  I  sinam[4K  4- u]  =sinamtf, 

l  cosara[4K> -f- ")  =cosamtt, 

ce  qui  exprime  que  les  fonctions  sinamix  et  cosamix  ont 
la  période  4^'^  ^^  dernière  des  équations  (3)  exprime 
que  Aamu  a  la  période  2K. 

514.  La  valeur  X  étant  toujours  positive  et  inférieure 
à  I,  supposons  que,  pour  passer  de  o  à  X,  on  fasse 

croître  la  variable  j:  de  o  à  -r  et  qu'on  la  fasse  décroître 

ensuite  de  -r  à  X,  les  radicaux  Ji  —  x'^  et  Ji  —  k^x'^ 
k 

étant  toujours  pris  au  départ  avec  le  signe  -h.  De  o  à  i , 

rinlégrale  de  la  différentielle 


est  égale  à  K;  de  i  à  -  cette  différentielle  est  imagî- 

K 

naire  et  a  pour  valeur 

tix 


^-1 


y^x'— IV^I-  X*x«' 


le  radical^! — A:*  x*  doit  toujours  être  pris  avec  le  signe 
™ais  le  signe  de  y^x"-* — i  est  indéterminé  ;  nous  sommes 

S»  —  CaU,  int.  1 1 
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libre  de  prendre  le  signe  -f-,  au  départ ,  à  cause  de 

l'ambiguïté  du  signe  de  ^ —  i .  De  i  à  -  l'intégrale  de 

la  précédente  différentielle  sera  donc  K'^ — i  (n**ol2); 

X  décroissant  ensuite  de  -  à  i,  le  radical  y/i - —  A-x*  qui 

vient  de  s'annuler  doit  être  pris  avec  le  signe  — ,  et  l'inté- 
grale relative  à  l'intervalle  que  nous  considérons  sera 

encore  K!  \J — i.   11  reste  à  faire  décroître  x  de  i  à  X; 

alors  la  différentielle  redevient  réelle,  le  radical  yji—k^x^ 
demeure  négatif,  mais  rien  ne  détermine  le  signe  de 

y/i  —  x^  qui  vient  de  passer  de  l'imaginaire  au  réel.  Je 
placerai  le  signe  ambigu  ±  devant  ce  radical ,  et  alors 
l'intégrale  relative  au  dernier  intervalle  que  nous  consi- 
dérons sera,  en  mettant  les  signes  en  évidence, 


X^ 


dx 


.V^i— -r^jl— v/i  — >t«^*)' 


comme  X  est  <[  i,  dx  est  négatif,  et  la  précédente  inté- 
grale a  évidemment  pour  valeur  dz  (K  —  a).  Ainsi, 
quand  x  passe  de  o  à  X  en  suivant  la  marche  que  nous 
avons  adoptée,  on  obtient  une  intégrale  dont  la  valeur  est 


K  -h  ili! )/—  i±.  {^  --  a), 
et  l'on  a 

f  X  =  sinam[K  ■+-  i¥J  v^~dz  (K  —  a)], 

(5)    I      ±:V^i  —  X*=:cosam[K  +  '2K'v/^±(K. "-«)!, 

(  _yGrirpxr«—     Aam[K4-r2KV^±(K  — a)], 

le  signe  ambigu  dt  devant  être  partout  remplacé  soit 

par -h,  soit  par — ;  quel  que  soit  le  signe  qu'on  adopte, 

on  est  conduit,  comme  on  va  le  voir,  au  même  résultat. 

La  comparaison  des  formules  (5)  aux  formules  (i) 
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donne,  en  remplaçant  d'abord  le  signe  ±  par  —  et  re- 
mettant u  au  lieu  de  a, 

Isiu  SLxnyiK' ^ —  i  -h  u)  =  sinamuy 
cosam(^K' v^—  i  -+-")  =  —  cosamw, 
Aani(2K'^ —  I  -f-  tt)  =  —  Aamif, 

Remplaçons  u  par  u  H-  aK  dans  la  deuxième  de  ces  for- 
mules et  par  u  ■+-  aK'^— i  dans  la  troisième,  on  aura, 
à  cause  de  cette  même  formule  et  de  la  deuxième  équa- 
tion (3), 

cosam(îK -f- ^kV— I -+- «)  ^=cosama, 

il)  .  . 

l  Aam(4^V — i-+-tt)  =  Aamw. 

La  première  formule  (6)  montre  que  sinamu  admet 

la  période  aK'y/— 7;  les  équations  (7)  expriment  que 
les  fonctions  cosamu,    Aamii  ont,  Tune  la  période 

aK4-  aR'y/ — i,  l'autre  la  période  4K'V — '• 

Si  l'on  remplace  le  signe  =ir   par  -f-  dans  les  for- 
mules (5),  la  comparaison  aux  formules  (i)  donne 

$inam(aK  -4-  iK! ^^  i  —  a)  =  sinamtf, 
1°)       (  cosam(2K-f- aK'y^ — i  —  u)=z  cosamu, 
Aam(aK  H-  2K'y^—  i  —  «)  =  —  A 


ami/. 


Or,  il  est  évident  que,  si  x  varie  de  la  même  manière  de 
0  à  4- X  et  de  o  à  — X,  l'intégrale  de  la  différentielle 

7=-=r-— ==  aura ,  dans  les  deux  cas ,  des  valeurs 

égales  et  de  signes  contraires ,  tandis  que  la  valeur  de 

V  «  —  X*  ou  celle  de  ^i  —  k^  X*  sera  la  même.  Il  s'ensuit 
quesinamu  est  une  fonction  impaire  de  m,  c'est-à-dire 
Qfle  fonction  qui  change  de  signe  avec  u  en  conservant 

XI. 
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la  même  valeur  absolue  y  tandis  que  cosamu  et  Aamii 
sont  des  fonctions  paires.  Cela  posé,  changeons  u  en 
—  u  dans  les  formules  (8)  ;  supprimons  ensuite  la  demi- 
période  2K,  en  changeant  les  signes  des  seconds  mem- 
bresy  on  retombera  sur  les  équations  (6),  qui  ont  lieu 
ainsi,  pour  le  cas  de  u  positive  et  pour  celui  de  u  néga- 
tive. On  serait  arrivé  aux  mêmes  résultats  en  partant  de 
l'hypothèse  X<^o. 

On  voit,  par  cette  analyse,  que  les  fonctions  sin  amzi, 
cos  amu,  Aamu  ont  la  propriété  singulière  d'être  dou- 
blement périodiques  ;   la  première  fonction  admet  les 

périodes  4K-  et  aK'y/ — i,  la  deuxième  les  périodes  4K 
et  aK-t-  nYJ \l — 1;  enfln  la  troisième  a  les  deux  pé- 
riodes aK  et  41^'v^ — *•  Pour  établir  cette  proposition, 
nous  n'avons  considéré  que  les  valeurs  réelles  de  la  pre- 
mière fonction  sinamu,  mai^  nous  ne  saurions  déve- 
lopper davantage  ces  considérations  sans  sortir  des  li- 
mites que  nous  nous  sommes  fixées. 
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CHAPITRE  m. 

THÉORIE  DES  INTÉGRALES  EULÉRIENNES. 


Des  intégrales  euleriennes  de  première  et  de  seconde 

espèce. 

815.  Legendre  a  désigné  sous  le  nom  à^intégrales  eu- 
leriennes les  deux  intégrales  définies 

qui  ont  été  étudiées  pour  la  première  fois  par  Euler  et 
qui  ont  fait  depuis  Tobjçt  des  recherches  d'un  grand 
nombre  de  géomètres.  La  théorie  de  ces  intégrales  a  une 
grande  importance,  et  nous  nous  proposons  de  la  déve- 
lopper dans  ce  Chapitre,  qui  servira  de  complément  au 
précédent. 

La  première  intégrale  dépend  des  deux  paramètres  p 
et ^:  nous  la  désignerons  par  la  notation  B(p,  y);  la 
deuxième  intégrale  ne  dépend  que  du  seul  paramètre  p^ 
et  nous  la  représenterons  avec  Legendre  par  le  symbole 
r(p).  On  aura,  en  conséquence, 

(0  Ti{p,q)  =  j    xP-^[i-^x)^-^dx, 

(î)  T[p)=  l    e-^xP-^dx, 

^désignant  ici,  comme  à  l'ordinaire,  la  base  des  loga- 
ï'itmes  népériens. 
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Les  fonctions  B[p,  q)  sont  dîtes  intégrales  eulérîennes 
de  première  espèce,  et  les  fonctions  Y{p)  intégrales  de 
seconde  espèce.  Pour  que  ces  fonctions  restent  finies,  il 
faut  et  il  suffît  que  les  paramètres  p  et  q  soient  positifs, 
ou  au  moins  que  leur  partie  réelle  soit  positive,  s'ils  sont 
imaginaires.  Dans  ce  dernier  cas,  il  faut  écrire  eP^^^^  au 
lieu  de  xPy  et  ainsi  des  autres. 

On  peut  donner  aux  intégrales  B  une  autre  forme 
qu'il  est  utile  d'indiquer.  Si  l'on  pose 

x= ?      I  —  a:= ?      dx=z- —, 

14-7  ï+r  (^"^^) 

dans  la  formule  (i),  l'intégrale  relative  à  y  devra  être 
prise  entre  les  limites  o  et  oo  ;  on  aura  donc,  en  remet- 
tant X  au  lieu  de  j^, 

(3)  B(,,,,)=jr'^^-^,rfx. 
ou  encore 

si  dans  la  deuxième  intégrale  on  remplace  x  par  - 1  dx 

par J-?  les  limites  qui  étaient  i  et  oo  deviendront  i 

et  o  ;  on  pourra  les  renverser  en  changeant  le  signe  de 
l'intégrale,  et  l'on  aura 

ou 

(4)  B(;,.,)=£îÇl±^^. 

Cette  formule  (4)  montre  que  la  fonction  B(^,  q)  est  sy- 
métrique par  rapport  aux  deux  quantités p  et  q  dont  elle 
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dépend,  en  sorte  que  Ton  a 

au  surplus,  cette  propriété  peut  aussi  être  reconnue  sur 
la  formule  (i),  car,  si  l'on  y  changea:  en  i — x,  on 
transforme  immédiatement  B(p,  ^)  en  B(y,  p). 

Réduction  des  intégrales  de  première  espèce  à  celles 

de  seconde  espèce. 

S16.  Nous  allons  montrer  que  les  fonctions  B(y:;,  q) 
peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions  F,  en  sorte  qu'il 
n'y  aura  plus  à  s'occuper  que  de  ces  dernières. 

Si  l'on  désigne  par  772  une  constante  positive  et  que  dans 
lafonnule  (2)  du  n°515  on  pose  x  =  nix'^  il  viendra 

(1  )  T(p)=mP  j     c-"»* V^*  rfx', 

d'où 

formule  dont  on  fait  en  analyse  un  fréquent  usage  et  qui 
va  nous  servir  pour  résoudre  la  question  que  nous  avons 
en  vue.  Effectivement,  on  a  d'après  cette  formule 

doncla  formule  (3)  du  n°  515  peut  s'écrire  comme  il  suit  : 

Il  est  permis  d'intervertir  l'ordre  des  intégrations  et  l'on 
peut  écrire 


Mp. 
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mais,  d'après  la  formule  (i),  x'p  j     C^^xP^^dx  est 
égale  à  r(y:;);  donc 


OU 


ce  qui  est  le  résultat  annoncé.  Nous  passerons  mainte- 
nant à  l'examen  des  principales  propriétés  des  fonctions 
de  deuxième  espèce. 

Première  propriété  des  fonctions  F. 

517.     En    intégrant    par    parties    la    différentielle 
xP^^  X  e^-^dxy  on  a 


i  xP-^e-'^dxzz:!—  xP-^e-'  -{-  [p  —  i)  f  * 


e-'xP-^dx. 


Si  l'on  a  y:;  ]>  I ,  la  partie  intégrée  disparaît  aux  deux 
limites  o  et  oo  ,  et  Ton  a 

^-oT^P-i cix={p-^i)  j     cr-'xP-^ dx, 
c'est-à-dirG 

(i)  r(/.)=.(/.-i)r(/;-i)î 

cette  équation  exprime  la  première  propriété  des  fonc- 
tions r  ;  on  en  déduit  immédiatement,  en  désignant  par 
m  un  entier  inférieur  à  ^, 

(2)      r(/7)  =  (;>~i)(A?~2)...(y7  — m)r(^  — m), 

d*oii  il  suit  que,  si  la  fonction  F  est  connue  pour  toutes 
les  valeurs  de  V argument  p  comprises  entre  o  et  i ,  ou. 
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plus  généralement,  comprises  entre  deux  entiers  consé- 
cutifs) la  même  fonction  sera  aussi  connue  pour  toutes 
les  autres  valeurs  réelles  de  l'argument. 

Si;?  est  un  nombre  entier  et  que  l'on  fasse  m=:p  —  i 
dans  l'équation  (2),  il  viendra 

r (77)  =  1.2.3.  ..(/>  —  i)r(i); 

mais, comme  l'intégrale  1  e^-^rfxestégaleà— e'-^-^-const., 

on  a 

(3)  J'^tr^dx  =  r{i)=i; 

donc 

\i]  r(/>)=:l.2.3.  .'[p  —  l), 

en  sorte  que,  sî  p  est  un  nombre  entier  supérieur  à  i, 
r(p)  se  réduit  au  produit  des  p  —  i  premiers  nombres 
entiers,  résulut  déjà  établi  au  n*»493. 

Deuxième  propriété  des  fonctions  T. 

M8.  La  propriété  que  nous  allons  établir  permet  de 

réduire  à  -  l'intervalle  d'une  unité  dans  lequel  il  sufGt 

d'effectuer  le  calcul  de  la  fonction  F  d'après  la  première 
propriété;  elle  donne,  par  exemple,  les  valeurs  de  cette 
ionction  qui  répondent  aux  valeurs  de  l'argument,  com- 

pnses  entre  -  et  i ,  lorsqu'on  connaît  les  valeurs  relatives 

fi^x  limites  o  et  —  # 

2 

Si,  dans  la  formule  (2)  du  n**516,  on  fait  (/  =  i — p, 
P  étant  supposé  ici  compris  entre  o  et  i,  il  viendra,  à 

cause  de  r(i)  =  i, 

r(p)r{i-^p)=:B[p,i-p], 
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et,  à  cause  de  la  formule  (3)  du  n°  515^ 


r,.,r,.-,,=/-;'^J. 


Mais  nous  savons  (n°489)  que  l'intégrale  contenue  dans 

cette  formule  a  pour  valeur  -: :  on  a  donc 

*  smpn 

(0  r(/.)r(i -;,)  =  -.'' 


sin  pir 

Telle  est  la  formule  qui  exprime  la  deuxième  propriété 
de  la  fonction  F.  Si  Ton  y  suppose  p=-i  elle  donne 


^•1^1='^. 


d'où 

{.)  Kî)  =  ^- 

Cette  formule  ne  difFère  pas  de  celle  que  nous  avons 

établie  au  n"  497.  Effectivement,  si  l'on  fait  p  =  -  dans 

2 

la  formule  (2)  du  n®  515  et  qu'on  écrive  x^  au  lieu  de  jr, 

on  aura' 


r[^=,r^'^=£ 


Troisième  propriété  des  fonctions  F. 

519.  Si  l'on  suppose  f/=p  dans  la  formule  (i)  du 
n?  515,  il  viendra 

W        '"'■■'"=/'[5-(î-')T''^- 
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On  voit  que  le  coefficient  de  dx  sous  le  signe  f  prend 

des  valeurs  égaies  quand  x  reçoit  les  valeurs  -  -h  A  et 
-  —  A  également  distantes  de  -*,  il  s'ensuit  que,  dans  la 
formule  précédente,  on  pourra  prendre  -  au  lieu  de   i 

2 

pour  limite  supérieure,  pourvu  qu'on  double  le  résul- 
tat. On  aura  ainsi 

.(„,)=. jf=[i-(i-.)-]'-V 

Si  Ton  fait  maintenant j:  =  -  \/r,  dx  =  —  t  -^ï 

les  limites  de  l'intégrale  relative  à  y  seront  i  et  o  ;  en 
renversant  ces  limites  et  changeant  le  signe  du  résultat^ 

on  aura 

c'est-à-dire 

W  b(/'.a')=^.b(^/')» 

et,  sien  faisant  usage  de  la  formule  (2)  du  n*>516  on 
remplace  les  B  par  leurs  valeurs  en  F,  puis  qu'on  se" 

appelle  que  F  f  - 1  =  v/îr,  il  viendra 


(3) 


^*^le  équation  (3)  exprime  la  troisième  propriété  des 
^^nciions  F;  elle  est  contenue  dans  une  autre  beaucoup 
plus  générale  que  nous  établirons  plus  loin. 
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Représentation  de  la  fonction  logr(j:)  par  une 

intégrale  définie. 

520.  Si  Ton  difTérentie  la  formule 


'" =/■ 


e-^K^^doi, 


et  qu'on  représente  par  r'(a:)  la  dérivée  de  T[x),  il 
viendra 


la  caractéristique  log  désignant  un  logarithme  népérien. 
La  formule  (i)  du  n**  516,  où  l'on  fait  />  =  i,  donne 


H. 


dz; 


si  l'on  multiplie  cette  formule  par  da  et  qu'on  l'intègre 
ensuite  entre  les  limites  i  et  a,  on  aura,  comme  nous 
l'avons  dit  au  n"  494, 


loga  =  / 


aZm 


En  remplaçant  loga  par  cette  valeur  dans  Texpression 
précédente  de  T\x)y  on  obtient 

on  peut  intervertir  l'ordre  des  intégrations  et  écrire 
La  première  des  intégrales  qui  figurent  dans  la  parenthèse 
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estr(j:);  la  deuxième  a  pour  valeur  (n"  516)  . — ~\^* 
Od  a  donc 

OU,  en  divisant  par  r(j:), 

si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  cette  formule  par 
rfj,  et  que  Ton  intègre  ensuite  entre  les  limites  i  et  x, 
il  viendra,  à  cause  de  logr(i)  =  logi  =0, 

On  peut  simplifier  cette  expression  de  logFfj:)  en 
opérant  comme  il  suit  :  en  faisant  x=:  a,  il  vient,  à  cause 
de  logr(2)=  log  I  =  G, 

(3)      o=rr«--fii±fiin^, 

et,  si  l'on  multiplie  l'équation  (3)  par  x — i,  puis  qu'on 
la  retranche  ensuite  de  l'équation  (a),  il  viendra 

enfin,  siTonpose  log(i  -f-z)=a,z  =  e" — i,  l'intégrale 
relative  à  a  devra  être  prise  entre  les  mêmes  limites  o 
^^  00 ,  et  l'on  aura  définitivement 

(5)    ^r{x)=/[(x_.)---^:^:^]t- 


Ï7i  CALCUL    INTÉGRAL. 

Déy^eloppement  de  la  fonction  \o^T{x)  en  série* 

521.  En  diflercntiant  la  formule  (5)  du  numéro  pré- 
cédent, on  a 

ely  en  difTérentiant  de  nouveau. 


-r-^ —  =1 «a. 


Remplaçons  le  facteur ^  par  sa  valeur 

nous  aurons 
£Plogr(.r) 


î^=  r  e-^'o^doi^  r<r--( 


o 


X 


OU,  en  évaluant  chaque  terme  au  moyen  de  la  formule  (i) 
du  n°  516, 


-4-  ; r.  H- 


r/x»  X*        (j:H-i)*        (^-r-2)*        (^-î-3)« 

formule  dont  le  second  membre  est  une  série  qui  reste 
convergente,  quel  que  soit  x. 

Si  Ton  intègre  les  différents  termes  de  la  formule  (a) 
multipliée  par  dx  entre  les  limites  i  et  x,  on  aura 

(3)  /  \ 

3- JT^j"^-'-' 
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et  la  série  qui  figure  dans  le  second  membre  sera  con- 
vergente comme  celle  d'où  elle  est  tirée  par  Tintégra- 
tion.  Quant  à  la  quantité  — G,  elle  est  évidemment  égale 

à  la  valeur  que  prend  pour  x=- 1  la  dérivée  — J^  y  et 
l'on  a,  par  Téquation  (i), 

cette  quantité  G  est  connue  sous  le  nom  de  constante 
d'Euler;  nous  verrons  tout  à  l'heure  comment  on  peut 
calculer  sa  valeur. 

Si  l'on  intègre  entre  les  limites  i  et  a:  la  formule  (3) 
multipliée  par  dXf  il  viendra,  à  cause  de  logr(i)  =  o, 

l  iogr(.r:-_  -  c  (x  -  I )  +  (^  -  log  f ) 

(ormuledontle  second  membre  est  une  série  convergente 
comme  celle  qui  figure  dans  la  formule  (3).  On  peut  se 
débarrasser  aisément  de  la  constante  G;  si,  en  effet,  on 
posex=  2  dans  la  formule  (5),  il  viendra 


(6)o=-c-.(i_log^)-.(i-log^)^...-.(i-log 


m  -V- 1 


m 


et,  si  l'on  retranche  de  l'équation  (5)  le  produit  de  l'équa- 
tion (6)  par  X  —  I,  on  aura 

logr(a:)  =  |^(x-i)log^-logf] 
(7)  4.  \[a:  -  ,)log  l  -  log  f^ll  4..  .V 


[(*-l)lo 


g—- log -+-...> 

m  m  \ 
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OU,  pour  abréger. 


m  =  00 


(8)  logr(-:)=^  r(x_,)log(.  +  i)-log(.-{-l_-L)]. 

m  =  l 

Désignons  par  log(i -h€;„)  la  somme  des  termes  qui 
suivent  le  m'***  dans  la  série  (7)  ou  (8);  comme  cette 
série  est  convergente,  la  quantité  €m  s'annulera  par 
m  =  00  ,  et  Ton  aura 

logr(j:j=:     (x  — i)iogY—  logy    H-... 

(ar  — i)log-^^ log ^^ J  -Mog(i4-t, 

ou,  en  revenant  des  logarithmes  aux  nombres, 

le  facteur  f  n j       se  réduisant  à  i  pour  m  =  00  ,  on 

peut  le  supposer  compris  dans  i  -{-£;„  et  écrire 

-    .  ,    .  ( I  . ?. .  .  ,m\m^'~^  ,  . 

c'est-à-dire  que  l'on  a 

,     ,         ,    X       ,.  (i  .9...  .m^/7i'-* 

(10)  (jr=lim : 9     pour/w  =  Qo. 

^      '         ^    •  Jr(x-i- ij.  ..l^H-m  — ij        ^ 

Remarquons  encore  que  la  formule  (6)  donne  pour  la 
constante  d'Euler 

(11)  C  =  lim(n h«-h...H logmj9    pouriw=:Qo. 
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Déçeloppenient  de  la  Jonction  logT{i-hx)  en  série 
convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  X  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre 

—  1  e£  -h  t. 


622.  Si  Ton  change  a:  en  a:-f-i  dans  la  formule  (2) 
dun^SSly  on  aura 

'       I  ■  ■ 


et,  en  difTérentiant  n  —  a  fois, 

1.2. ./i  ^»  n      L(a:-hl)'»        (jr-+-2)'»  '  ***J' 

posons  généralement 

on  aura,  pour  x  =  o, 

I        £f>logr(i-har)^.       ,,S„i 
1.2. .  .n  dxP'  ^        '     n 

sxn  est  ^  I ,  et  Ton  a  d'ailleurs^  pour  a:  =  o, 

-^-^ ^^=--C,      logr(H-x)r=0; 

la  formule  de  M aclaurin  donnera  donc,  pour  les  valeurs 
de  X  comprises  entre  —  i  et  -f- 1 , 


X»        ^    .r'        ^    X* 


(l)      logr(H-jr)  =  — CxH-S, ^»  T  "^^*  T  "^ 

Cette  formule  n'est  pas  commode  pour  le  calcul,  parce 
que  les  sommes  S  décroissent  peu  rapidement,  mais  on 
peut  obtenir  des  séries  plus  convergentes  ;  si  à  la  dernière 
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équation  on  ajoute  la  suivante  : 

^«       jj»       j.k 
o  =  —  log[i  -f-  x)  -4-  j? ^  Y  "~  T  "^  '  *  *  ' 

il  viendra 

Ilogr(n- jt)  =  —  log(i-f-a:)-+-  (i  — C)x 
+  i(S,-i)x«--i(S,-i)x»-*-...; 

les  termes  de  cette  série  décroissent  assez  rapidement, 
mais  on  peut  encore  augmenter  sa  convergence.  En  chan- 
geant X  en  —  X  dans  la  formule  précédente,  on  a 

Ilogr(l  — x)  =:  —  log(l  —  x)  —  (l  — C)x 
^l(s,-i;ix*-ï-i(s,-i)x»-H.... 

Mais  on  a 

r(n-x)=xr(x),    r(x)r(i-x]=:-jj^^, 

etf  en  multipliant, 


r(i  -f-x)r(i  — x)  =  -T 


TTX 


SinTTX 

d'où 

fTX 

logr(i  -f-x)  +logr(i  —  *)  =  log  -j— — . 

Ajoutant  cette  équation  avec  l'équation  (2},  retranchant 
ensuite  l'équation  (3),  et  divisant  le  résultat  par  a,  il 
viendra 

logr(i-i-x)  =-  log- log h  (i  —  Cjx 

.  2        sinirx       2    °  I  —  X       ^  ' 

^^^  *  X»  X»  y 

(S,-,)Ç_(S.-.1--(S,-.}1--... 

D'après  les  propriétés  démontrées  plus  haut,  la  fonc- 
tion r  sera  connue  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  l'ar- 
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gumenty  si  Ton  connaît  cette  fonction  pour  les  valeurs 

I  I     ^ 

compnses  entre  o  et  ->  ou  entre  -  et  i,  ou  entre  i  et 

i  +  ->  ou  etc.;  or  Téquation  (4)  permet  de  calculer 
très-rapidement  logr(n-  x)  pour  les  valeurs  de  x  com- 
prises entre  o  et  -  •  Dans  son  Traité  des  fonctions  ellip- 

tiques,  Legendre  a  donné  avec  seize  décimales  les  valeurs 
de  Sfl  depuis  /i  =  2  jusqu'à  n  =  35. 

Si  dans  la  formule  (4)  on  fait  j:=  i  et  x  =  -»  ce  qui 

donne  r(x-i-i)  =  i  et  T{x  +  i)  =  -  yfH^  on  aura  deux 
équations  qui  pourront  servir  au  calcul  de  la  constante  C  ; 


fr.r 


on  trouve,  en  observant  que  log-r-^^ — H  log(i — x)  =  o 
pour  x=i, 

.-C=!loga  +  i(S,-.)  +  i(S,-.)+i(S,-i)+.... 

quatorze  sommes  S  suffisent  pour  obtenir  C  avec  quinze 
décimales;  on  trouve  ainsi 

(5)  0  =  0,5772156649015328; 

nous  ferons  connaître  plus  loin  un  procédé  plus  expé- 
ditif  pour  calculer  cette  constante,  et  qui  n'exige  pas  le 
calcul  préalable  des  sommes  S. 

Evaluation  de  la  fonction  —         '  dans  le  cas  oh  x 
est  un  nombre  commensurable. 

823.  La  fonction  — ^  ^    '  peut  s'exprimer,  sous  forme 
^e,  par  on  nombre  limité  de  termes,  toutes  les  fois 


13. 
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que  X  est  un  nombre  commensurable.   Si,  en  effet,  on 
ajoute  les  deux  équations  (i)  et  (4)  du  n^  521 ,  il  viendra 


o 
a — a 


f^ 


dx  ~  " 


ou,  en  posant  e~*  =  z, 

•'o 

si  l'on  a  x  =  —9  m  et  71  étant  entiers,  et  que  l'on  fasse 
z  =  a**,  on  aura 

la  différentielle  sous  le  signe  1  est  ici  une  fraction  ra- 
tionnelle, et,  par  conséquent,  son  intégrale  pourra  s'ex- 
primer par  des  quantités  algébriques,  logarithmiques 
ou  circulaires.  Par  exemple,  on  aura 

i:glf)=_c-,jr'^,=-c.io,4(po».=i). 

Si  la  quantité  x  se  réduit  à  un  nombre  entier,  la  for- 
mule (i)  donne 


^logr( 


^-i-c=  r  (i-f-z-f-«*-4-...-+-«'-»)r/;5, 


dx 

c'est-à-dire 

la  somme  contenue  dans  le  second  membre  de  cette  for- 
mule est  connue  sous  le  nom  de  suite  harmonique. 
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Recherche  du  minimum  de  la  fonction  T[x)» 

524.  La  formule  (  2  )  du  n®  S21  montre  que  la  fonc- 
tion —  ■  ^  ^  est  positive  pour  toutes  les  valeurs  de  la 
variable X  supposée  réelle  et  positive;  en  conséquence, 

,    .     .      ^logr(x)        r'f-c) 

la  lonction -, ou      ,   ,    est  constamment  crois- 

€Lc  T[x) 

saute;  d*ailieurs  on  voit,  parla  formule  (3)  du  même 
numéro,  que  cette  fonction  est  égale  à  —  00  pour  x  =  o 
et  à  H-  00  pour  x  =  -h  00  .  Il  suit  de  là  que  la  dérivée 
r'(x)  ne  peut  s'annuler  qu'une  seule  fois,  et  par  suite 
que  la  fonction  T[x)  n'offre  qu'un  seul  minimum.  Ce 
minimum  a  lieu  nécessairement  pour  une  valeur  de  a:  com- 
prise entre  I  et  a,  puisque  l'on  ar(2)  =  r(i);  quand  x 

est  infiniment  petit,  la  fonction  F  [x)  =  — =  - 

est  infinie;  quand  x  croît  jusqu'à  00  ,  Y{x)  décroît  jus- 
qu'à ce  qu'elle  ait  atteint  son  minimum,  et  elle  croît 
ensuite  jusqu'à  00 . 

Si  l'on  veut  obtenir  la  valeur  de  x  qui  répond  au  mini- 
mum de  r  (  I  -f-  x) ,  il  suffira  de  déterminer  la  racine  positive 

11»^        •      -r»//          \              i/loc  r  f  I -t- x  j 
unique  de  1  équation!  '(i-Hx)  =  o  ou  — ^-—^ =  0. 

Cette  équation,  d'après  la  formule  (2)  du  n°  522,  est 


0= ^- h  (ï—  C)  -H  (S,— i)a?  — (Sa  — i)x*-4-  ..., 


et  l'on  reconnaît  facilement  que  la  racine  est  comprise 
entre  0,4  et  o,5  ;  on  trouve  ensuite  parles  méthodes  d'ap- 
proximation connues 

I  -4-4:  =  I,46l632ï...; 
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et  Ton  obtient,  par  la  formule  ( a)  ou  (4)  du  n®  822, 

log  vulgr  (i  -f-  a:)  =  1 ,9472392, 

d'où 

r(i-f-x)  =  o,8856o32. 

Remarque  sur  l'interpolation  de  lafonctioanumérique 

i.a.3. .  .(x  —  i). 

525.  Puisque  Ton  a 

r (or)  =  1.2.3. .  .(j? — l), 

quand  x  est  un  nombre  entier,  la  fonction  r(  j:)  peut 
servir  à  Tinterpolation  de  la  suite  dont  le  terme  général 
esti.a.3. .  .(x — i).  La  formule  précédente  exprime,  en 
effet,  ce  produit  par  le  moyen  d'une  fonction  continue 
de  x  dans  laquelle  la  variable  est  susceptible  de  recevoir 
toutes  les  valeurs  imaginaires  dont  la  partie  réelle  est 
positive.  Mais  la  formule  (8)  ou  (10)  du  n^  521  fournit 
un  mode  d'interpolation  beaucoup  plus  général,  puis- 
qu'elle permet  d'exprimer  le  produit  i.2.3...(a:  — i) 
par  une  fonction  continue  de  x,  dans  laquelle  la  variable 
peut  recevoir  une  valeur  réelle  ou  imaginaire  quelconque. 
Comme  ce  résultat  est  d'une  extrême  importance,  il  n'est 
pas  hors  de  propos  de  faire  voir  que  les  considérations 
les  plus  élémentaires  conduisent  immédiatement  aux  for- 
mules dont  nous  parlons,  lorsque  l'on  cherche  à  inter- 
poler la  fonction  numérique  i*2*3...(j?  —  i). 

Soient  donc  x  et  m  deux  nombres  entiers  positifs, 
les  j: — I  fractions 


mm  m 


/w -f- 1        m-Hi  m-f-jr  —  I 

tendront  vers  l'unité  si  m  tend  vers  l'infini,  x  restant 
constant;  il  en  sera  donc  de  même  du  produit  de  ces 
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X  —  I  fractions,  et  l'on  aura 


(w-hi)  (/» -H  2). . .(/« -+- a:  —  i)         l-f-8 


m 


Bm  étant  une  quantité  qui  s'annule  pour  m  =  00  .  Multi- 
pliant les  deux  termes  de  la  fraction  du  premier  membre 
par  1 .2. . .  m  et  chassant  le  dénominateur  I -!-£;„  y  il  vient 

(i  .2.3.  .   in)  m*~* 

et,  en  multipliant  les  deux  membres  par'i  .a.3. . .  (x  —  i  ), 
on  a 

^       ,  »  (1.2.3. ../?i^  ot'—*        , 

1.2.3.  .  .fx  — Il  =  — —^ ; ■ ■ (1  -^  t,n) 


ou 


o      /          \      V         (1.2.3.  .  .mlw*-*      ,  ^ 

1.2.3...  [x  —  ij=:lim — ■ ; — ; ipourm  =  oo  ). 

^  '  j:(j?-f-i)...(m-f-a:  — i)  ^*  ^ 

C'est  précisément  la  formule  (10)  du  n®  521  dans  le  cas 
de  a:  entier,  et  l'on  en  déduit  sans  difficulté  la  formule  (8) 
du  même  numéro. 

Dans  les  recherches  qu'il  a  entreprises  sur  cet  objet, 
Gauss  a  pris  la  formule  (lo)  du  numéro  cité  pour  l'ex- 
pression générale  de  la  définition  de  r(x);etM  .Liouviile, 
adoptant  ensuite  le  même  point  de  vue,  est  parvenu  à  plu- 
sieurs résultats  intéressants  (  *  )  ;  on  voit,  par  ce  qui  pré- 
cède, combien  cette  marche  est  naturelle.  D'après  l'ana- 
lyse que  nous  avons  développée,  le  second  membre  de 
la  formule  (8)  du  n°  521  est  une  série  qui  reste  conver- 
gente pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x,  et  par 
conséquent,  dans  la  même  hypothèse,  le  second  membre 
de  la  formule  (10)  du  même  numéro  tend  vers  une 
limite  déterminée.  Mais,  pour  justifier  la  nouvelle  défi- 

(*  )  Foir  sur  cet  objet  une  Note  de  M.  Liouville,  insérée  au  tome  XVIK 
1**  série,  du  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées. 
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nition  des  fonctions  F,  îl  est  nécessaire  d'établir  que  la 
même  chose  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  négatives  ou 
imaginaires  de  x.  On  voit  d'abord  sur  la  formule  (lo) 
(n^  521)  que  T[x)  est  infinie  lorsque  x  est  égal  à  zéro 
ou  à  un  nombre  entier  négatif  quelconque  ;  ce  cas  étant 
mis  de  côlé,  je  dis  que  la  série  de  la  formule  (8)  est  tou- 
jours convergente.  En  effet,  le  terme  général  dans  lequel 
on  suppose  m  supérieur  au  module  de  a: —  i  est 


ou 


€m  désignant  une  quantité  qui  s'annule  pour  m  =  oo  ;  il 
résulte  de  là  que,  à  partir  d*un  rang  suffisamment  éloigné, 
les  termes  de  la  série  décroissent  comme  les  termes  de 

la  série  \  —5;  donc  cette  série  est  toujours  conver- 
gente, et  par  suite  le  second  membre  de  la  formule  dont 
nous  nous  occupons  tend  vers  une  limite  finie  et  déter- 
minée. 

Démonstrations  nouvelles  des  propriétés   de  la 

fonction  T{x). 

526.  Les  propriétés  de  la  fonction  F  établies  plus  haut 
découlent  immédiatement,  comme  on  va  le  voir,  de  la 
formule  (10)  du  n**  521. 

Première  propriété.  —  On  a 

T(x]  =z  f  I  _i_  g^\ 

^   ^        ar(ar-f-ij...lx-+-/w  — 1)  ^    ^   '"^' 

r{x-4-i)  = fi-i-«  ) 

^  ^        ^x-t- Ij^o:  4-2). ..(*-+-/»]  ^      •    •«'' 
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d'où,  en  divisant, 

r(x-+-i1  m      i-+-6'„ 

et,  en  faisant  m  =  oo  ,  il  vient 

V[x'\-\]=xV[x), 

ce  qui  est  Ja  première  propriété  de  la  fonction  F, 

527.  Deuxième  propriété.  —  Si  l'on  multiplie  entre 
elles  les  deux  équations 

«/    X  (i  .2.  .  .m)  /w*-*  ,  . 

^    '        x(ar-M).  .  .(ar-h/w  — i)  ^  ^ 

il  viendra 

(n-£)(i-f-«;„)(i-t-e'J 


r(:r)r(i-x].z. 


(-^)(-S)-(-5) 


X 


si  l'on  fait  m  =  oo  ,  le  numérateur  du  second  membre 
de  cette  formule  se  réduit  à   i   et  le  dénominateur  à 

-  sinîrx,  à  cause  de  la  formule  connue 

sinz  =  z(.-^)(i-^)(.-^)... 

(t'oirmon  Traité  de  Trigonométrie,  5®  édit.,  p.  247)» 

on  a  donc 

r(x)r(i  — a:)=-r-^, 

^">  en  multipliant  par  x, 


r(i-+-x)r(i— a:)=  - 


ÎTJ? 


smTTj; 


S28.  Troisième  propriété.  —  La  troisième  propriété 
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de  la  fonction  F  n'a  été  démontrée  au  u?  519  que  dans 
un  cas  particulier  :  nous  allons  l'établir  ici  dans  toute  sa 
généralité. 

Soient  X  une  quantité  réelle  ou  imaginaire    quel- 
conque, n  et  i  deux  entiers   positifs;  si  dans  la  for- 

mule  (9)  du  n®  521  on  remplace  x  par  x  H — >  il  viendra 


n 

X4---1 

ni;» 


donnant  ensuite  à  i  les  n  valeurs  o,  i ,  a,  . . . ,  n  —  i ,  et 
multipliant  entre  elles  les  égalités  résultantes,  on  obtient 

r(x)r(x  +  l)r(.  +  ^)...r(.  +  ^) 


nx  — 


(1.2.  .  .m)"/?!  «    /?'""         .  ^ 

Cm  désignant  toujours  une  quantité  qui  s'annule  pour 
m  =  GO  .  Mais  l'équation  (9)  du  n®  521  donne  aussi,  en 
remplaçant  x  par  nx  et  en  écrivant  mn  au  lieu  de  m, 

,       .  (\  ,7..  .  . mn ^  ( mn ]«*— * 

Tlnx)= ^ ■ i-^C\ 

^       '       ftx  ^njc -r- ij.  .  .[nx -h  mn  —  1)  ^ 

et  Ton  a,  par  les  deux  équations  précédentes, 

: i ^^ 1 ^ L  ==:  i ( i-l- I 

/i-«*r(/ix)  ^    îLzJ  ^ 

(1.2.  ,,mn]m  * 

Zm  désignant  encore  une  quantité  qui  s'annule  pour 
m  =  00  .  La  limite  du  second  membre  de  cette  formule 
est  une  fonction  de  n  indépendante  de  x;  en  la  dési- 
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gnantpar(f(7i)y  on  aura 


(I 


]T(x]T^^-^^r(x-h^...r^x-^'^^ 


la  fonction  (^(71)  étant  définie  par  la  formule 

,  ,      ,.    (i. 2... /7i) «/!'»'»-»-*  , 

y(«)=rlimi j^-— j  {pour/7i=oo). 

(1.2. .  .m/i)/»   ■ 

Si  Ton  fait 

.  ,    s       I «StS. .  «m 

^  m)=:  ^ — 9 

m      s 
on  pourra  écrire  aussi 

en  posant,  pour  abréger,  • 

on  a  anssi,  en  changeant  m  en  a  m, 

A  -lim  fii^^', 
puis 

L+(2m)J  +(2m/iJ 

saisies  quantités  lim  ^^  et  lim  ^J^^^  sont  égales 
^  Aji  donc  on  a 

A|,=  A^*     et    y(/i]  =  V^A;f»; 
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quant  à  la  constante  A3,  sa  valeur  est 

A,=  ^— =^  =  hm   j— 

V^  (1.^.3. ..2m)m^ 


=  «»V/<?3lt 


2/71  —  2         2m 


2/W  —  I  2m —  I  ' 


d'après  la  formule  de  Wallis  (n®  492),  la  quantité  sous 
le  radical  a  pour  limite  4  -  ou  2 tt;  on  a  donc 

At=\/2Ïir, 
par  suite 

y(/i)  =/i'^(2ir)    * 
Ot 

(2)r(x)r^:r-hiy..r(a:-4-^^W(27r)"*~/i-'^'*"»^ 

Telle  est  Féquation  qui  exprime  la  troisième  propriété 
de  la  fonction  F  ;  en  y  faisant  tz  =  2,  il  vient 

r [x)  r(x  -4-  - )  =  ff«2-«'+»r  (23r), 

ce  qui  s'accorde  avec  le  résultat  que  nous  avons  obtenu 
au  n«  519. 

La  démonstration  que  nous  venons  de  présenter  de  la 
formule  (2)  est  directe  et  indépendante  des  autres  proprié- 
tés de  la  fonction  F.  Pour  déterminer  la  constante  A^j  on 

aurait  pu  se  servir  utilement  de  la  relation  F  (  -  j  =  0r; 

ainsi ,  en  faisant  j?  =  -  et  n  =:  2  dans  la  formule  (i) , on 
aurait  eu 

V^  ^=  -  y (2)  =  -  ^2As,     d'où    Air=  y^ïlr. 
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comme  nous  Tavons  trouvé  autrement.  Enfin  on  peut 
obtenir  très-simplement  la  fonction  9(1)9  comme  le  fait 
LegendrCy  en  se  servant  de  la  deuxième  propriété  des 
fonctions  F;  posons  en  effet  x  =  0  dans  la  formule  (i), 

après  avoir  remplacé  T[x)  par  -^ et  T[nx)  par 

-j  il  viendra 

nx 

i,|„,  =  r(l)r(;)...r(lz^), 

OU,  en  renversant  les  facteurs, 

;„.,  =  r(i^)r(i^)..  r(:), 

multipliant  ces  deux  valeurs  de  -  cp(/i),  et  observant  que 

'        ^  '  «in  — 


9  on  aura 

n 
n 


?•(«)  = 


««tt'»-* 


sm  -  sm  —  ...  sin ■ — 


n         n  n 

inais  on  sait  que  le  dénominateur  de  cette  expression  est 
^al  à  ----  :  donc 

y*(iï)  =  /i(2ir)»-»     et     f[n)z=^n(2ir)    *, 

comme  nous  l'avons  trouvé  plus  haut. 

-application  de  la  théorie  des  intégrales  eulériennes 
à  la  détermination  de  quelques  intégrales  définies, 

S29.  Si  m  désigne  une  quantité  positive,  on  a  (n**  516) 
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Cette  formule  subsiste  quand  m  est  une  quantité  ima- 
ginaire dont  la  partie  réelle  est  positive,  mais  cette  pro- 
position exige  une  démonstration.  Remplaçons  m  par 

a  —  t\l — I ,  et  désignons  par  R  et  4>  le  module  et  l'ar- 
gument de  la  valeur  que  prend  alors  l'intégrale  précé- 
dente, on  aura 

(2)  Re*^/^z=  r   er<'^yR)'xP-^dx, 

et  il  est  évident  que  cette  expression  restera  finie  si  a  est 
une  quantité  positive.  Posons 

(3)  tz=ataugf, 

(f  étant  un  angle  compris  entre et  H — ;  Rcos4^  et 

Rsin4>  seront  des  fonctions  continues  de  y,  respective- 
ment égales  à  la  partie  réelle  du  second  membre  de  la 

formule  (  2  )  et  à  la  partie  que  multiplie  ^ —  i .  Pour  avoir 
les  différentielles  de  ces  fonctions,  on  pourra  différentier 

sous  le  signe  /  les  intégrales  qui  expriment  leurs  va- 
leurs, et  il  est  évident  qu'on  obtiendra  le  même  ré- 
sultat, d'une  manière  plus  simple,  en  exécutant  la  diffé- 
ren dation  sur  la  formule  (2).  On  a  ainsi 


/ 


mais  l'intégration  par  parties  donne 

et,  comme  la  partie  intégrée  s'annule  aux  limites  o  et  00  , 


^{a-^ty[rî)x  ^p  n 

a— fi/— I         a  —  tJ—iJ 
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à  cause  de  a^  o,.  on  a 


r 


.(.-«V=î)*xi'^  =  P£2!ff!î^  Ren^ 


ce  qui  réduit  réquatlon  (4)  ^ 

dlogK        I d^      p  v^^ffîv^ 

df  df  cos^ 

Egalant  entre  elles  les  parties  réelles  et  les  parties  ima- 
ginaires, il  vient 

dlo^K siny       d^ 

do  cos®       df 

ou 

locRr= — p  I  — ^— ?  =logcos''9-f- const., 
^  ^J     cosy  ^ 

♦  =  /?y  +  const. 
Or, lorsque  £  ou  y  est  nul,  on  a  0  =  o,  R  =  -^~}  donc 


aP 


*=Pf,     K=z^^cosPf, 


ctf  par  conséquent,  la  formule  (a)  devient 

(^)        /     e-^^^>f^'xt^^dx=^-^cosPffePW^^     ' 

et  Ion  peut  écrire  aussi 

(6)  r  ^a^i^x^p-l^  ^    Ei^L  , 

ce  qui  est  précisément  la  formule  (i),  dans  laquelle  on  fait 
m=a — t  yl —  I ,  Mais,  comme  l'expression  {a — t  y/ —  i  Y 
est  susceptible  de  plusieurs  valeurs  quand  p  est  fraction- 
naire, il  faut  bien  remarquer  que  l'argument  de  cette 
puissance  doit  être  obtenu  en  multipliant  par  p  Targu- 

inent  de  a  —  t  ^ — i  pris  entre  les  limites et  H — • 
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La  formule  (5  )  se  décompose  dans  les  deux  suivantes 


£ 


i7)       ■    /*•  r(  ) 

/     x'^*  er-^^  sin  /xrfa:  =  — ■ —  cos^  y  sin/?  f 

=  -^  sm^'î^sm/^y, 

où  les  trois  quantités  c,  ty  9  sont  liées  entre  elles  par  la 
relation  (3). 

530.  Nous  avons  admis  que  les  Intégrales  qui  figurent 
dans  ces  formules  ont  des  valeurs  finies  et  déterminées  ; 
c'est  ce  qui  a  lieu  effectivement  quand  la  quantité  a  est 
positive,  comme  nous  l'avons  supposé.  Mais  il  n'est  pas 
évident  qu'il  en  soit  de  même  lorsque  a  est  nulle,  c'est- 

à-dire  lorsque  (f=  ~>  t  ayant  une  valeur  finie;  dans  ce 

cas,  les  formules  (7)  ne  subsistent  que  si^  est  Inférieur  à 
l'unité.  Pour  le  prouver,  il  nous  suffira  de  considérer  la 
deuxième  des  intégrales(7)  ;  ce  que  nous  allons  dire  s'ap- 
plique à  la  première,  avec  les  changements  convenables. 
La  quantité  t  étant  supposée  positive,  soit 


(m  +  l)« 


( —  i)'^Ufn'=  j  x'^^  ^~^*  sin  txdx^ 

t 

ou,  en  faisant  la  substitution  x  = 9 

il  est  évident  que  l'intégrale  contenue  dans  la  deuxième 
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formule  (7)  est  la  somme  de  la  série  convergente 

«0  —  «1  -+-  «1  — -  tt»  -h . . . , 

dans  laquelle  les  termes  sont  alternativement  positifs  et 
négatifs,  et  décroissent  indéfiniment  quand  on  a  a  ]>  o. 
Mais,  lorsque  a  est  nul,  Um  se  réduit  à  l'expression 

qui  ne  devient  nulle  pour  m  =  00  que  si  Ton  a  ^  <^  1 . 
Dans  cette  hypothèse,  la  série 

Uo— Ut-4-U,-U,-^... 

est  convergente,  et  je  dis  qu'elle  a  pour  somme  la  valeur 
que  prend,  pour  a  =  o,  la  somme  de  la  série  précédente. 
En  effet,  si  5  et  S  désignent  les  sommes  des  deux  séries, 
s  m  et  Su  les  sommes  formées  par  les  n  premiers  termes, 
Tji  et  Ri,  les  restes  correspondants,  on  aura 

la  différence  Su — Sn  s'annule  avec  a  ;  d'ailleurs,  R;,  et  r„ 
tendent  l'un  et  l'autre  vers  zéro,  quand  n  augmente  in- 
définiment; donc  S  — s  s'annule  pour  a  =  o. 

D'après  cela,  les  formules  (7)  donneront,  pour  a  =  o 


ir 


OU  9=  -> 


»    1               ,           rf/?]          »7r 
XP~^  CO^  txdx  =z  -  ces 9 

xP—^  sintxdx  =      '     sm  — 9 

tP  2 


pourvu  que  p  soit  compris  entre  o  et  1 . 

Si  l'on  remplace  Tlp)  par  sa  valeur r— > 

^  \r/  r  p  ^j  — /?)sin/?7r 

S. —  Cale,  int,  i3 
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dans  la  dernière  formule,  il  viendra 


/ 


•.-.«.,xd:.= : , 


arT(i— /?;cos' — 


l'intégrale  reste  finie  pour  ^  =  o,  et  l'on  a 


^9'  I  - 


siïitx  -         ir 
dxz=  — > 


X  a 

o 


comme  nous  l'avons  déjà  trouvé  au  n®  494. 

531.  Les  formules  précédentes  permettent  de  < 
miner  un  grand  nombre  d'intégrales  déGnîes  ;  nous  s 
présenter  quelques  exemples. 

Remarquons  d'abord  que  les  équations  (8)  ne 
posent  aucunement  la  formule  d'Euler  d'où  nous  ; 
tiré  la  deuxième  propriété  des  intégrales  eulériennes 
est  très-facile,  au  contraire,  d'en  déduire  cette  fori 
E^ectivement,  multiplions  la  première  des  équatior 

par 5>  et  intégrons  ensuite  de  t=okt  =  co 

tégration  pourra  être  exécutée  sous  le  signe  I  9  de 
premier  membre,  et  l'on  aura 

Jf**  cos/x 
'     — ; — j  dtesX 
o 

à  -  e""^  (n**  496)  ;  le  premier  membre  de  la  formuk 
cédente  se  réduit  donc  à  -r(;7),  et  l'on  a 


2 

•  CCS 


a 
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posant  f  =.r"*  et  mettant  ay?  —  i  au  lieu  de  p^  il  vient 

10  /        . =  -: , 

J        1-4-  X        siny?7r 

ce  qui  est  la  formule  démontrée  au  n®  489.  Notre  ana- 
lyse suppose  ici  que  p  est  compris  entre  o  et  ->  mais  la 

formule  précédente  subsiste  pour  les  valeurs  de  p  com- 
prises entre  o  et  i ,  car  l'intégrale  du  premier  membre 

reste  la  même  quand  on  change  j:  en  -  et  ;;  en  i  — p, 

X 

m 

S32.  Soit  ^  un  nombre  compris  entre  o  et  i ,  et  sup- 
posonsp^^.  Multiplions  chacune  des  équations  (7)  par 

t9-i  di  =  a'i  tang'3'-i  «  — ?- , 

et  intégrons  ensuite  de  t=:o  àt=:-f-oo  ou  de  ç  =  o 
â  f  =: -;   dans   les   premiers   membres,   l'intégration 

pourra  être  exécutée  sous  le  signe   I  et  IN 


on  aura 


f    z'^r**     /     /7-icosfxc// |d:r=-j;^  /    cos'^^^*ysin«'-*ycos/7yi/5>, 

D'après  les  formules  (8),  les  intégrales  relatives  à  t 
qui  figurent  dans  les  premiers  membres  des  précédentes 
équations  ont  respectivement  pour  valeurs 

— ^cos^— j     — 4-^sm--; 
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ces  premiers  membres  sont  donc 


-^e-^^'djc, 


0 

OU 

aP-9  '      '  a^-^ 


on  a  donc 


o 


-^—  ces 


(")  {    , 

Si    Ton  suppose   y=p  —  i,  on   aurar(;? — ^) 

1  ((/)=     __'■•)  et,  par  suite, 

J'    sin'^^ocos/?©^©  = sin  —  : 

(la) 


Je                          I 
I    siû'^'y  sinpfdf  = 


DIT 

cos^-— ; 


dans  ces  formules  (la),  le  nombre  p  est  supposé  >  i 

Dans  les  formules  (  1 1  ),  y  doit  être  <^  i  ;  mais,  com 

les  membres  de  chacune  d'elles  sont  des  fonctions  coi 

nues  de  q  toujours  égales  entre  elles,  Fégalité  aura  1 
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encore  pour  y  =  i  ;  on  a  ainsi 


cosP— »  tf  cosp  fdf^izo^ 


cos''-*^  siapfdf  = 


p  — I 


Ces  formules  supposent  encore  p  ]>  i;  îl  faut  remarquer 
qu'on  peut  en  tirer  les  formules  (ta)  par  le  changement 

de  f  en y,  et  inversement. 

Si  Ton  remplace  T(g)  par  -: -, r  dans  la  se- 

^  ^^'  ^      smç7rr(i  — ^) 

conde  équation  (ii),  et  que  Ton  fasse  ensuite  y  =  o,  il 

viendra 

« 

(l4)  r\osP-^,'^d,^î:, 

<Jans  cette  formule,  p  doit  être  positif;  mais  Tintégrale  a 
une  valeur  constante  indépendante  de  p. 

S33.  D'après  ce  qu'on  a  vu  au  n°  529,  on  peut  écrire 

<î^  en  multipliant  par  la  fonction  -. j  où  a  e^t 

(i  -4-  x  v'—i  j 

«apposé  positif, 

Multiplions  encore  de  part  et  d'autre  par  xP"^  dx  et  în- 
^ons  dea:  =  oàa:  =  oo;  l'intégration  pourra  être 


1()3  CALCUL    INTÉGKAL. 

exécutée  sous  le  signe  /  dans  le  second  membre,  et  Ton 


aura 


I 


r-»« 


On  a  aussi 


et,  en  multipliant  par  xP"*  e^'^^^^y/^  dxj 
intégrant  dex=oàa:  =  co,  il  vient 

Désignons  par — — la  valeur  de  chaque  membre 

de  la  formule  (i6),  la  formule  (i5)  deviendra 

(   (tAt -  =  WWI    («-"v-O^-. 

égalant  entre  elles  les  parties  affectées  du  facteur  y  —  i , 
et  faisant  ensuite  p  =  o,  on  aura 

^xnnx 

La  valeur  de  H  est  donnée  par  la  formule  (i6).  On  a, 
pour  le  cas  de  y:?  =:  o, 
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or  le  faeteur  entre  crochets  /     — ^-^  dx  est 

égalà-h-ouà (11°  495),  selon  que  j  est  infé- 

rieur  ou  supérieur  k  a-h  z\  donc  on  a 

et)  en  différen liant  par  rapport  à  a, 

aa  ^  ' 

En  différentiant  aussi  Téquation  (17)  par  rapport  à  a^ 

on  a 

dn 


Jr"  cosax      î      r 


aa 

o 


etFoD  obtient  enfin  la  formule  suivante,  que  nous  voulions 

établir: 

où  n  désigne  un  nombre  positif  quelconque.  Lorsque  n 
est  un  entier,  on  a 

(,q]     rcosa^da:_      tt^-^  '  ^    r(2ii-I-/) 

Pour  «  =  I ,  on  retrouve  la  formule 


X 


cosaxdx       TT 


I  -i-X"  2 

o 


déjà  obtenue  au  n®  496 .  Pour  /i  =  a,  on  a 


r 


cosaxdx       it ,  s      ^ 

• -—  =  -  (n-  a)  c-«. 
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534.  La  formule  (i8)  va  nous  conduire  à  d'autres 
tégrales  définies  qui  ont  quelque  importance. 
Reprenons  la  première  formule  (7),  savoir 


X' 


j.p-1  e-«'cosfx  dx  =  — ^-i  ces''  f  cosp^y 


où  Ton  a 

/rzratangy; 

multiplions-la  par 

dt  adf 

(i  -^-  ^*)'»       cos'9)(i  -;-fl*tang*y)'*' 

et  intégrons  ensuite  det=okt  =  QO  oudecp  =  oà9  = 

en  effectuant  Tintégration  sous  le  signe  1  y  dans  le  ] 
mier  membre,  on  aura 


c 


Mais,  d'après  la  formule  (18),  l'intégrale  relative  kt 

figure  en  facteur  sous  le  signe  / ,  dans  le  premier  meml 
a  pour  valeur 

ou  en  mettant  xjy  au  lien  de  z,  xdy  atu  lieu  de 


r(/r;V„  -^^  *( 


I  -|-^)«-ic-^(i+sr)j:««-i  J^. 


Si  donc  on  multiplie  par  xP^^e^^dx,  et  qu'on  întj 
de  o  à  00  ,  on  obtiendra  un  résultat  dont  la  valeur  î 
celle  de  l'intégrale  contenue  dans  le  premier  membre 
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la  formule  (ao);  on  a,  par  conséquent, 

__  r  (/>)    /*  »  cos'*-*  (p  cosp  f  df  ^ 
—  aP-^  J^     (H-û*tang'y)'»  ' 

dans  le  premier  membre,  l'intégrale  relative  à  a:  a  pour 

valeur 

r(2/i -4-/?  — i) 

donc 

/'  cos^—*  cosp  (pdf 

Lorsque  a  =:  i ,  l'intégrale  qui  figure  dans  le  second 
membre  se  réduit  à 

1       r   y^^'djr    ^      I      r{n)r{p)^ 

on  a  donc 

/     COS'^*»-*oC08Dflprf9=     ,^„    ,    -4— T -^ ■» 

^Q)  en  faisant  p-h  un  —  2  =  ^, 

^tte  fonnule  (22)  a  été  démontrée  pour  la  première  fois 
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par  Caachy.  Dans  le  cas  de  q  =pf  elle  se  réduit  i  une 
formule  obtenue  par  Poisson,  savoir  : 

[7.3)  J      COSPffC0Spfdff=^^. 

Sî  l'on  fait  71  =  I  dans  la  formule  (ai),  l'intégrale  du 
second  membre  se  réduit  à 


dy 


on  a  donc 

ce  qui  se  réduit  à  la  formule  (a3),  quand  on  suppose 
/i  =  1. 


Sur  l'éi^aluation  approchée  du  produit  i.a.3...x, 
quand  X  est  un  grand  nombre» 

S35.  Le  logarithme  du  produit  des  x  premiers  nom- 
bres entiers  peut  être  exprimé  par  une  série  qui  procède 
suivant  les  puissances  entières  et  négatives  de  x.  Cette 
série  célèbre  est  celle  de  Stirling,  et  elle  a  fait  l'objet  des 
recherches  d'un  grand  nombre  de  géomètres,  parmi  les- 
quels je  dois  spécialement  mentionner  Cauchy,  Binet, 
M.  Malmsten  et  M.  Liouville.  Mais,  parmi  les  démons- 
trations diverses  qu'on  possède  de  cette  formule,  je  ne 
crois  pas  qu'il  y  en  ait  de  plus  simple  que  celle  que  j'ai 
présentée,  il  y  a  quelques  années,  à  l'Académie  des 
Sciences,  et  que  j'ai  reproduite  en  partie  dans  la  qua- 
trième édition  de  mon  Cours  d* Algèbre  supérieure.  J'ai 
montré  que  la  formule  connue  de  Wallis  suffit  pour  éta- 
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blir  complètement  celle  de  Stirling,  et  la  déduction  est 
si  facile,  que  la  deuxième  formule  peut  en  quelque  sorte 
être  regardée  comme  une  transformée  de  la  première. 
Ces  développements  se  rattachent  essentiellement  à  la 
théorie  des  intégrales  eulériennes,  et  je  crois  utile  de  les 
présenter  ici. 

536.  La  formule  de  Wallis  est  (n«  492) 

s     2244         2*'"  —  ^    ^'^ — ^         2"^  > 

et  eOe  prend  la  forme  très-simple 

on,  en  extrayant  la  racine  carrée, 

(î)  f?M!  =  i      (pom-:r  =  (X) 

SI  l'on  désigne  par  (f{x)  soit  l'expression 

1  •^•j.  •  •  jf 


> 


soit  le  produit  de  cette  même  expression  par  une  expo- 
nentielle de  la  forme  a^y  a  étant  une  constante  quel- 
conque. La  formule  (i)  aura  donc  lieu  si,  désignant  par  e 
la  base  des  logarithmes  népériens,  on  pose 


(»)  ?w  =  ^ 


m    »  JL  »    ^  m     •     .  X 


^%r.e~^x      « 


On  lire  de  la  formule  (  a  ) 


(3)  -i(fL=if,+ir"L,-W-l)'o.('-l) 

?(x-Mj       e\        X) 


oa 


«'   ^n^=— ('-;)'°«('-i) 
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la  caractéristique  log  exprimant  des  iogaritlimes  népé- 
riens. Or  on  a,  x  étant  ]>  i, 

^^   \  x)  X  ^X*  3x*  **'  TIX*  •    •••» 

d'où 
(x-i-^)log(i-4-l) 

I  I  W  — 1         (—  I^** 

—  I  H"  z  —  r  *+"  •  •  •  ~f~         / r  _       ~T"  •  •  •  J 

I2ar*         I2jr  2/i(/i-hi)      x^ 

donc 

log  —  '  ^     ' 


(51/       '"'•"^'^ 

^  '     ^_i î_^..J _^    (^-1)  (-0",.... 

\  12^*       laar*       4ojr*       "*       2/2(/2H-l)      x** 

Dans  cette  série,  les  termes  sont  alternativement  positifs 
et  négatifs;  en  outre,  la  valeur  absolue  du  rapport  du 
terme  de  rang  n  au  précédent  est 

n^  I 


/î*  -h  /î  —  2  a? 

ce  rapport  est  égal  à  -  pour  n  =  2,  mais  il  est  inférieur 

à  -  pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  2  ;  donc, 

lors  même  que  x  se  réduirait  à  i,  les  valeurs  absolues  des 
termes  de  la  série  (5)  décroissent  à  partir  du  deuxième 
terme.  11  résulte  évidemment  de  là  que  Ton  a 

log-lifL<_L. 

°  f[x  -f-i)    ^"  I2X* 

ou 

(6)  y(^)     ^e^\ 
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Hais  on  peut  assigner  une  limite  de  -j^ — '—:  inférieure 

à  la  précédente,  et,  comme  elle  nous  sera  utile  plus  loin, 
3  convient  de  Tindiquer  ici. 
Si  l'on  multiplie  la  formule  (  5  )  par  a:  4-  i ,  il  viendra 

*'y(j:-+-l}         iix        1200:* 

dans  cette  série,  le  terme  en  -^  manque;  les  autres  termes 
sont  alternativement  positifs  et  négatifs,  et  le  rapport  du 
tenne  en  ~  au  terme  en  —^^^  a  pour  valeur  absolue 

f/i— i](w  —  a) f^ 

(/l  — l)(/l— 2)-t-2'^/î— 4)  •^'    . 

ce  rapport  est  égal  à  -  pour  /t  =  4;  mais  il  est  inférieur 

X 

à  -  pour  /i  >  4-  Donc  les  termes  diminuent  à  partir  du 
deuxième,  lors  même  que  x  serait  égal  à  i ,  et  Ton  a 

(x+,)log-^<-i-, 


on 


(7)  log  -^ 


Jogr7^rTTî< 


y(jr-i-i)  ^  I2x(x-f-lj 
La  formule  (6)  montre  que  l'on  a 

(8)  f{-)     ^> 

y(x-hl)  ' 

^0  étant  un  nombre  positif  inférieur  à  —  -,  on  aura  aussi, 
^û  changeant  X  ena:-f-i,  a:4-a,  ...,  ^x  —  i,  et  en  dé- 
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signant  par  6| ,  G29  •••)  0x-i  des  nombres  compris 


I 
o  et  — > 
12 


?(^L±JJ  — ^ûTï)î 


=  e'         , 


y(x-i-2) 

(9)  iy(:r^3)-^         *    •••• 

y.;2ar) 

Multiplions  entre  elles  les  égalités  (8)  et  (9);  comme  la — j 
somme  des  x  fractions 

:?"^    (XH-I)»  "^   (x-i-2)«   "*"---"^   (2X-l)« 
.      ,  I        f  I 

est  moindre  que  — --r  Xx  ou  que >  on  aura 

(10  •^, — 1=^» 

y;2x) 

6  étant  un  nombre  compris  entre  o  et  -^-  \  et  par  suite 

(11)  -^-H- — r  =  i     (pourx  =  oo). 

Si  maintenant  on  divise  la  formule  (  i  )  par  la  formule  ( 1 1), 
il  viendra 

(12)  f{x)=zi     (pourx  =  o), 
c'est-à-dire,  à  cause  delà  formule  (2), 

(i3)  1 .2.3. .  .x=  y27rtf"'x'''*"T(i  4- «jp), 

Ex  désignant  une  quantité  positive  qui  s'annule  pour 
o:  =:  00  ,  et  dont  nous  allons  faire  connaître  une  limite 
supérieure. 
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537.  On  a 

(l4)  r(x-f- 1)  =  1.2.3.  ..ar, 

Cl  je  dis  qu'on  peut  obtenir,  par  ce  qui  précède,  une 
expression  exacte  de  la  fonction  r(x-Hi),  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  une  expression  du  logarithme  népé- 
rien logr(  j:  +  1)  lorsque  x  est  entier.  On  a  d'abord,  par 
la  formule  (a), 

(  i5  )  logr(x-h  l)  =:  -  log27r  —  X  -h  (  ar  -H  -  I  logx  -h  logy(x), 

1  \  2/ 

et  Ton  a  ensuite  identiquement 

-         ©(jr-hm)  ,        f  . 

-f-  iog-7^-i r-4-log«>[x-l-m-+-i); 

mais,  si  l'entier  m  croît  indéfiniment,  c5>(j:  4- wi-f-i)  tend 
vers  l'unité,  d'après  la  formule  (12),  et  son  logarithme 
tend  vers  zéro  ;■  on  a  donc 


iit=« 


(.6)  logy(x)  =  y  log    ;(^-^'")    , 

ou,  d'après  la  formule  (4)^ 

mssO 

et  l'on  aura  en  conséquence 

Iogr(jr-|-i)=  -  log27r  —  jy-f-  (*H — )  logx 


•4- 

m=0 
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Cette  formule  (18),  qui  a  été  rencontrée  par  Guder- 
mann,  se  déduit  bien  facilement,  comme  on  le  voit,  de 
la  simple  formule  de  Wallis. 

538.  Comme  la  quantité  Iog(f  (a:)  estpositivC;  la  for- 
mule (i5)  nous  donne  d'abord 

(19)       logr(jr  -4-r)>  -  logair  —  x-h  f  xH — )logx. 

Ensuite  nous  aurons,  parla  formule  (16),  à  cause  de 
rinégaUté  (7), 


m  =  » 


insO 

or  la  fraction  -, r- ;  se  décompose  en 

(ar-i-m)(ar-4- m-hi)  *^ 


or-f/w       or-i-in-l-i' 


donc  on  peut  écrire 

-4-( — ^- ^)  -*- 

\X  -h  2         X  -h  3/ 

La  série  contenue  dans  le  second  membre  de  cette  for- 
mule a  pour  somme  -9  et  Ton  a  en  conséquence 

I 


logfW<  ,^, 


puis 


(20)  logr(a?-f-i)<^  -  log2ir — *-+-  Ix-i — j  logorH • 

2  \  2  /  1 2  j? 

Les  formules  (19)  et  (20)  nous  donnent  les  deux  limites 
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que  nous  voulions  trouver.  En  revenant  des  logarithmes 
aux  nombres^  on  obtient  ' 

,    .  ■   I  .2.3.  .  .x">  V2^^~^**^''» 

1 .2.3.  .  .x<<]y27rc         i«Jf^      «. 


Extension  des  formules  précédentes  au  cas  où  x  n'est 
pas  un  nombre  entier  positif. 

539.  L'analyse  précédente  suppose  que  x  est  un  entier 
positif;  mais  le  second  membre  de  Féqua  tion  (  1 8)  du  n°  537 
est  une  fonction  dans  laquelle  x  est  susceptible  de  rece- 
voir une  valeur  quelconque  ;  en  exceptant  le  cas  où  x  est 
on  entier  négatif ,  la  série  qui  figure  dans  la  formule  citée 
esttouj  ours  convergente,  car  ses  termes,  ainsi  qu'il  est  aisé 

de  s'en  assurer,  décroissent  comme  ceux  de  la  série  \  -—  • 

Cela  posé,  je  dis  que  la  formule  dont  il  s'agit  subsiste, 
<piel  que  soit  x,  en  se  conformant  à  la  définition  générale 
que  nous  avons  donnée  de  la  fonction  F.  Celte  définition 
est  exprimée  par  la  formule  (  8)  du  n*^  521 ,  qui  donne,  en 

remplaçant  x  par  x-^  i  et  en  écrivant,  sous  le  signe  \  i 
'w+i  au  lieu  de  m, 

M,  +  ,)=;£  [xlog(.-.^)-log(r-|-^)]. 

Pour  prouver  l'identité  des  valeurs  de  logr(j:-f- 1), 
données  parla  précédente  équation  et  par  la  formule  (i8) 
du n°  837,  il  suffit  de  les  différentier  deux  fois;  on  tire 
de  l'une  et  de  l'autre 


IW=:  « 


rfMogr(.rH-i)        V    ' . 


m=0  . 
S.  «  Cale,  int,  i4 
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les  seconds  membres  des  deux  formules  ont  donc  leurs 
secondes  dérivées  égales  ;  en  conséquence,  ils  ne  peuvent 
différer  que  par  une  fonction  linéaire  de  a:;  mais,  comme 
ils  sont  égaux  par  les  valeurs  entières  et  positives  de  Xj 
il  s'ensuit  que  leur  différence  se  réduit  nécessairement  à 
zéro. 

Formule  de  Slirling. 

840.  Il  est  facile  d'exprimer  la  fonction  log(j>(j:)  par 
une  intégrale  définie.  On  trouve,  en  différentiant  deux 
fois  de  suite  la  formule  (17)  du  n°537. 


dlo^(p(x) I 

dx 

m  =  0 


2x       ^L        \        Jc-hmJ       x-hmj 


m=z*o 


rf'logy(jr) I 


I        I        V        I 

X        207*        ^  [x-h  ntj* 


Or  on  a,  pour  toute  valeur  positive  de  z, 
si  donc  la  variable  x  reste  positive,  on  aura 


"  -  m=0 


OT^oo 


et,  comme  la  quantité  \   er*'"*  est  égale  à »  on  a 


m=0 


€?l0gyCx) 


=  r^{r^-\-y: 


dx^ 
intégrant  deux  fois  et  observant  que  les  fonctions  logf  (x) 
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et    ^'      s'annulent  pour  a:  =  oo  ,  il  vient 

En  portant  cette  valeur  de  logç  (x)  dans  Téqua tlon  (  1 5) 
du  n®  537,  on  aurait  une  expression  de  logr(x-f-i) 
qui  a  été  donnée  par  Cauchy . 

S41.  De  là  on  peut  tirer  la  formule  de  Stirling,  mais 
il  est  nécessaire  pour  cet  objet  de  transformer  la  for- 
mule (i);  l'équation 

^  '    ^         ■  '       sin7r4? 

donne 

logrfn-  *)■+-  logr(i  —  4:)  =  logira:  —  logsioTrjr, 

et,  en  différentiant, 

/  ^]ogr(l-f-a:)        £/logr(i  — jr) i  costtj? 

\         dx  dx  X  sinTTjr 


-—Try  — I— -^.^ __^ 


d'ailleurs  on  a,  par  la  formule  (i8)  du  n**  537, 

^tet^=_c-.(. L_U(i L.U..., 

dx  \         l  -i-  xj        \i,        1  -h  xj  ' 

^1  en  changeant  x  en  —  Xy 

dx  \         I — xj      \i       1  —  xj 

Si  donc  on  porte  ces  valeurs  dans  Féquation  (a),  on 
aura 


^^     ,      2x  nx  1  j e*^>/-* -î-e-*^^F* 
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Celte  formule  n'est  autre  chose  que  celle  qui  donne  la 
valeur  de  cotTror  en  une  série  indéfinie  de  fractions  sim- 
ples, et  que  nous  avons  démontrée  au  n^  49i  ;  nous  au- 
rions donc  pu  la  prendre  ici  pour  point  de  départ  ;  mais, 
outre  qu'elle  est  établie  par  ce  qui  précède  pour  toutes 
les  valeurs  réelles  et  imaginaires  de  x,  il  n'était  pas  sans 
intérêt  de  la  rattacher  aux  formules  que  nous  avons 
données  dans  notre  théorie  des  fonctions  F. 

Si  Ton  pose  a:=  »  la  formule  précédente  de- 
viendra 

(3)        i /__!__  i  _  i\  =  s'y ^'— , 

et  Ton  aura,  par  la  division, 

I  I  a*  ,        a'"-*  a'" 

4/«'7r*4-a*         (2rmv)*        [imit]^    '   ***        (2m7rj"»  "^    '^  {2/wirj 

Qm  désignant,  pour  abréger,  la  quantité  .    ^  ^ ^dont 

la  valeur  est  comprise  entre  o  et  i .  Donnons  à  m  les  va- 
leurs I,  2,  3,  ...  jusqu'à  l'infini,  ajoutons  ensuite  tous 
les  résultats,  et  remarquons  que,  si  l'on  pose 

2^®'"  (2m7r)«'»-^»'^®^(2/wir)««+*' 
m=l  m=i 

0  sera  nécessairement  compris  entre  o  et  i  ;  on  aura,  à 
cause  de  la  formule  (3), 

cc\i — e~»        a        2/  ^  (amir)*  ^  l^'"^)*  ~*~"  ' 

m=l  m  =  l 

d=  2a««-«  V —--  =p20a*'» y 


lA4 


m=l  mal 
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et,  si  Ton  fait 
il  viendra 

a  \i —  tf"^         a         2/ 
(5)    (       =Jl 5»        „.-H...±_JfL_ 

1.2  1.2.0.4  1.2. ..2/1 


,Sa-S 


B 


© ^-P^ -,  a*", 

I  .2.  .  .(2/1  -h  2) 

6  étant,  nous  le  répétons,  une  quantité  comprise  entre  o 

eti. 

Ce  résultat  remarquable  est  dû  à  Cauchy  ;  la  fonction 
de  a,  qui  constitue  le  premier  membre  de  la  formule  (5), 
ne  devient  infinie  que  pour  les  valeurs  de  a  comprises 
dans  la  formule  a  =  2^71  y —  i ,  h  étant  un  entier  positif 
ou  négatif,  mais  difi<érent  de  zéro  ;  il  en  résulte  que  cette 
fonction  est  développable  en  série  convergente,  par  la 
formule  de  Maclaurin,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou 
iniaginaires  de  a  dont  le  module  est  inférieur  à  27r,  en 
sorte  que  l'on  a,  dans  cette  hypothèse, 


[^\  1 


l"; 


a  \  I  —  6^*        a         2/ 

X— ;  a'  -f- . . .  zL: a*""  "ip. 

1.2         1.2.3.4  1.2. ..2/1 


Informulé  (5)  subsiste  pour  toutes  les  réelles  de  a,  et 
elle  fait  connaître  l'expression  du  reste  de  la  série  (6), 
lowque  Ton  s'arrête  au  terme  du  rang  n. 

S42.  Les  coefQcients  Bi,  B3,  Bj,  ...,  qui  figurent  dans 
les  formules  (  5)  et  (6),  sont  connus  sous  le  nom  de  /lom- 
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bres  deBernoulli;  Téquation  (4)  fait  connaître  l'expres- 
sion générale  du  /ï**"«  nombre  de  BernouUi,  mais  cette 
expression  contient  la  transcendante  ir  et  en  outre  la 
somme  d'une  série  indéfinie.  Il  est  facile  de  calculer 
successivement  les  nombres  B  qui  sont  tous  rationnels  ; 
à  cet  effet  y  considérons  l'équation  (6),  où  nous  suppose- 
rons a«<[27r  pour  la  convergence  de  la  série;  si  Ton  rem- 

place —  par  la  valeur  égale  — — -»  il  viendra 

X  1  —  €  Cr"  "—  C 


-  (e«  H-  <?-«) 


[i-+--(e«H- 


1.2  1.2.3.4  1.2. ..2/1 


ou 


2a      L        l«2  1.2.3.4  1.2. ..2/1 

remplaçant  les  exponentielles  par  leurs  valeurs  en  séries, 
on  a 

1/  «•  ««»  \ 

-(2  H f-..  .-T 1-.. . 

2\         1.2  1.2. ..2/1  / 


=( 


a*  a»» 


I     |-   TZ    "H  •   •   •  "r"  -, T    "T"  •  .  .    ) 

I  .2.3  1.2.  .  .(2/1-hl)  / 

\  1.2  '  1.2. ..2/1  / 

les  deux  facteurs  du  second  membre  sont  des  séries  con- 
vergentes, et  la  deuxième  ne  cesse  pas  d'être  conver- 
gente quand  on  réduit  ses  termes  à  leur  valeur  absolue, 
car  la  série  (6)  reste  convergente  quand  on  remplace  a 


on 
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par  a  y' — i,  puisque  la  seule  condition  de  convergence 
est  que  le  module  de  a  soit  inférieur  à  air;  il  s'ensuit 
qne,  si  l'on  effectue  le  produit  des  deux  séries  qui  figurent 
dans  le  second  membre  de  Téquation  précédente,  et 
(jp'on  ordonne  le  produit  par  rapport  aux  puissances  de  a, 
on  reproduira  identiquement  la  série  contenue  dans  le 
premier  membre.  En  procédant  ainsi  et  en  égalant  de 
part  et  d'autre  les  coefficients  de  a^",  on  trouve 

II  I  Bi 


I.2..,(2/l  4-l)  2  1.2. ..2/1     '     1.2.  ..(2/2 — l)l.2 

I.î...(2/J  —  3)1.2.3.4  '         I.2...(2n—  2ft-1-l)  I  .2...2(» 

+      .  (-1)»-'       B, 

I  1.2. ..2/2 

équation  qui  déterminera  B»  si  l'on  connaît  B^  Ba,  ..., 
B/i.i  ;  en  y  faisant  successivement  /i  =  i,  2,  3,  ...9  ^^ 

obtient 

1      I 

I       I        i 

I      I       6„       6.5.4„       „ 

722  2.0.4 

i_'4-8  8.7.6  8.7.6.5.4b       b„„ 


d'où  l'on  tire 


B._^,     B,_-3-,     B,_g 
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La  suite  des  nombres  de  Bemoulli  est,  comme  on  le  voit, 
d'abord  décroissante,  mais,  à  partir  de  B3,  elle  devient 
indéfiniment  croissante. 

543.  Revenons  maintenant  à  la  formule  (i),  qui  donne 
l'expression  de  logy  (x).  Cette  formule  se  réduit,  en  fai- 
sant usage  de  Téquation  (5),  à 


logy 


1.2  /  1. 2.3.4 J„ 


o  '  •"  o 


'M  I  .2.  .  .2/ï  J 

'    1.2. .  .;2/2  4-2)  J^ 
Or  on  a 


X 


Ti  /xi  1,2.3.  .  Ail  — i) 

o 


pour  toute   valeur  de  l'entier  [i;  en  outre,  comme  la 
quantité    ©   resle   comprise   entre   o  et   i ,  l'intégrale 

/     Qe'^^OL^^doL  estpositive  et  inférieureà  /     e'^^OL^'^daj 
c'est-à-dire  inférieure  à         \n^x —  ?  ^^  pourra  donc  la 

représenter  par  B— — -^^ — >  en  désignant  par  6  une 

quantité  comprise  entre  o  et  i.  D'après  cela,  la  valeur 
précédente  de  logy(a:)  devient 

1       i    \       B|     I         Bj     I     ,  ,       ...  ,        B,»  1 

^     ^       (a/n-i)(2/i-h2)  x»"-*-»' 
et,  en  portant  cette  valeur  dans  l'équation  (  1 5)  du  n^  537; 
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on  aura,  pour  toute  valeur  positive  de  x, 

lgr(jr4-l)=ilog27r  — x-hfx-î-  i  UogxH L  i—  ~r  •-  -î- .  . . 

^^     'I        (2/1  — i)  271  x»'*-'^     ^      (2/i-hi;;2/i-^a)^*"+^ 

la  quantité  9  qui  multiplie  le  dernier  terme  étant,  nous 
devons  le  répéter,  toujours  comprise  entre  o  et  i. 

Si  Ton  prolonge  à  l'infini  la  série  du  second  membre, 
on  a  la  formule  de  Stirling,  savoir  : 

logr(j:-|- 1)  =  -  log27r  — x+  (x  H-  1  jlogxH î-  -  —  ~î  -^H-— 

'2°  \  2/^  I.2JÎ       3.4 -ar' 


(10) 


-H(-  i)«-* ^ ji-  4-.  . .  . 

'  (2/1  —  IJÎ/ÏX""-* 

Dest facile  de  voir  que  cette  série  est  divergente,  quelque 
grande  que  soit  la  valeur  attribuée  à  a:;  en  effet,  la  va- 
leur absolue  du  terme  général  ( — i)"-* 


(2/2  —1)2/1   JC*'*— * 

est  égale,  d'après  la  formule  (4),  au  produit  des  deux 
quantités 


'2        3  2/1  —  2 

et 


•  •  • 


^;^('+2.»-'-3ii;+-j 


27r'x 


^îfx  2îrx   27ra:  27rx  2' 

La  seconde  de  ces  expressions  tend  vers  la  limite  — 3 

<paiîcl  n  augmente  indéfiniment;  la  première  expres- 
sion, au  contraire,  augmente  au  delà  de  toute  limite,  car 
die  est  un  produit  dont  les  facteurs  inférieurs  à  i  sont 
en  nombre  limité,  tandis  que  le  nombre  de  ceux  qui  sont 
supérieurs  à  i,  et  même  à  telle  quantité  que  l'on  voudra, 
peut  devenir  plus  grand  que  tout  nombre  donné.  Il  ré- 
sulte de  là  que  les  termes  de  la  série  (10)  croissent,  à 
partir  d'un  certain  rang,  au  delà  de  toute  limite,  et  en 
conséquence  cette  série  est  divergente. 
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544.  Mais  il  est  très-remarquable  que  la  série  de  Slir- 
ling,  malgré  sa  divergence,  fournisse  un  procédé  très- 
exact  et  très-commode  pour  calculer  logr(a:-|-i),  et 
l'approximation  que  l'on  peut  obtenir  par  cette  voie  est 
d'autant  plus  grande  que  x  est  plus  considérable.  Effec- 
tivement, si  X  est  supérieur  à  i ,  les  termes  multipliés 
par  les  nombres  B  dans  la  formule  de  Stirling  vont 
d'abord  en  décroissant,  et  l'on  voit  par  la  formule  (9)  que 
l'erreur  commise  en  faisant  usage  de  la  formule  (10)  est 
toujours  moindre  en  valeur  absolue  que  le  premier  des 
termes  négligés.  On  aura  donc  la  plus  grande  approxi- 
mation possible  en  s'arrêtant  au  terme  qui  précède  le 
terme  minimum  et  ce  terme  minimum  lui-même  donnera 
une  limite  supérieure  de  l'erreur  que  l'on  aura  com- 
mise. Par  exemple,  si  l'on  néglige  complètement,  dans 
la  formule  (10),  les  termes  multipliés  par  les  coeffi- 
cients B,  l'erreur  commise  sera  positive  et  inférieure  à 

—    -  ou  à  9  à  cause  de  Bi  =  ^;  on  aura  donc 

1 .2  X  l^JC  o 

I  /        l^ 

i  logr(a:  -h  i)>  -log27r  — X  -I-  (  «r  ^-  -  j  logof, 

I  logr(x4-i)<;-  logaTT  — x  -h  (a:  H J  logx  H 

ou,  en  revenant  des  logarithmes  aux  nombres, 

f^f         \  ^^    I —  — *  X-+-4- 
^  i     , 

comme  nous  l'avons  déjà  trouvé  au  n*»  538. 

En  partant  de  ces  formules,  on  peut  obtenir  deux  li- 
mites du  nombre  de  Bernoulli  B/j,  dont  l'une  nous  sera 
utile  dans  ce  qui  va  suivre.  En  posant,  pour  abréger, 

Il  I 


—  > 
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on  a,  par  la  formule  (4)y 

1.2.3.  .  .-271^  S, 

d'où  Ton  tire 

B,4.i  _  {in -h  l)(27I-t-  2)    Stn-^i  B„  1.2  .3.  .  .27?  S,„  ^ 

B,  ■"         4*7^^  s;7'    b7  -  2«'--*7r'«-«  S,  ' 

mais,  comme  S,^  décroît  quand  [i  augmente,  on  a 
B;,^.i       (2/n-i)(2/i-h2)       B„  ^  1.2.3...2/Ï 

ou,  à  cause  de  Bj  =  tt5 

D 

(2W -M )  (2W -H  2J  "^  4^^*' 


(«41  B„  < 


I  r(2/i-f-i) 


12    (27r^"*"* 

Laformide  (i4)  donne  une  limite  supérieure  de  Bu;  on 
aura  une  limite  inférieure  du  même  nombre  en  rempla- 
çant S^n  par  I  dans  son  expression  exacte  ;  il  vient  ainsi 

(.5)  B„>^'r.-^'^ 


^tn-l^in 


Si  Ton  remplace  T{2n  -+- 1)  par  sa  limite  supérieure, 
^ée  des  inégalités  (12),  dans  la  formule  (i4)>  ^^  P^^  sa 
"^te  inférieure,  dans  la  formule  (i5),  on  aura 


(.6)  l  (="')    ,  * 


(2/1)""' «      ,^ 

(2,r)*''-î 

i 


le  rapport  de  ces  deux  limites  de  B,,  est  g-  e 


9 

« 
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545.  Les  formules  que  nous  venons  d'établir  ont  été 
données  par  Cauchy;  elles  permettent  de  déterminer 
facilement  l'approximation  avec  laquelle  on  peut  cal- 
culer logr(x-H  i)  par  la  formule  de  Stirling. 

Désignons  par  w„  la  valeur  absolue  du  terme  de  cette 
série  qui  dépend  du  coefficient  B^,)  on  aura 

"         (2/1  —  1)2/1  x"*"*'        Un  Bn     (2/l-|-l)(2/I-f-2)   x"' 

la  seconde  de  ces  deux  formules  donne,  à  cause  de  l'iné- 
galité (i3), 

Un     ^         47r«x«       ^ 

et  l'on  aura,  à  plus  forte  raison, 

i'i-<_^     et     fl2±l<(fy. 

Un  tt'x'  Un  \^-^/ 

Donc  u„j^.i  sera  inférieur  à  Un  tant  qu'on  aura  /K^3x 
ou  /î  =  3x.  Ainsi,  quand  x  est  plus  grand  que  i ,  la  série 
de  Stirling  est  décroissante  dans  les  premiers  termes, 
et,  si  X  est  un  nombre  entier,  ce  décroissement  aura  cer- 
tainement lieu  jusqu'au  terme  de  rang  3x,  lequel  sera 
lui-même  plus  petit  que  le  terme  suivant. 

Cela  posé,  désignons  par  e«  la  valeur  absolue  de  l'er- 
reur commise  en  s'arrêtant,  dans  la  série  de  Stirling,  au 
terme  multiplié  par  B/j  ;  on  aura,  comme  on  l'a  vu. 


(2/1  H-  l)  (2 /ï  -4-  2)  x^ 


et,  à  plus  forte  raison,  à  cause  de  l'inégalité  (i3), 

^       B^ 
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et  enfin,  à  caase  de  la  première  des  inégalités  (i6), 

limite  cp'il  est  facile  de  calculer  par  logarithmes. 

Nous  avons  vu  que,  six  est  entier,  le  décroissement  des 
termes  de  la  série  a  toujours  lieu,  jusqu'à  ce  que  n  soit 
égalàSxj  si  l'on  fait»  =  3x,  la  formule  (17)  devient 


et,  parce  que  a:  est  au  moins  égal  à  i ,  on  aura,  à  plus  forte 

raison, 

11 


î  (^)  *  ''"*"'-'' 


mais  on  a 


1 1 


donc 


^  w)     ^'*~Oi3934o9..., 


t,x <o, 393409...  ^j    (ij    » 


^^1  en  prenant   les  logarithmes    vulgaires   des    deux 

membres , 

>8)  log'w  <T,5948444-  ^log-i  +(3,394233i)x. 

Pourx  =  i,  on  a  déjà 

log«s<  4,9890775, 

et  par  conséquent  63  <^ \  pour  x  =  10,  on  a 

log  «30  <  27,047175, 
et  Ton  voit  que,  dans  cet  exemple  de  a:  =  10,  on  peut 
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pousser  le  calcul  de  logF  (x  -4- 1  )  jusqu'à  la  vingt-sixièm 
décimale,  en  s*arrétant  au  terme  multiplié  par  B^o* 

La  formule  (17)  montre,  comme  nous  Tavions  an 
nonce,  que  la  formule  de  Stirling  permet  de  calcule 
généralement  logr(x  -4-  i)  avec  une  approximation  qi 
sera  d'autant  plus  grande  que  x  sera  plus  considérable 

546.  On  obtient  des  formules  utiles  en  différentiai 
une  ou  plusieurs  fois  la  formule  de  Stirling  ;  mais,  comm 
cette  dernière  renferme  une  série  divergente,  il  en  sei 
de  même  de  celles  que  nous  avons  en  vue.  Cependai 
celles-ci  peuvent  servir,  comme  la  formule  de  Stirling 
pour  le  calcul  numérique  ;  c'est  ce  que  nous  allons  éta 
blir.  A  cet  effet,  remarquons  que  la  quantité  0,  qi 

figure  sous  le  signe  /  dans  le  dernier  terme  du  secon 

membre  de  la  formule  (7),  est  indépendante  de  x;  o 
aura  donc,  en  différentiant  p  fois  cette  équation, 

puis,  en  procédant  comme  nous  l'avons  fait,  pour  dé 
duire  la  formule  (8)  de  (7),  on  trouvera 

^      '        da^  *    r(3)    x^^^       •     r(5)     x^^^ 


(•9)  -^(-')-'B,%t^2iLzi!) 


I 
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$  désignant  comme  0  une  quantité  comprise  entre  o  et  i . 
Quand  x  est  sufBsamment  grand,  les  termes  du  second 
membre  vont  d'abord  en  décroissant ,  comme  dans  la 
série  de  Stirling,  et  Terreur  commise* quand  on  s'arrête  à 
un  terme  quelconque  est  moindre  que  le  terme  suivant  et 
de  même  signe  que  ce  terme  ;  dans  le  cas  particulier  de 
fi=i,  on  a 

jlogy(x)_      B|    ï     ^    B,   1 

Bn       I        .     ,  ^_,.      B„^,  I 


-^(-0'*::^-,^+(-i)''-*o 


in  x"*       ^         '  in-\-i  or^"-^* 

On  tire  de  la  formule  (i5)  du  n°  537,  par  la  différen- 
tiation, 

dx  ^       '    2JC    '  dx 

^^  .,rfMogr(x^i)  ^  r(u~i)  _  r(ft)      ,_,wf^^Î£g?ifO 

on  aura  donc 


(a,; 


</Ioiîr(jr-4-  l)        ,  I  B,    I 


et,  pour  fx  }>  I , 
^      '  <ir<*  "~      a:«*-i  ^^i*    '      *     r(3j     ^ï^+i       '" 

6  désignant,  dans  toutes  ces  formules,  une  quantité  com- 
prise entre  o  et  iw 
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547.  Les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir  four- 
nissent un  moyen  très-simple  de  calculer  la  constant- 
d'EuIer,  constante  que  nous  avons  désignée  par  C.  Nouh 
prendrons  pour  point  de  départ  la  formule  (  2  )  du  n^  5231 
qui  suppose  x  entier  et  qui  devient,  en  changeant  ^ 
en  x-H  I, 

2  0  X  dx 

remplaçant  — ^— -^ par  sa  valeur  tirée  de  la  fo^ 

mule  (21),  il  vient 


C 


=  (l-H--h^4-...^--)  —  logJC ^ 

\  2        3  xj  ^  2.r 

et  l'erreur  commise  en  s'arrêtant  au  terme  qui  dépend  de 

B»  sera  moindre,  en  valeur  absolue,  crue  -, "'^^  , —  • 

'  '^       {2/1-+- 2  j  ^r»»^* 

En  remplaçant  les  nombres  B  par  leurs  valeurs,  dans  la 
formule  précédente,  on  trouve 

[  c  =  (  14-  --t-:^-h...-f-  -)  —  logx 1-H L 

,1  \  2         3  XI  ^  IX  l2Jr* 

^         i  I  I  I  I  6c)i 

\  I20X*        262 jr^        240 ^r'*        i32:r*"     .  82760 X** 

et,  si  l'on  s'arrête  au  dernier  des  termes  écrits,  l'erreur 

commise  sera  moindre  que j^«  Ainsi, en  faisant  x=  10, 

on  a  la  formule 

^      I        I       I       I       I       I       I       I       I        I  \ 

,  I  0,01  0,0001  0,000001 

—  log  10 1 ! = • 

^  20  12  120  252 

0,00000001         0,0000000001        0,000000000601 

.__ { *^.y 

240  182  82760 
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qui  donnera  la  valeur  de  C  avec  quinze  décimales  exactes  ; 
en  prenant 

log  lo  =  !i , 3o2  585  ogi  994  o45  68, 

on  troave  sans  dIfBculté  la  valeur 

C  =  0,577  2i56649oi53^, 

déjà  donnée  au  n''  522. 

548.  Nous  avons  fait  connaître  au  n^  542  une  formule 
qui  permet  de  calculer  successivement  les  nombres  B^ , 
Bj,  B,,  ...  -,  on  peut  obtenir  généralement  pour  Bu  une 
expression  débarrassée  de  transcendantes,  mais  qui  est  un 
peu  compliquée.  Nous  croyons  utile  toutefois  de  la  faire 
connaître  en  terminant  ce  Chapitre. 

Les  nombres  de  BernoullI  sont  définis  par  la  for- 
Dïole  (6),  qui  peut  s'écrire  comme  il  suit  : 

I  I      *  I         B,  Bj         , 

= ! a .—:  OL* 


«• 1  QL  1  \  .1  I  .2.3.4 

_+.  (—  ,)t-.i  — h —  «««-»  +  ..  • . 

i ,1. . .in 


Or  on  a  identiquement 


1 


2s  ,7 


c*-+-i        e^  —  I        e^-  —  I 

^donc  on  remplace  les  fractions  du  second  membre  par 
leurs  valeurs  en  séries,  en  faisant  usage  de  la  formule  pré- 
cédente appliquée  aux  cas  de  a  =  z  et  de  a  =  az,  il 

viendra 

= 2»— I  8-i-ia*— I   _3«  — ... 

,  ,,  1  ^-h  \       1      ^  '1.1  '  1.2.3.4 

4.(_l)«(îî«_-,)  n 2Î/i~l_^.. 

^  '     ^  '  I  ,2.  ..2/1 


^lie  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont  le  mo- 
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dule  est  inférieur  à  tt  ;  on  a  donc,  par  la  formule  de  Ma 
claurin, 

(a5)      (-j)nl^LzAB,=  —^^^      (pourz  =  o\ 

La  première  dérivée  de  la  fonction  -z est  r— . v. 

et  il  est  aisé  de  voir  que  Ton  aura  généralement 


A»,  Aa,  ...,  Aa/ï»!  étant  des  coefficients  indépendants  de 
z;  il  y  a  plus  :  Téquation  (24)  montre  que  la  première 

dérivée  de  la  fonction  -: est  une  fonction  paire  de  z. 

qui  ne  change  pas  quand  on  y  changp  ^  en  —  z]  il  s'en- 
suit que  la  même  chose  a  Heu  pour  toutes  les  dérivées 
d'ordres  impairs.  Mais,  par  ce  changement  de  z  en  —  z, 
l'expression  précédente  devient 

A,n-ig^*^~'^^-^At„-tg(«"-«)^-4-...>4-A,g^^ 

{i?--hi)"»  ' 

il  faut  donc  que  l'on  ait  généralement  Aa„«/  =  A,-,  et,  par 
suite. 

Cela  posé,  on  a 


e-  = 


cniPiTiiE  m. 


a27 


d'où 


i*»-i 


r+i 


à"»-* 


&ais  on  a  aussi 


an 


I 
3/2(2/2  —  i).  *  ,{in  —  /-hi) 


1.2.  .  ,i 


g(%n^t)z  ^_ 


•  •  • 


-f-  2/ie*-f-  I, 


et,  en  multipliant  entre  elles  les  deux  équations  précé- 
dentes, on  aura,  à  cause  de  la  formule  (  26), 

XK•'+...^ i ^ — ^—. ^<?i"*-'^* -+-...  4- 2/1^ -4-1 

L  1 .2. . ./  J 

Le  premier  membre  de  cette  formule  est  une  fonction 
entière  de  e*  ;  par  conséquent,  si  Ton  effectue  le  produit 
indiqué  dans  le  second  membre,  il  ne  restera  que  des 
termes  contenant  des  puissances  positives  de  e^  ;  en  écri- 

Tant  que  les  termes  ene^^**"!*^*  sont  égaux  dans  les  deux 

membres,  on  trouve 

Al I  , 

et,  pour  les  valeurs  de  fA  supérieures  à  i , 
=  (-i}.'[h»-'-^(^-i)«'-'  +  ... 


•  •  • 


I  .2.  .  .1 


.  ,       .2/1(2/2  —  l)...(2/2  —  LI-+-2)     .„     ,1 

I.2...^/x  — IJ  J 


ld« 
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mais  les  formules  (a5)  et  (a6)  donnent 


on  a  donc 


in 


B„ 


enfin  y  si  Ton  réunit  les  termes  en  n^'^"*,  {h  — 
on  aura 

2/1  2  \  2      I    /^ 

I  2  I  .2  J  ^  ' 

[2/1 


(28) 


2/1        m  (in  —  i)        I  in  (m  —  ilf2 
—  lu 1 1 ^ -T 

1.2  2  I ,1,6 


formule  dans  laquelle  la  loi  de  succession  des  t 
évidente. 
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CHAPITRE  IV. 

DE  LA  QUADRATURE  ET  DE  LA  RECTIFICATION 

DES  COURBES. 


De  la  quadrature  des  courbes  planes. 

549.  L'opération  qui  a  pour  objet  Tintégration  d'une 
différentielle  àonnée  f  [x)  dx  est  souvent  désignée  sous 
le  nom  de  quadrature  ;  cette  opération  est  effective- 
Dïent,  comme  on  Ta  vu,  celle  qu'il  faut  exécuter  quand 
on  veut  connaître  Taire  comprise  entre  la  courbe  dont 
j[x]  est  l'ordonnée,  l'axe  des  abscisses  et  les  deux  or- 
données qui  répondent  à  des  abscisses  déterminées. 

Pour  avoir  l'aire  comprise  entre  deux  courbes  don- 
nées CMD,  C'M'iy  et  les  ordonnées  CC'A,  DD'B  qui 
ï'épondent  aux  abscisses  Xq  et  X,  on  remarquera  que 
cette  aire  est  la  différence  des  deux  CDBA,  CD'B A.  Si 


'on désigne  parj^,  y  les  ordonnées  MP,  M'P  des  deux 

courbes,  qui  répondent  à  l'abscisse  variable  Xj  l'aire 

ocmandée  sera,  dans  le  cas  des  coordonnées  rectangu- 
laires, 

/»X  pTi  aX 

/    jnlx—  1    y€lx=  j     [jr'-y)dx. 
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Celte  formule  est  applicable  au  cas  où  l'on  demande 
l'aire  d'un  segment  compris  entre  un  arc  de  courbe  et  sa 
corde;  alors ^'  est  une  fonction  linéaire  dx  H-  i. 

Une  aire  plane  limitée  par  des  portions  de  courbes 
quelconques  définies  analytiquement  peut  toujours  être 
décomposée  en  plusieurs  parties  positives  ou  négatives 
susceptibles  d'être  évaluées,  comme  nous  venons  de 
l'indiquer. 

Dans  les  questions  de  quadratures,  les  coordonnées 
rectilignes  ne  sont  pas  toujours  les  variables  qu'il  con- 
vient d'employer.  En  particulier,  il  y  a  souvent  avantage 
à  faire  usage  des  coordonnées  polaires;  on  détermine 
alors  les  aires  de  certains  secteurs  formés  par  un  arc  de 
courbe  et  deux  rayons  vecteurs.  Si  l'on  nomme  p,  coles 
coordonnées  polaires,  «o  et  û  les  valeurs  de  w  qui  ré- 
pondent aux  rayons  extrêmes,  l'expression  générale  des 
secteurs  dont  nous  parlons  sera 


X 


2 


Si  l'on  veut  avoir  l'aire  comprise  entre  deux  courbes 
données  et  les  rayons  vecteurs  qui  répondent  aux  angles 
(i)o,  £2,  on  emploiera  la  formule 


/       - 


où  p  et  p'  désignent  les  rayons  vecteurs  des  deux  courbes 
données. 

Nous  avons  donné,  dans  le  Calcul  différentiel,  divers 
exemples  de  quadrature  dans  lesquels  l'intégration  s'ef- 
fectue immédiatement;  nous  en  présenterons  ici  quel- 
ques autres. 

550.  Paraboles.  —  On  comprend  sous  la  dénomina- 
tion de  paraboles  les  courbes  représentées  en  coor- 


e-r 
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données  rectilignes  par  une  équation  de  la  forme 

où  m  et  71  sont  des  exposants  positifs.  Désignons  par  u 
Taire  OMP  comprise  entre  la  courbe,  Taxe  des  ab- 


scisses et  Tordonnée  MP  =j^.  On  a,  dans  le  cas  des 
coordonnées  rectangulaires, 

du  -r^ydx  =p^  x^  dx^ 

d'où 


=>f 


—                  m        —    — •-•            m 
xrdxz= /?"»  x'^      = 


m  -\-  n 


m  -\-  n 


XX. 


0^1  le  produit  xy  est  égal  à  l'aire  du  rectangle  OPMQ, 
construit  sur  les  coordonnées  du  point  M  ;  on  a  donc 


OMP 


m  OMP        m 

ou 


OPMQ       m  -h  /i  OMQ        n  ■ 

P*i*  conséquent,  la  parabole  partage  l'aire  du  rectangle 
^^  deux  parties  qui  sont  entre  elles  dans  le  rapport  des 
^onabres  m  et  ti. 

^Réciproquement,  toute  courbe  qui  jouit  de  cette  pro- 
preté est  une  parabole,  car  la  proportion  précédente, 


^oiine 


u  m 

xjr  —  u       n 


«:= x7,      du=zjrdx=  _  [x  df  '\' X  elx) 


m-^  n 


m  -h  n 
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et 

m /i  —  =  0    ou    d logx'"  —  </log j*=  o, 

X  y 

ce  qui  montre  que  le  rapport  -^  est  égal  à  une  constante. 

551.  Hyperboles.  —  On  désigne  sous  le  nom  d'Ay- 
perboles  les  courbes  représentées  en  coordonnées  recti- 
iignes  par  une  équation  de  la  forme 

OÙ  m  et  7Z  sont  des  exposants  positifs.  Supposons  que  m 
ne  soit  pas  inférieur  à  /z  et  considérons  la  branche  de 


y 


Q 


NW 


01      ▲    P 


courbe  située  dans  l'angle  des  coordonnées  positives  et 
qui  a  pour  asymptotes  les  deux  axes  Ox,  Oy.  Soient 
AC=j^o»  MP=^  les  ordonnées  qui  répondent  aux 
abscisses  Xo  etx;  u  l'aire  comprise  entre  ces  ordonnées, 
l'axe  des  abscisses  et  la  courbe.  On  a,  dans  le  cas  des 
coordonnées  rectangulaires, 

-L    — — 
au  z=.  y  dx  =:  p"^  X    '"d!r, 

d'où,  en  exceptant  le  cas  de  m  =  /i, 

(m—n  m  —  n\ 

X    ""      ^X^). 


1   /    m—n 
m         — 

U  = r"" 


m  —  n 


On  voit  que  l'aire  u  croît  au  delà  de  toute  limite 
quand  j:  tend  vers  l'infini;  au  contraire,  elle  tend  vers 
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une  limite  finie 

1      m — n 

m  —  n  m  —  n 

quand Xo  tend  vers  zéro.  La  formule  précédente  exprime 
que  Taire  indéfinie  U  est  au  rectangle  OPMQ,  construit 
sur  les  coordonnées  du  point  M,  dans  le  rapport  constant 
de  m  à  m  —  n. 

Celle  propriété  appartient  exclusivement  aux  hyper- 
boles, car  la  formule  précédente  donne 

d\3 z=ijdx  =  ^__^  [xdjr  -hjrdx)^ 

d'où  Ton  tire 

dy  dx 

m h/i — =o    ou     d\og[x^jr'^)  =  o^ 

cl)  par  conséquent, 

jf  »^m  -^  const. 

562.  Lemhiscate.  —  Parmi  les  courbes  dont  la  qua- 
oraiure  peut  être  effectuée  rigoureusement,  au  point  de 
^edela  Géométrie,  il  faut  remarquer  la  lemniscate  de 
Bemoulli.  Cette  courbe  a  la  propriété  que  les  distances 
i^  chacun  de  ses  points  à  deux  points  fixes  dont  la  dis- 
^ce  est  2  a  ont  un  produit  constant  et  égal  à  a^.  En 
coordonnées  polaires,  la  lemniscate  a  pour  équation 

P  oésignant  le  rayon  vecteur  issu  du  centre.  L'aire  u  du 
secteur  déterminé  par  les  rayons  qui  répondent  aux  va- 
leurs Wq,  û  de  co  a  pour  valeur 

-  p^d(û=:a*  j      cos2wr/û)=  —  (sin2n  —  sin2uo)* 
l'a  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Taxe  po- 
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laire  Ox  et  à  la  perpendiculaire  Oy  k  cet  axi 
est  composée  de  deux  branches  fermées,  et  les  dei 
gentes  TT',  SS'  menées  par  le  centre  O  sont  inclir 


45  degrés  sur  Taxe.  Si  Ton  veut  Faire  comprise  dar 

des  branches,  il  faudra  faire  a)o  =  —  -7 y   Q=  -r  à 

4  4 

formule  précédente,  qui  alors  donnera 

u  :=.  a*. 

553.  FoLiuM  DE  Descartes. —  La  courbe  conni 
ce  nom  a  pour  équation  en  coordonnées  rectang 

x^H-^'  —  ^axy  —  o, 

a  étant  un  paramètre  donné.  Elle  se  compose  d* 
branches  infinies  qui  se  rencontrent  à  Torigine  de 


données  et  qui  ont  pour  asymptote  la  droite  repr^ 

par  Téquation 

X  -\-  y  4-  a  =  o. 

U  convient  de  substituer  k  x  elj  les  coordonn< 
laires  p  et  co,  telles  que 

j:  =  pcosft>,    jr  =  pWitA. 
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L'équation  de  la  courbe  devient  alors 

3  a  sinu  ces» 
*^       sin'w  -+-  cos'w 

et  celle  de  l'asymptote  est 

—  a 


•         sinwH-cosû) 

L'aîre  comprise  entre  la  courbe  et  les  rayons  qui  ré- 
pondent aux  valeurs  coq  et  Û  de  o)  sera 

/•û  o   1    1      3tang«w — — 

/      I    .  ,         3fl*    I  ^     cosw 

•/..  ^  2  J       (i-+-tang*«j* 

laquanlitésouslesîme  /  est  la  différentielle  de- ^; 

°     J  i-+-tang*w 

on  a  donc 

«=^r_L_ i—i 

1    [  I  -f-  tang'fijo       I  -+•  tang'^llj 

Si  Ton  veut  Taire  de  la  surface  de  la  boucle  formée  par  la 
courbe,  on  fera  Wq  =  o,  û  =  -»  ce  qui  donnera  pour 

résultat  — . 

2 

Pour  avoir  l'aire  comprise  entre  une  branche  de  la 
courbe,  son  asymptote  et  deux  rayons  vecteurs,  il  faudra 
retrancher  u  de  Taire  U|  comprise  entre  l'asymptote  et 
les  rayons  vecteurs.  Cette  aire  Ui  est  celle  d'un  triangle; 
elle  a  d'ailleurs  pour  expression 


on 


^/ 


*       2l_i  +  tangb)o       I -4- tanguj' 
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on  aura  donc  ' 

fl*  r         2  —  tangn  2  —  tangft>o         "j 

*  -î  L 1  —  tangil -f- tang*û      i  —  tangwo -r-tang'woJ 

Si  Ton  veut  l'aire  indéfinie  comprise  entre  la  partie  né- 
gative de  Taxe  des  x,  la  courbe  et  son  asymptote,  il 

faudra  faire  Wo=  -,->  Î2  =  7r,  et  il  vient  alors 

4 


on  trouve  évidemment  la  même  valeur  pour  Taire  com- 
prise entre  la  partie  positive  de  Taxe  desj^,  la  courbe  et 
son  asymptote.  En  ajoutant  à  ces  deux  aires  celle  du 
triangle  formé  par  Tasymptote  et  les  axes,  laquelle  est 

encore  égale  à  —  >  on  obtiendra  l'aire  totale comprise 

entre  les  deux  branches  infinies  et  leur  asymptote.  Cette 
aire  est  égale,  comme  on  voit,  à  celle  de  la  boucle 
fermée. 

De  la  rectification  des  courbes. 

554.  Le  problème  de  la  rectification  des  courbes  planes 
ou  gauches  ne  diffère  pas  de  celui  dont  nous  venons  de 
nous  occuper. 

Soit  s  un  arc  de  courbe  plane  compté  à  partir  d'une 
origine  arbitraire  ;  dans  le  système  des  coordonnées  rec- 
tangulaires, on  a 

si  donc  on  désigne  par  t  la  variable  indépendante,  par  lo» 
T  les  valeurs  de  t  qui  répondent  à  l'origine  d'un  arc  S 
et  à  son  extrémité,  on  aura,  en  supposant  que  t  varie 
dans  le  même  sens  quand  on  décrit  l'arc  S, 


=1 


dt. 

dt 
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Si  l'on  emploie  les  coordonnées  polaires  p  et  w,  et  que 
l'on  désigne  toujours  par  t  la  variable  indépendante,  on 

aura (n«  202) 


Des  formules  analogues  ont  lieu  pour  les  courbes 
gauches.  Désignons  par  s  Tare  d^une  courbe  quelconque, 
compté  à  partir  d'une  origine  arbitraire  ;  dans  le  sys- 
tème des  coordonnées  rectangulaires,  on  a 


et,  quand  on  emploie  les  coordonnées  polaires  r,  0,  <p,  la 
même  différentielle  a  pour  expression  (  n°  259  ) 


ds  =  ^df^-hr^de^  -+-  r»sin*  6^/'>«; 

donc,  si  Ton  représente  par  t  la  variable  indépendante, 
l'arc  S,  dont  les  extrémités  répondent  aux  valeurs  to 
etl  de  ty  aura  pour  expression 


ou 


I    '  ^di^  ^r^dB^-^r'  sin»  6  d'^*    . 

S  ::=:    I      ; «/. 


-i 


S  il  s'agit  d'une  courbe  sphérique,  et  qu'on  prenne  le 
centre  de  la  sphère  pour  origine  des  rayons  vecteurs,  on 
îïurar=:  const.,  et  la  formule  précédente  deviendra 


= 1 ^ 


S^rC^ld^I^^dt. 


Nous  avons  donné,  dans  le  Calcul  diflîérentiel,  Tex- 
pression  d'un  arc  de  parabole,  et  nous  avons  été  conduit 


a38  CALCUL    INTÉGRAL. 

naturellement  à  traiter  aussi  de  la  rectification  de  quel- 
ques autres  courbes.  Il  serait  superflu  de  multiplier  ici 
les  exemples,  et  nous  nous  bornerons  à  en  présenter 
quelques-uns  qui  offrent  un  certain  intérêt  pour  la  Géo- 
métrie ou  même  pour  l'Analyse. 

Rectification  de  l'ellipse  et  de  l'hjperbole. 

S55.  Considérons  une  ellipse  dont  le  demi-grand  axe 
sera  pris  pour  unité  et  dont  l'excentricité  sera  repré- 
sentée par  k.  Les  coordonnées  rectangulaires  de  la  courbe 

rapportée  à  ses  axes  seront  (n**221)  sinç,  yji—k^  coscp,  et 

la  différentielle  de  l'arc  sera  ^i — Aî^sin'yrfy.  D'après 
cela,  si  l'on  désigne,  avec  Legendre,  par  E(y)  la  lon- 
gueur de  l'arc  d'ellipse  compté  à  partir  de  l'une  des  extré- 
mités du  petit  axe,  où  l'angle  f  est  nul,  et  terminé  aa 
point  qui  répond  à  une  valeur  quelconque  de  f ,  on  aura 


(•) 


E[f)=  j     v^i  —  k^sm*ffdf. 


et  l'on  peut  écrire  aussi  (n®  221  ) 

Si  l'on  considère  en  même  temps  une  hyperbole  dont 
le  demi-axe  transverse  soit  k  et  le  demi-axe  non  trans- 


verse ^i — Â^,  les  coordonnées  de  la  courbe  rapportée 
à  ses  axes  pourront   être   représentées   (n®   222)   par 

(  I —  k^)  tangç  et  — -\  désignant  alors  par  T(ç) 

l'arc  d'hyperbole  compté  à  partir  de  l'axe  des  sommets 
où  (f  est  nulf  et  terminé  au  point  qui  répond  à  une  valeur 
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quelconque  de  f ,  on  aura 

Jq   cos* y  V I  —  A*  sin*  f 
et  Ton  peut  écrire  aussi  (n®  222) 

(41  Jo    Vi— A«sm«y  Jo    \/i~A«sm^y 

Les  formules  (2)  et  (4)  montrent  que  l'arc  d'ellipse 
E(f)  et  l'arc  d'hyperbole  T  (ç)  s'expriment  par  le  moyen 
des  intégrales  elliptiques  de  première  et  de  deuxième 
espèce,  et  réciproquement  ces  intégrales  elliptiques  peu- 
vent S'exprimer  au  moyen  d'un  arc  d'ellipse  et  d'un  arc 
d'hyperbole  ;  il  convient  de  se  rappeler  que  la  partie  algé- 
brique tangcy  ^i — A^sin^ç  contenue  dans  la  formule  (4) 
est  égale  à  la  tangente,  à  l'extrémité  de  l'arc  T  (ç),  ter- 
minée par  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  la 
courbe  sur  cette  tangente  (n°  222). 

Legendre  a  désigné  par  la  notation  F(ç)  la  fonction 
elliptique  de  première  espèce  ;  ainsi  l'on  a 


Jn    \/i  —  /c*sin*i 


? 
on 


(5) 


'<"=X'I 


en  faisant,  pour  abréger,  comme  au  n**  438, 

(6)  Aç»  =  v^i—  A:*sin*ç»  ; 

maisFillustre  auteur  a  adopté,  pour  fonction  de  deuxième 
espèce,  l'arc  d'ellipse  E(c[»),  et  de  là  la  dénomination  de 
fonctions  elliptiques  appliquée  aux  transcendantes  que 
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nous  considérons.  La  formule  (a)  donne 

(7)         f''^=i[m-nf)i 

en  sorte  que  la  fonction  que  nous  sommes  convenus  de 
choisir  pour  constituer  la  deuxième  espèce  des  inté- 
grales elliptiques  s'exprime  au  moyen  de  Tare  d'ellipse 
et  de  la  fonction  de  première  espèce. 

La  formule  (4)  donne  aussi,  en  faisant  usage  de  la 
formule  (2), 

(8)  Y(y)  =  (i-A«;F(y)— E(ç,)-l-Aytangy. 

556.  On  peut  développer  en  série  les  arcs  d'ellipse  et 
d'hyperbole  y  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  fonctions 
F(ç)  et  E(y)  (n**  483).  On  a,  par  la  formule  du  binôme. 

—  =  iH —  a:* sm' q>  H 7  A*sm*© H j—z  k^ sm' 9  -f- . . . , 

Af  1  ^2.4  ^2.4.0 

I  I  1.3 

A9  =1 A:*sin*9 7  A:*sin*9 ^—7:  A*sin*o  — . . ., 

^  2  ^        2.4  2.4.6  ^ 

et,  par  conséquent, 

"^      •/«  ^'4     Jo 


(9) 


sin*  y  df 


i— 7T  k^  I     sin*  9  </©  — .... 

Les  séries  contenues  dans  ces  formules  sont  toujours 
convergentes  à  cause  de  k<^i<,  et  l'on  verra  plus  loin 
qu'on  peut  toujours  diminuer  ce  module  autant  qu'on  le 
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Tent;  la  première  formule  ne  diffère  pas  de  l'une  de  celles 
que  nous  avons  données  au  n®  477  ;  les  intégrales  con- 
tenues dans  les  seconds  membres  sont  données  par  les 
formules  du  n®  456. 

Lorsque  cp  =  -,  les  fonctions  F(9),  E(cj>)  sont  les  inté- 
grales complètes  de  première  et  de  deuxième  espèce 
deLegendre;  nous  les  représenterons  par  F|,  E|.  On  a 

K488} 


i 


.  ,„     ,         1 .3.5. .  .'am  —  0  tt 
^    ^  2.4*o.  ..2/n       a 


et,  par  conséquent, 

,,!'.=îha)'-(^)-"-(,^)---]. 

■^=i[-©'"-fe)"»'-(.-!p.)'"-- •]= 

^seconde  des  formules  (lo)  donne  la  longueur  du  qua- 
feint  de  Tellipse. 

Du  changement  du  module  dans  les  Jonctions 
elliptiques.  —  Théorème  de  Landen. 

557.  Une  des  propriétés  les  plus  remarquables  des  in- 
^grales  elliptiques  de  première  espèce  consiste  en  ce  que 
chacune  de  ces  fonctions  peut  être  transformée  d'une 
"ifinité  de  manières  différentes  en  une  autre  fonction 
eUiptique  de  même  espèce  dont  le  module  est  à  volonté 
plus  petit  ou  plus  grand  que  le  module  de  la  proposée. 
U  en  résulte  que  l'on  peut  former  diverses  séries  de  mo- 
dules, indéfinies  dans  les  deux  sens,  dont  les  termes  s'ap- 
piochent  respectivement  de  zéro  et  de  l'unité,  et  qui 
répondent  à  des  fonctions  elliptiques  de  première  es- 

S.  —  Cale,  t'ne.  iQ 
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pèce  égales  entre  elles.  Nous  ne  saurions  entreprendre 
dans  cet  Ouvrage  le  développement  de  l'importante 
théorie  de  la  transformation  des  fonctions  elliptiques  ; 
mais  nous  croyons  utile  cependant  de  faire  connaître 
la  première  échelle  de  modules  découverte  par  Legendre, 
ce  qui  nous  permettra  d'établir  le  curieux  théorème  de 
Landen  relativement  aux  arcs  d'hyperbole. 

Soient  k  une  quantité  donnée  comprise  entre  o  et  i, 
f  un  angle  variable,  et  posons  comme  précédemment 


Ay  =r  v^i —  Xr'sin'y, 

le  radical  étant  pris  avec  le  signe  -f- .  On  peut  déter- 
miner un  angle  q^i  qui  satisfasse  aux  deux  équations 

(i)  8in(29i  —  ç)  =  A-siny,     005(271  —  y)r=A7, 

qui,  en  outre,  varie  d'une  manière  continue  avec  cy  et 
s'annule  en  même  temps  que  lui.  Puisque  Acp  est  posi- 
tif, l'angle  2^1  —  (f  restera  toujours  compris  entre 


2 
2 


et  -f-  -;  si  l'on  désigne  par  4>  l'angle  compris  entre  o 
et  -  qui  a  Arsinf  pour  sinus,  on  aura 


?i  = 


en  sorte  que  91  est  déterminé  sans  ambiguïté  lorsque  9 
est  donné  ;  réciproquement  la  valeur  de  9  est  entière- 
ment déterminée  quand  cpi  est  donné.  Ces  deux  angles 
varient  simultanément  de  o  à  +  00  ou  de  o  à  —  00  ; 

quand  9:=  tt,  O  est  nul  et  l'on  a  91  =  -• 

Si  l'on  ajoute  les  équations  (i)  après  les  avoir  multi- 
pliées par  —  sin9etH-cos9,  puis  par  4- cos 9  et  +  sin9, 
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il  viendra 


d'où 


cos  2«pi  =  cos<p  A^  —  X*  sin*^, 

siD2^l  =:  sin<p[X-  COSy  -h  f^f)y 


[2)  2  sin'ç>i  =:  I  H-  X-  sin*y  —  cos^  A9, 

(     asin^?!  cos<pi^=isiny  (^  cosy -+- Ay). 

La  première  des  équations  (i)  donne  aussi 


(3; 

(4) 


tangy  =  - 


sin2  9>| 


-t-  cos  2  9)1 


^ng(?  — ?i)== 


1— X 
i-^X 


tang9 


1» 


Cl,  si  Ton  pose 


2V^>t 


1=  ^z^^      Ai9i  =  v^i— XJsin'yt, 


on  aura  encore 


a      sin9>,cos9>, 
sin  ^  = : 9 


l  -h  A'  Ai<pi 

1 


1  — 


(5) 


(    COSy  rr= 


j  sin*yi 

I  -t-  X-         '^ 
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Aif, 

I r  sm*  «1 

Ai<pi 

Ensuite,  la  première  des  formules  (i)  donne  par  la 
différentiation,  en  faisant  usage  de  la  seconde  formule, 


^^?i 


(if 


X-cos^  -h  Ay       A^ 

0"i  à  cause  de  la  troisième  formule  (2)  et  de  la  pre- 
mière formule  (  5  ) , 

elfi         I  -h  X*  df 


Ai^i 


A^ 


x6. 
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et,  puisque  (f  et  f  i  s'annulent  en  même  temps,  on  a 

(6)   r    ^y'    ='+^r    ^^^ 

ce  qui  est  l'importante  formule  découverte  par  Legend 
Si  Ton  pose 

réguation  (6)  deviendra 

(7)  F(*M1'.)=-4^'F(*.?)- 

Désignons  par  F|  (/r) ,  F|  (/ti  )  les  fonctions  complè 
de  modules  A:  et  Ai  ;  lorsque  f  est  égal  à  tt,  Tangle  f 

la  valeur  -;  d'ailleurs  on  a  évidemment 
a' 

donc 

(8)  F,(X-0  =  (i4-^)F»{A). 

S58.  D'après  ce  qui  précède,  les  modules  k  et  k^  p« 
vent  être  ramenés  l'un  à  l'autre  ;  ces  modules  sont  1 
entre  eux  par  la  relation 


(9)  ^i  = 


Il  s/ A 


» 


I  -h  X- 

et  si  l'on  désigne  par  A/,  k\  les  modules  complémentai 
de  k  et  ki,  c'est-à-dire  ^i — A-^  et  ^i —  ÂJ,  on  aura 

(lo)  A\=l^, 

d'où 
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la  formule  (lo)  donne 

Il  résulte  de  là  que,  si  Ton  considère  une  suite  infinie 
dans  les  deux  sens^ 


'i3^  Â  t  k        k        k 

dans  laquelle  le  terme  ko=  k  est  inférieur  à  i ,  et  dont 
chaque  terme  se  déduit  du  précédent  par  la  formule 

le  terme  km  tendra  vers  l'unité  si  m  tend  vers  -♦-  oo  ,  et 
d  tendra  vers  zéro  si  m  tend  vers  —  oo  .  On  peut  donc 
ramener  une  fonction  elliptique  de  première  espèce 
F(A-,  ç)  à  une  autre  F  (A:/,  ç/ ),  dans  laquelle  le  module  ki 
est  aussi  près  que  Ton  voudra  de  zéro  ou  de  Tunité  ; 
quant  à  Famplitude  f/  de  cette  nouvelle  fonction,  elle 
peut  être  facilement  calculée  par  le  moyeu  des  formules 
établies  précédemment. 

Considérons,  par  exemple,  la  fonction  complète  Fi  (  /r)  ; 
Oû  aura,  par  la  formule  (8), 

Fj(^)=(H-A:_,)F(/--,) 

---(i-f->t_0(n-^--a)F(*«,; 


=  (1+  ^_, )  (i  -h  k^^) . .  .(l  -^  k^t]  F (Xw). 

^f»  si  i  tend  vers  -j-oo  ,  k^i  tend  vers  zéro,  et  F (/:«/) 
tend  vers  la  limite  -  ^  on  a  donc  ce  développement  remar- 
quable de  la  fonction  complète  F,  (/r)  : 

(«5)     Fj (^)  =  -  (i  -+-  X-_,)  (i  4-  k^^]  (n-  X-_3) . . . . 
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559.  La  transformation  dont  nous  venons  de  nous 
occuper  conduit  à  des  résultats  importants  relatifs  aux 
fonctions  de  deuxième  espèce.  Si  l'on  multiplie  l'é- 
quation 

r/^i  I  H-  X*  d^ 

par  sin^Qpo  on  aura,  par  les  formules  (2), 


A|^i  4  A^      *     4     ^?       4 

ety  en  intégrant. 


>ff !.:_/;    /-'sin»7></î> 


Uf^'si  V,^9t_  ^fi-:-x:    / 


(16)  r"     ■■■        '  /" 

4  4         ^ 

Introduisons,  au  lieu  des  intégrales  de  deuxième  es- 
pèce, les  arcs  d'ellipse  E(Ar,  f  ),  E  (A°«,  fi  )  ;  comme  on  a 
(n°5o5) 


o 
o 


sin«  y,  ^y,  _    I  . 

T--- —  Til*i^li?t)  —  ^v^l'?ljj» 


la  formule  (16)  deviendra,  en  faisant  usage  de  la  for- 
mule (7), 

(17)    (i-4.^)E(^j,y,)  =  E(>t,y)-ix-'«Fr/,9)-f-A:sin9. 

Cette  équation  montre  que  la  fonction  elliptique  de 
première  espèce  F  (A:,  y)  peut  s'exprimer  par  deux  arcs 
appartenant  à  deux  ellipses  différentes. 

L'arc  d'hyperbole  est  donné,  comme  on  l'a  vu  au 


CHi PITRE   IV.  247 

n^  SSS,  par  la  formule 

r  (X-,  y)  =  A:'*  F  ( ^,  y]  —  E  ( ^,  y)  -h  tangy Ay; 

en  élimÎDant  la  fonction  F  de  cette  expression  au  moyen 
de  la  formule  (17  ),  il  vient 

I  -+- !2A:sin^ -+- tang^A^?. 

Si  Ton  retranche  de  cette  formule  celle  qu'on  en  déduit 
en  changeant  <f  et  cfi  en  4>  et  4>^ ,  Téquation  résultante 
exprimera  le  théorème  découvert,  il  y  a  plus  d'un  siècle, 
par  le  géomètre  anglais  Landen,  savoir  que  tout  arc  d'hy- 
perbole peut  être  exprimé  par  deux  arcs  d'ellipse.  Ré- 
ciproquement, tout  arc  d'ellipse  peut  être  exprimé  par 
deux  arcs  d'hyperbole;  il  est  facile  de  conclure  cette 
proposition  des  formules  que  nous  avons  établies. 

560.  Si  dans  la  formule  (  1 7  )  on  suppose  <y  =  tt,  ©1  =  -  > 

on  obtiendra  la  relation  suivante  entre  les  fonctions 

complètes  : 

(i-+-X)E4(>t,)  =  2E,(X0-A-'«F,(A). 

Remplaçant  h  y  V  et  k^  d'abord  par  A:,-,  A*',-,  kij^xy  puis  par 
**-<>^'i-4  7  ^i>  011  aura 

[n-/-,)E,(^,^,)  =  2Ej(Xv)~X-;'F,(it,), 

(i  +  X7-i)Ei(A,)  =2E|(/5v_,)  -  X-;i,F,fX/-,;, 

*es  modules  A:/.!,  Ar/,  ki^i  étant  déterminés  en  fonction  du 
oaodule  initial  A"o  ou  Ar,  comme  on  l'a  expliqué  au  n®  538. 
Où  a  aussi  (nO  537) 

Fi(Xv)  =  (i-+-Xv_,)F,(^/-,); 

51  doue  on  élimine  la  fonction  F|  entre  les  équations  pré- 
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cédentes,  et  que  l'on  remplace  k^i ,  k'i_^  par  les  quantités 

éerales rf  >  — -—rr^  il  viendra 

°         I  -h  /  /     1  -H  Ai 

relation  remarquable  entre  les  circonférences  de  trois 
ellipses  ayant  pour  excentricités  /t|_.i,  Atô  Ai+i- 


Des  courbes  algébriques  dont  les  arcs  s'expriment  par 

des  arcs  de  cercle. 

561.  La  recherche  des  courbes  algébriques  dont  les 
arcs  s'expriment  par  des  arcs  de  cercle  offre  un  certain 
intérêt  au  point  de  vue  de  la  Géométrie,  car  on  peut 
exécuter  sur  ces  courbes ,  comme  sur  le  cercle,  toutes  les 
constructions  relatives  à  l'addition  ou  à  la  soustraction 
des  arcs,  à  leur  multiplication  et  à  leur  division.  Euler 
s'est  beaucoup  occupé  de  cette  recherche,  et,  dans  un 
Mémoire  qui  n'a  été  publié  qu'après  sa  mort,  il  a  fait 
connaître  une  famille  de  courbes  possédant  la  propriété 
en  question,  courbes  qu'il  n'a  trouvées,  dit-il,  qu'après 
avoir  travaillé  longtemps  sur  cette  matière. 

Les  courbes  découvertes  par  Euler  ne  forment  qu'un 
cas  très-particulier  de  celles  dont  l'arc  indéGni  s'exprime 
par  un  arc  de  cercle,  et  dont  les  coordonnées  rectilignes 
sont  des  fonctions  rationnelles  de  la  tangente  trigonomé- 
trique  de  cet  arc.  J'ai  fait  connaître  toutes  ces  courbes 
dans  un  Mémoire  qui  fait  partie  du  XXXV*  Cahier  du 
Journal  de  V  Ecole  Polytechnique,  et  j'ai  montré  qu'elles 
formaient  une  infinité  de  classes  distinctes,  comprenant 
chacune  une  infinité  de  courbes  individuelles.  Je  me  bor- 
nerai ici  à  développer  la  solution  du  cas  le  plus  simple, 
qui  comprend  les  courbes  de  la  première  classe. 


CHAPITRE    IV.  249 

Si  l'on  désigne  par  i  Fimaginaire  y' —  i,  par  g  une 
quantité  positive ,  par  xs  un  angle  réel  et  par  e  la  base 
des  logarithmes  népériens,  puis  que  Ton  fasse 

a  et  a  étant  des  constantes  imaginaires  et  conjuguées, 
ainsi  que  i  et  S,  c  et  y,  , . .  ,etm,  n^  p^  q^  ...  étant  des 
entiers  positifs,  la  solution  générale  du  problème  proposé 
sera  donnée  par  la  formule 


\m 


(I)  --^ir  =  ge^'fl^^Z'Ldz, 


(3-4-1)"*-^* 


dx  —  idjr  =  ee~'^  -  -r-^^^ -^ — r  dz. 


pourvu  quelles  constantes  ayb^Cy  • .  • ,  a,  6,  y,  •  •  •  soient 
choisies  de  manière  que  l'intégrale  qui  figure  dans  la 
formule  précédente  soit  algébrique.  On  a  effectivement 

dx^idy  =  ge^-'-^  jS-^—dz, 
et,  en  changeant  i  en  —  1, 

u  multiplication  des  formules  précédentes  donne 

Cl 

I     £&  =  fifarctangc. 

.f  dz 

Comme    le    degré    du    numérateur   de    la   fraction 

:  7 77— rz  est  inférieur  de  deux  unités  au  deeré  du  dé- 

Dominateur,  si  (i  désigne  le  nombre  des  constantes  a,  i, 
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c,  . . .  OU  a,  6,  y,  . . . ,  il  suffira  de  satisfaire  à'  /x  — 
conditions  (n**  419  )  pour  rendre  algébrique  Texpressi 
de  X  -h  iy. 

Lorsque  ^  et  t  se  réduisent  à  Tunité,  notre  formule 
donne  pas  d'autre  coutbe  que  le  cercle  ;  le  cas  le  p) 
simple  est  donc  celui  dans  lequel  on  a 

La  formule  (i)  devient  alors 

et  une  seule  condition  suffit  pour  que  l'intégrale  s 
algébrique.  Pour  trouver  cette  condition  de  la  mani< 
la  plus  simple,  soit  u  une  nouvelle  variable,  et  pose 

=.  —  —  "; 

z  -h  I      û  -t-  « 

faisons  aussi,  pour  abréger, 

(3)  .^^^ti^^J}., 


on  aura 


et 


dz  \    a  —  i   , 

TT  =  — du 

[z  -\-  i  *        2.1  a  -;-  / 

{z^iY'dz         I     i'a  —  iY'-^^ 


/n-é-J 


ii  \a-{-i 


puis 


z  —  a a  -\-  i  u  —  I 


z  —  a        OL  -^  i  u  —  Ç 

D'après  cela,  la  formule  (  a  )  devient 


/u'^iu  —  j) 
la  — Çj 


jn-*-l        ' 
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en  faisant,  pour  abréger, 


Il         \a  -!-  1/ 


On  voit  alors  que  la  condition  pour  que  x  -^ijr  soit 
algébrique  est 

Cette  équation  en  Ç  est  du  degré  m  -+-  i  ;  elle  a  une 
racine  égale  à  i ,  et,  si  n  est  inférieure  à  m,  elle  a  m  —  n 
racines  nulles  ;  le  nombre  des  racines  différentes  de  o  et 
de  I  est  donc  égal  au  plus  petit  des  nombres  m  et  n;  on 
reconnaît  que  toutes  ces  racines  sont  réelles,  inégales  et 
comprises  entre  o  et  i ,  en  appliquant  n  fois  de  suite  le 
théorème  de  Rolle  à  l'équation 

qui  a  m  racines  nulles  et  tz  + 1  racines  égales  à  i .  Les 
racines  nulles  de  l'équation  (4)  ne  peuvent  nous  con- 
venir, car,  pour  (^  =  o,  la  formule  (3  )  donne  a=  —  i  ou 
«  =  -f-i;  mais  l'une  de  ces  équations  entraîne  l'autre, 
puisque  a  et  a  sont  conjugués;  les  facteurs  z — a,  z — a 
deviennent  z  -h  i,  ^  —  i  ;  par  suite,  on  retombe  sur  le  cas 
où  les  polynômes  f  et  t  se  réduisent  à  l'unité.  Pour  (^=  i 
l'éqnation  (3)  donne  a  =  cc^  et  la  formule  (2)  se  réduit 
encore  à  celle  que  donne  l'hypothèse  f  =  t  =  i . 

Mais  à  chacune  des  racines  Ç  comprises  entre  o  et  i 
répondent  pour  a  et  a  des  valeurs  imaginaires  et  conju- 
guées Tune  de  l'autre.  Remarquons  d'abord  qu'on  peut 
supposer 

sans  diminuer  la  généralité  de  la  solution,  car  on  ramè- 
i^era  le  cas  contraire  à  celui-là  par  un  changement  de. 
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variable.  Il  suffira  efiectivement  d'écrire an  1 

1  —  sz 

de  Zf  en  prenant  pour  e  Tune  des  racines  de  Téquat 

,  a  -^  a. 

t^-h  1 r-  fi  —  I  =  o; 

aa  —  I 

par  la  transformation  dont  il  vient  d'être  question 
formule  (a)  devient 


ai  eta^  ayant  les  valeurs  stiivantes  : 


a  —  fi  a  —  fi 

iH-flfi  i-hafi^ 


d'où  l'on  conclut  aiai=i.  On  peut  donc  adme 
l'équation  (5);  et  de  cette  équation,  combinée  avec  ( 
on  tire  alors 


1 


s/l       i-C  . 


i 


(6)  {  '-"'       '^'' 

a  ;= H •  /; 

1-4-  Ç         H-Ç 

si  l'on  donne  à  a  et  à  a  ces  valeurs  dans  la  formule  ( 
l'expression  de  x  -\-  iy  sera  algébrique. 

S62.  Considérons  le  cas  de  m  =  i  qui  répond 
courbes  d'Euler.  L'équation  (a)  devient 


(7)  a: -.^  ix  r=  ge'i J 


(3  — a)«-nf3^/) 

et  l'équation  de  condition  est 

— û^' — =°' 


^2, 
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d'où  Ton  tire,  en  faisant  abstraction  des  racines  ^  ==  o, 

n 


V 


n 


Les  équations  (6)  donnent  ensuite  les  valeurs  suivantes 

de  â  et  de  a  : 


(8) 


sTn 

'  (  /î  -f-  2  ) 

n  -hi 

sjn 

r(/i  -h  i) 

7 

n  -r-  I 


I 

— —  • 


H  -i-  I  /i  -h  I 


L'intégrale  qui  forme  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (y)  étant  une  fonction  algébrique,  il  est  clair  que  le 
dénominateur  de  cette  fonction  est  [z  —  a)'*(z-f-i)^. 
En  outre,  si  Ton  prend  Tintégrale  de  manière  qu'elle 
s'annule  pour  z  =  aj  le  numérateur  sera  divisible  par 
(z  — a)'*+*,  et,  parce  que  ce  numérateur  ne  peut  être 
çue  du  degré  /i  +  a,  on  aura  un  résultat  de  la  forme 

x-h  iX  =  ge^^ — -T  -f-  const. 

Comme  la  constante  n'influe  que  sur  la  position  de  l'ori- 
pne  des  coordonnées,  nous  la  supposerons  nulle,  et 
nous  prendrons  simplement 

(9)  a -{- ij  =:  ge''' — J — , 

[z  —  ay*[z-{-ij* 

OÙ  ^  et  17  n'ont  pas,  bien  entendu,  les  mêmes  valeurs 
numériques  que  précédemment.  On  aura  l'équation  des 
courbes  dont  nous  nous  occupons,  en  coordonnées  recti- 
^gnes,  en  éliminant  z  entre  l'équation  (9)  et  celle  qu'on 
en  déduit  par  le  changement  de  *  en  — i;  mais  il  est 
pins  simple  d'employer  les  coordonnées  polaires  et  de 
^nbstituer  l'intégration  à  l'élimination. 
^  différentiant  l'équation  (9)  et  en  faisant  usage. 
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des  formules  (8),  il  vient 


il  faut  remarquer  que  l'équation  (9)  entraîne  l'équa- 
tion (10)  quel  que  soit  /z;  nous  pouvons  donc  supposer 
ce  nombre  fractionnaire,  car  la  courbe  à  laquelle  l'é- 
quation (9)  se  rapporte  ne  cessera  pas  d'être  algébrique. 
Ainsi  les  résultats  qui  vont  suivre  acquièrent  une  géné- 
ralité que  ne  comportait  pas  notre  énoncé. 

Multipliant  chacune  des  équations  (9)  et  (10)  par  sa 
conjuguée,  il  vient 

x*  -f-  r*  =  4?*  ' ~ ^» 


dz* 


Désignons  par  p  le  rayon  vecteur  ^x'^-hj^,  par  ris  la 
différentielle  de  l'arc  de  courbe,  savoir  ^dx^-h  dy^y  et 
prenons  ds  de  signe  contraire  k  dz;  on  aura 


n  -h  I 


s/n{n  4-  9.  )      dz 
ds  —  -^':ig — ^ '-— ; 

et,  en  posant 

/tt         >\          ,,    ,        ,                I              d\ 
ZZ=i^  tang     T-f--»       doU      £/3= -, r-r-  î 

ces  formules  deviennent 

(.1)  p  =  ^  1^ ,  +  _J___t  cosX  j , 
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En  difllérentlant  Téquation  (i  i)^  on  trouve 


d'où 


(i3)  -'-  =1 —  sin>^ 

et,  sicû  désigne  la  seconde  coordonnée  polaire,  on  pourra 

poser 

14  *—--  =4-  cos>, 

puisque  dp*  H-  p*  rfw* .—  ds^. 
Des  équations  (11),  (12)  et  (i4)  on  déduit 


,         ds  cos>  n  -^- 1 

dtù  =  rr:  — 


-  cos  A  dk 


ou 


(l5)  £&>=:€/X  — **- 


i-H  ^^— ^ ^cosX 

Pour  intégrer  l'expression  (i5),  nous  ferons  usage  d'une 
nouvelle  variable  X',  déterminée  par  les  deux  équations 


i-4- -f-  cos>  sin > 

(t6)    co8V  = ^"^'  ,     8inV  =  —     ''■^' 


i-f-  -^^— ^-- ^  COSX  I -f-  ^— ^ i  cosX 

/l  -h  I  /l  -+-  I 

Ces  équations  sont  compatibles,  car  on  en  déduit 

cos*V-i-sin*V  =  i, 
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En  difTérentiant  la  seconde  équation  (i6)y  îl  vient 

V//l(/I-4-2)  . 

- — i -hC08> 

COS  V  dy  = :==== ^-r  dfL 

•  » 

d*où,  à  cause  de  la  première  équation  (i6)y 


/l  -h  I 

par  suite,  Téquation  (i5)  devient 

Intégrons  cette  équation  de  manière  que  eu  s^ann 
même  temps  que  X  et  V;  il  viendra 

(17)  «  =  >— (/i-f-i))/, 
d'où 

(18)  cosw  -i-/sinei>==(co8>-{-  /8inX)(cosX'  —  isinV) 

Faisons,  pour  abréger. 


g 


(19)  R=y/_pt_^,^^^^^^^^^^^ 

on  aura,  par  l'équation  (ii)> 

iio)     cosX=-===i- -9     smA=:     _ 

et  les  équations  (x6)  donneront  ensuite 


.,  .  «  H-  I 

ces  A  =  — . > 


(21)  {  Vv^^-^-^l 

•  V  I  R 
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On  a,  d'après  cela, 


cosll  4-  <  sin  X  = —  [p  —  g"  -f-  /R), 

cosV-  I  sin V  =  i ' [in  -4-  i)p ^ /r1  : 

PJnin-i-^]V  '*-+-»  J 


P  )/n{/i-i-  2J 
etréquation  (i8)  devient  enfin 

cosu  4-  /  sill  tù 

\ 


j_  /i-î-i  vrt>  /|^v  y.        jp|-^-i  I 


Cette  équation  (22  )  se  décompose  en  deux  autres  qui 
font  connaître  coso)  et  sino)  en  fonction  de  p;  l'une  ou 
1  autre  de  celles-ci  peut  être  regardée  comme  l'équation 
Qe  nos  courbes  en  coordonnées  polaires. 

£n  multipliant  l'équation  (22)  par  p,  il  vient 

^^ns  le  cas  particulier  de  n  entier,  les  valeurs  de  x  et^ 
^^^  la  forme  suivante  : 

**  et/ désignant  des  fonctions  entières  de  p. 

%3.  Dans  le  cas  général,  l'équation  (22)  est  trop  com- 
P"quée  pour  pouvoir  servir  utilement  à  l'étude  des 
courbes  qu'elle  représente,  et  il  vaut  mieux  employer  le 
système  formé  des  équations  (i  1),  (16)  et  (17),  ainsi  que 
''a  fait  Euler. 

Si  Ton  prend  pour  unité  la  quantité  g  -— >  les 
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équations  (ii)  et  (12)  se  réduiront  à 

«H-  i 

p  =       _   .-  -^=r  -4-  CCS  A, 

^n[n-^  1) 
ds  =  d\; 
on  a,  par  suite, 

en  comptant  les  arcs  à  partir  de  X  =  o,  et  il  vient 

n  -4-  I 

p  =  -^i_-___z::r  -f-  COS5 

^fi[n-\-  2) 

pour  l'équation  générale  de  nos  courbes  entre  l'arc 
rayon  vecteur.   Ces  résultats   sont  conformes   à 
qu'Euler  a  obtenus. 

564.  Dans  le  cas  de  n  =  i,  l'équation  (22)  de\ 
en  prenant  -  pour  unité, 

cosw  -+- 1  smw  = ■-—!_ ^  ? 

et  l'on  a 

Il  en  résulte  que  la  courbe  relative  au  cas  de  n  = 
représentée  par  l'une  ou  l'autre  des  deux  équation; 

p'  H-  6  0  —  2 

cosw  =    =— : > 

3p«v/3 


(0*-+-  20—  2)  v/—  P*-»-  4°  —  I 

3p'  v/3 

Dans  le  cas  de  71  =  2,  l'équation  (22)  devieni 
prenant  |  pour  unité, 

(p—  3  H- /RI  (3p  — i--/R,3 
cosw  -H  /  smw  nu  " ;.  ;-J- ^'-j 

04  p» 
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et  Ton  a 

n  en  résulte  que  la  courbe  relative  au  cas  de  n  =  a  est 
représentée  par  Tune  ou  l'autre  des  deux  équations 

COS«-  g-^ , 


_  (p  - 1)  (p' -4- 4p~i)vA-p^ -4-60-1 


Rectification  de  la  lemniscate  et  de  l'ovale  de  Cassinù 

S65.  La  lemniscate  a  pour  équation  en  coordonnées 

polaires  (n«>5S2) 

il  s'ensuit  que  Ton  a 

dp  do^ 

?--  =  —  2a*sin2û),     P*-l-P*  -:-i  =  4^*» 
'  aw  '  '     du* 

^  OÙ,  en  désignant  par  5  l'arc  de  la  courbe  compté  à  par- 
^rd  une  origine  arbitraire, 

.  ^  dp  ,  r-         dtù 


^4  ^*  —  P*  \/cos  ^  &> 

Si  l'on  fait 


î     .:_  „.  .    /' 


I 


sinw  =  — =  smç,     cosw  =  i  /  i sin'®, 

il  viendra 


ds=.a  ^^ 


y/,_isin«y 
^*  donc  on  prend  la  ligne  a  pour  unité,  et  que  l'on  fasse 


«7. 
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commencer  Tare  s  au  point  où  w  =  o,  y  =  o,  on  aura 


■■( 


Y/i-isin» 


? 


Ainsi,  l'arc  de  la  lemniscate  n'est  autre  chose  que  Vinr 
tégrale  elliptique  de  première  espèce  dont  l'amplitude 

est  cp  et  dont  le  module  a  pour  carré  -• 

On  verra  plus  loin  que  les  fonctions  elliptiques  de  pre- 
mière espèce  peuvent  être  ajoutées  ou  retranchées  entre 
elles,  multipliées  ou  divisées  algébriquement,  de  la  même 
manière  que  les  arcs  de  cercle  ;  il  s'ensuit  donc  que  l'on 
peut  efTectuer  sur  la  lemniscate  des  constructions  ana- 
logues à  celles  auxquelles  on  est  conduit  dans  la  théorie 
du  cercle. 

566.  La  lemniscate  n'est  qu'un  cas  particulier  de  la 
courbe  connue  sous  le  nom  d^ouale  de  Cassini,  et  qui 
est  définie  par  la  propriété  que  le  produit  des  distances 
de  chaque  point  de  la  courbe  à  deux  points  fixes  est  con- 
stant. L'équation  de  cette  courbe  est,  en  coordonnées  po- 
laires, 

p* —  2û*p*cos2w-4-a*=  6*, 

2a  étant  la  distance  des  deux  points  fixes,  et  b^  le  pro- 
duit constant  des  distances  d'un  point  de  la  courbe  à  ces 
points  fixes. 

L'ovale  de  Cassini  aflfecte  trois  formes  très-différentes, 

selon  que  le  rapport  -  est  inférieur,  égal  ou  supérieur 

à  l'unité  ;  dans  le  cas  de  -  =  i ,  elle  coïncide  avec  la  lem- 

a 

niscate. 

Nous  supposerons  d'abord  -  <1  *  *    ^^  nous    ferons 
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4'=  a^  sîn  2a  ;  dans  ce  cas,  la  courbe  est  formée  de  deux 
boucles  fermées  égales  entre  elles,  et  l'angle  la.  est  celui 
queforment  entre  elles  les  tangentes  menées  parle  centre. 
Les  rayons  vecteurs  qui  répondent  aux  valeurs  coo  et  &)| 
de  w  déterminent  sur  la  courbe  deux  arcs  que  je  repré- 
senterai par  5(wo,  w,  ),  (7(0)0,  «i),  ou  simplement  par 
5(0)/,  ff(W|),  si  (1)0  =  0.  Diaprés  cela,  on  trouve  faci- 
lement 

/»**»   / 

,           \        ^     i      \cosi(ù —  i/cos'ioj—  cos'2a  , 
ffWo^«i    =—    I       -^ : -■-  -    ■     "w, 


i/cos*  2  w  —  cos*  2  a 

d'où  ron  déduit 

d(ù 


1  ^«    /*  * 

!^)     *(«o,W|) -f- ff(wo,Wi)  =  2'  —    /      ~- 


^J 


C0S2W  —  cos2a 


1  b^  r  ' 

«1)  —  <y{wo,wi;  =  2*  —   I     - 


/C082W  -i-  COS2  0C 

Si  l'on  pose,  dans  la  formule  (i), 
\3)  sino»  =  sinaslQ9, 

et,  dans  la  formule  (2), 
4  J  sin  w  =:  cos  a  sin  ^, 

on  aura 


ies angles  Ço,  4'o>  ^0  on  Çi,  ^i,  ci)<  devant  satisfaire  aux 
équations  (3)  et  (4). 
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Si  l'on  fait  «o=  o,  ou  aura  aussi  <po=  o>  ^o=  o>  et, 
en  écrivant  (p,  ^j^,  «  au  Heu  de  Çi ,  (pi ,  a)< ,  les  équations  (5  ) 
et  (6)  donneront 

(8)  F(cosa,  >;;;i  =  ^  [j(w;  —  (7(a>)]. 

Il  résulte  de  là  que  toute  fonction  elliptique  de  pre- 
mière espèce  est,  quel  que  soit  son  module,  exprimable 
par  la  somme  ou  par  la  différence  de  deux  arcs  de  Tovale 
de  Cassini,  de  Tespèce  que  nous  venons  de  considérer. 
Réciproquement,  tout  arc  de  cette  courbe  est  exprimable 
au  moyen  de  la  somme  de  deux  fonctions  elliptiques  de 
première  espèce,  dont  les  modules  sont  complémentaires. 
Ces  modules  ont  pour  valeurs 


I  />*       I      /        0^' 


a=-\/  l-H-^-f--!/  I r 


COSa  = 


Si  dans  l'équation  (  7  )  on  pose  w  =  a,  d'où  (p  =  -j  et 
qu'on  désigne  par  S  la  longueur  totale  de  la  courbe,  on 


aura 


ce  qui  montre  que  la  fonction  complète  de  module  sîna 
est  exprimable  au  moyen  du  périmètre  entier  de  la 
courbe. 

Dans  le  cas  de  -  =  i,  l'anerle  a  est  éffal  à  -  et  les 

a  ^  '^  1 

arcs  a(a))  sont  nuls  ;  on  retrouve  le  résultat  connu  relatif 
à  la  lemniscate. 
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5(57.  Supposons  —  ]>  i  et  posons  a*  =  b^  sin2a  ;   la 

courbe  est  composée  d'une  seule  branche.  Je  désignerai 
par  5(0)0,  &)|  )  l'arc  déterminé  par  les  rayons  vecteurs  qui 
répondent  aux  valeurs  Wq,  «4  de  «,  et  par  a(a)o,  Wi  )  Tare 
que  déterminent  les  rayons  vecteurs  perpendiculaires  aux 
deux,  premiers.  D'après  cela,  on  aura 


\       ^"  f 


V  cos  2  w  -t-  y^cos*  2  w  -;-  cot'  2a, 


y/'cos'  2  oj  H-  cet*  2  a 


/             \        "      I       V  —  COS2ûJ-h  4/cos'2û>-;-coL*2a   , 
(wo,  w,)=~    j        l — ^ r/ca; 

V  COS*  2  w  H-  cet'  2  a 
par  suite,  en  supposant  (1)0,  a>|  compris  entre  zéro  et  ^9 

f  X    .       /  >  1  ^^*    I       V  cot  2  a  -f-  v/cos*  2  w  -t-  cot'  2  a  , 

5;cao,  wi)  H-<y(»oi«i)  =  ^    —-   I       _^_.. ^/«, 

»/*.  V  cos*  2  w  H-  cot*  2  a 


,  .  ,  X  i  ^*    /       V — cot2a -+- ^cos*2w-i-cot*2a  , 

^  J^^  V^cos*  2  w  -t-  cot-  2  « 


Posons,  dans  l'équation  (9), 

,     ,  , — r —        I  —  2sin*asin*9 

(II)  à/COS*2w  4-cot'2a  =  ~ j 

et,  dans  l'équation  (10), 

I  —  1  cos*  a  sin*  \!; 


(12}  V  Ci>s*  2  w  4-  cot*  2  a  = ; ; 

\      >  ^  siii2a  ' 

on  aura 

J      V'  —  sm*a  sm* 


d\ 


„  .  — cos* asm* il; 


les  angles  90,  ^oi  ct)o  ou  f  1,  i{/|,  coi  doivent  satisfaire  aux 
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équations  (i  i)  et  (12),  et,  si  Ton  détermine  Fangle  cd'par 

la  relation 

sîn  ^  u' =  sin  !2  a  sîn  2  &}, 

les  équations  (11)  et  (12)  se  réduiront  à 

sinw'         .    .        sinw' 


810^=-: — >     sin>f»  = 


siQa  cosa 


Si  0)0  =  o,  on  a  aussi  yo  =  Ot  ^0=0,  et  les  équa- 
tions (i3)  et  (i4)  donnent 

(i5)  F(sina,  ?)  =  ^  [^(«)  -f-  c-(6))], 

(16)  F(cosa,i{/)  =  i  [s{fa)  —  (t(w)]. 

Les  modules  de  ces  fonctions  elliptiques  sont  encores- 
complémentaires  et  ont  pour  valeurs 


I 


^7'         1       /  rt* 

sin«  =  -y  .-I- ---y  .--^^, 


cosa 


i\/'---Jî-^îv/'~^ 


Si  Ton  fait  co  =  y»  on  a  cj)  =  -»  et  l'équation  (i5) 
donne,  en  désignant  par  S  le  périmètre  total  de  la  courbe, 

F.(sma)  =  ^. 

On  voit  que  l'on  est  conduit  aux  mêmes  conséquences 
que  dans  le  premier  cas. 

Des  courbes  algébriques  dont  les  arcs  s'expriment  par 
des  fonctions  elliptiques  de  première  espèce, 

568.   La  détermination  de  toutes  les  courbes  algé- 
briques dont  les  arcs  peuvent  représenter  les  fonctions 
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elliptiques  de  première  espèce  offre  de  très-grandes  diffi- 
cultés, et  Legendre,  qui  s'est  beaucoup  occupé  de  cette 
recherche,  n'a  pu  trouver  aucune  courbe  possédant  la 
propriété  de  la  lemniscate.  J'ai  donné,  il  y  a  plusieurs 
années,  la  solution  complète  du  problème,  en  me  bornant 
toutefois  au  cas  des  courbes  dont  les  coordonnées  recti- 
lignes  peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions  rationnelles 
d'une  même  variable.  J'ai  été  conduit  ainsi  à  une  infinité 
de  classes  distinctes  renfermant  chacune  un  nombre  illi- 
mité de  courbes  individuelles  dont  les  arcs  représentent 
des  intégrales  elliptiques  de  modules  différents.  La  dis- 
cussion ultérieure  des  résultats  obtenus  a  mis  en  évidence 
deux  propriétés  géométriques  remarquables  communes 
à  toutes  les  courbes  de  la  première  classe,  et  qui  peuvent 
servir  à  les  définir  ;  la  théorie  de  ces  courbes  devient  dès 
lors  indépendante  des  considérations  analytiques  qui 
m'ont  servi  à  les  découvrir. 

569.  Théorème  I.  —  Soit  n  un  nombre  entier,  ou 
fractionnaire,  ou  même  incommensurable,  et  construi- 
sons le  triangle  OMP  tel  que 


OP  =  y^/i     et     MP  =  v^/i  -M , 

puis  imaginons  que,  le  sommet  O  restantjixe,  le  triangle 
varie  de  telle  sorte  que  le  cosinus  de  l'angle  tù formé  par 
le  seul  côté  variable  OM  avec  une  droite  fixe  soit  con- 
stamment  égal  au  cosinus  de  l'angle 

/iMOP  — (/i-f-i}OMP; 

l^ point  M  engendrera  une  courbe  [algébrique  si  n  est 
^ommensurable)  dont  l'arc  sera  exprimable  en  fonction 
ûtf  rayon  vecteur,  par  une  intégrale  elliptique  réduc- 


tible  au  module  i  / — - — • 
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Soient,  en  effet,  MOP  =  a,  OMP  =  (3  ;  l'équatîon  â 
la  courbe  résultera  de  Télimination  de  a  et  |3  entre 

cosw  =:  cos  [/la  —  («H-  i)P]» 

Cosa=r  * ^.,      cosS  =      ^ * 

2py/l  *  2pV/ï-+-I 

De  ces  deux  dernières  équations  on  tire 

R  .    .  R 

sma=r  -j      sinp::j= 


2p  y/ï  !lp^n-hl 

en  faisant,  pour  abréger, 


Gela  posé,  on  trouve,  par  la  différentiation, 

zL"  tlfû  z=:  ndv.  —  [n  -1-  I )  (i^y 

K       p  '^~  R      p' 

d'où 

-''"= — -R — ■;-' 

et,  par  suite,  on  aura,  pour  la  différentielle  de  l'arc, 

dp 


±  ds  =^  7.  yj n  [n -\- i) -^ 

R 

Des  équations  précédentes  on  déduit  encore  les  formuL 
suivantes,  qu'il  convient  de  remarquer  : 

,/-</«  ,  d^ 

~ds  =  V /i  —    ;,  9     ziz  as  =2  i  n  -h  i  — —  • 
•^  cosp       ^^  cosot 


On  a  d'ailleurs,  en  posant  k  =  !/• ? 


sinp  :=  A  sina,     cosp  =  ^i  —  A'sm*«} 
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donc,  en  supposant  que  dp  ait  e  signe  de  da^ 

y  I  —  /'sin^a 

et  l'arc,  compté  à  partir  du  point  de  l'axe  polaire  qui 

correspond  à  a  =  o,  ou  p  =  ^n  -h  t  ±:  ^n ,  sera  exprimé 
par  l'intégrale  elliptique  de  module  k  et  d'amplitude  «, 


-  r ^« 

«/o    VI  —  A:'sin*a 


ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

On  voit  aisément  que,  dans  le  cas  de  71  =  i ,  la  courbe 
(lonlnous  parlons  se  confond  avec  la  lemniscate. 

L'aire  du   triangle  générateur  OMP  est  -^j   et  l'on 

trouve,  d'ailleurs,  aisément 


/ 


î    ,  ,         R 

—  p*dta  =  7  -f-  const.y 
1  4 


d'où  l'on  conclut  que  l'aire  du  secteur^e  courbe,  comptée 
à  partir  de  l'axe  polaire,  est  toujours  égale  à  l'aire  du 
triangle  générateur. 

870.  Je  passe  maintenant  à  l'examen  de  la  seconde 
propriété  de  ces  courbes  remarquables.  On  a,  dans  le 
triangle  OMP, 


p'  =  2/2  -h  I  -T-  2  v'/2  ^/î  -h  I }  COS  ( a  -}-  p ), 

d'où 

COS  I  a  -h  |3  j  =  *- J '  =  =b  i^  9 

2^/1  (/I  -H  ij  ^ 
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d'où  l'on  conclut  que  l'inclinaison  de  la  normale  sur  le 
rayon  vecteur  est  précisément  égale  à  «  -4-  P  ou  à 
son  supplément;  si  donc  on  fait  au  point  M  un  angle 
PMN  =  MOP,  en  supposant  d'abord  le  premier  cas,  MN 
sera  la  normale  au  point  M  de  la  courbe,  lequel  corres- 
pond à  la  position  OMPdu  triangle  générateur  ;  d'ailleurs 
le  point  O  se  trouve  nécessairement  sur  le  segment  ca- 
pable de  l'angle  PMN,  que  l'on  décrirait  sur  MP,  ce  qui 


montre  que  MN  est  tangente  au  cercle  circonscrit  au 
triangle  générateur,  et,  si  C  est  le  centre  du  cercle  cir- 
conscrit, le  rayon  MG  sera  précisément  la  tangente  à  la 
courbe.  Il  est  d'ailleurs  évident  que,  quand  le  sommet  M 
du  triangle  décrira  la  courbe  d'un  mouvement  continu, 
cette  propriété  se  conservera  pour  toutes  les  positions  de 
ce  triangle. 

On  pourrait  supposer  que  l'inclinaison  de  la  normale 
sur  le  rayon  vecteur  fût  égale  au  supplément  de  a  -i-  P; 
dans  ce  cas,  on  ferait  tourner  le  triangle  OMP  autour  de 
OM,  on  aurait  un  second  triangle,  qu'on  pourrait  substi- 
tuer au  premier,  pour  engendrer  la  courbe,  et  la  pro- 
priété précédente  serait  alors  relative  à  ce  nouveau 
triangle. 

De  ce  qui  précède  résulte  le  mode  de  génération  sui- 
vant. 

Théorème  II.  —  Si  le  triangle  OMP  varie  de  telle 
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manière  que  le  sommet  O  reste  fixe,  et  que  les  côtés  mo- 
biles OP  et  MP  soient  constamment  égaux,  le  premier 
à  yfnj  le  second  à  ^/i  -f-  i ,  qu'en  outre  le  déplace- 
ment infiniment  petit  MM^  du  point  M  ait  lieu  à  chaque 
ifistaTit  suivant  la  droite  qui  joint  ce  point  au  centre  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  générateur,  le  point  M 
engendrera  la  courbe  elliptique  quirépondau  nombre n. 
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CHAPITRE  V. 

DE  LA  CUBATURE  DES  SOUDES  ET  DE  LA  QUADRATURE  D! 
SURFACES  œURBES.  —  DES  INTÉGRALES  MULTIPLES. 


c 


Volume  d'un  cylindre  à  base  quelconque^ 

571.  La  base  d'un  cylindre  peut  être  décomposée  en 
éléments  infiniment  petits,  soit  par  des  parallèles  à  une 
direction  donnée,  soit  par  des  rayons  issus  d'un  point 
intérieur.  Considérons  le  premier  mode  de  décomposi- 
tion ;  chacun  des  éléments  sera  compris  entre  deux  paral- 
lélogrammes qu'il  est  facile  de  construire,  entre  deux 
rectangles  si  l'on  veut,  dont  le  rapport  aura  pour  limite 
l'unité.  La  base  B  du  cylindre  sera  donc  la  limite  de  la 
somme  des  rectangles  intérieurs  ou  de  la  somme  des 
rectangles  extérieurs.  D'un  autre  côté,  le  volume  V  du 
cylindre,  dont  nous  désignerons  la  hauteur  par  H,  est 
compris  entre  la  somme  des  prismes  intérieurs  de  hau- 
teur H  et  la  somme  des  prismes  extérieurs  de  même 
hauteur;  d'ailleurs  ces  deux  sommes  de  prismes  tendent 
l'une  et  l'autre  vers  une  limite  égale  au  produit  BH; 
donc  on  a  V  =  BH. 

Expression  du  volume  de  la  portion  d'un  corps  quel- 
conque comprise  entre  deux  plans  parallèles. 

572.  Soient  Ox,  Oy^  Oz  trois  axes  de  coordonnées 
rectilignes  ;  désignons  par  Vie  volume  d'un  segment  d'un 
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corps  quelconque,  compris  entre  deux  plans  MqNq,  MN 
parallèles  au  planez  et  répondant  aux  abscisses  Xq  eix. 


M. 


M' 


Si  Ton  suppose  Xq  constante  et  x  variable,  le  volume  V 
sera  une  fonction  de  x  dont  il  est  aisé  d'avoir  la  diffé- 
rentielle. A  cel  effet,  considérons  les  sections  faites  dans 
le  corps  par  les  deux  plans  MN,  M'N',  parallèles  kjOzy 
et  qui  correspondent  aux  abscisses  x  et  x  -\-  Ax  ; 
ces  deux  plans  comprennent  entre  eux  le  volume  AV; 
nous  représenterons  par  u  Taire  de  la  section  déter- 
minée par  le  plan  MN.  Prenons  un  point  i  à  l'intérieur 
de  Taire  m,  menons  ii'  parallèle  à  l'axe  OX,  et  par  if 
faisons  passer  un  demi-plan  quelconque  mii'm'y  qui  ren- 
contre les  plans  MN,  M'N'  suivant  i/w,  l'm',  et  la  surface 
da  solide  suivant  la  courbe  mrnl .  Menons  par  tous 
les  points  de  l'arc  mm!  des  parallèles  à  mi,  terminées 
à  la  droite  iî  ;  soient  /|  la  plus  petite  de  ces  droites, 
'j  la  plus  grande.  Concevons  que  l'on  porte  sur  im,  les 
longueurs  ip\ ,  ip2  égales  respectivement  à  /j  et  l^»  Si  l'on 
fait  tourner  le  demi-plan  m,iVm!  autour  de  la  droite 
fixe  lï',  les  deux  points  p^  et  p^  décriront  dans  le  plan 
MN  deux  courbes  fermées  dont  nous  représenterons  les 
^espar  U|  et  Uj. 

La  surface  du  corps  étant  une  surface  continue,  il 
est  évident  que  les  aires  U|  et  u^  tendent  vers  u  quand 
^  tend  vers  zéro.  Soit  a  l'angle  que  fait  l'axe  Ox 
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avec  le  plan  j^O^,  la  distance  des  plans  MN,  M'N'  se 
ùxsina.  Construisons  le  cylindre  qui  a  pour  l'une  de 
ses  bases  le  contour  de  u^ ,  dont  Tautrc  base  est  dans  le 
plan  M'N',  et  dont  les  arêtes  sont  parallèles  à  Ox; 
construisons  de  même  un  deuxième  cylindre  avec  1 
contour  de  U2.  Le  volume  AV  est  compris  entre  les 
lûmes  de  ces  deux  cylindres,  qui  ont  pour  mesures 

{/|  sId  a  Ax,      {/]  sin  a  £kx, 

1  AV        j  .  .  . 

le  rapport  —  est  donc  compris  entre  U|  sma  et  1x2  sma^ 

il-Tr 

et  Ton  a,  en  conséquence, 

fiV 

-—=  usina,     ou     dV  z=sinadjc, 

ax 

D'après  cela,  si  l'on  donne  à  x  une  valeur  détermi- 
née X,  le  volume  V  (hi  segment  que  nous  considérons 
aura  pour  expression 


V  =  sina  I      udxy 


u  étant,  nous  devons  le  répéter,  l'aire  de  la  section  faite 
dans  le  corps  par  le  plan  parallèle  au  planez,  qui  ré- 
pond à  l'abscisse  X  ;  dans  le  cas  des  axes  rectangulaires, 
on  a  plus  simplement 

Le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir  suppose  l'aire  u 
connue  en  fonction  de  x  ;  la  détermination  de  cette  aire 
exige  elle-même  une  intégration  ;  mais  il  y  a  des  cas  où 
cette  intégration  peut  être  effectuée  immédiatement. 
Nous  allons  en  présenter  quelques  exemples. 
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Application  à  quelques  exemples. 

873.  Exemple  I.  —  Trouver  le  volume  d'un  cône 
à  base  quelconque. 

Prenons  le  sommet  O  du  cône  pour  origine  de  trois 
coordonnées  rectangulaires  y  et  la  perpendiculaire  abaissée 
de  ce  sommet  sur  la  base  pour  axe  des  a:. 


y 

Si  Ton  désigne  par  B  la  base  du  cône,  par  H  sa  hauteur , 
on  aura,  comme  on  sait, 


u      X*  B    , 

—  =  9         U  =  —  X    m 

B       H*  H*     ' 


cl  le  volume  V  sera 


a^dx  —  —  y<  — 

oa 


V  =  iBH. 

874.  Exemple  II.  —  Troui^er  le  volume  du  segment 
"  un  ellipsoïde  compris  entre  deux  plans  parallèles. 

Rapportons  l'ellipsoïde  à  trois  diamètres  conjugués 
0^,0 j,  Oz  dont  les  deux  derniers  soient  parallèles  aux 
bases  du  segment;  l'équation  delà  surface  du  corps  sera 


■•(-^)  -{-^)^" 


S.-Cafc.  «ic.  x8 
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a',  £',  d  étant  les  demi-longueurs  des  diamètres  conju- 
gués. L'aire  u  est  ici  celle  d'une  ellipse  dans  laquelle 
deux  diamètres  conjugués  ont  pour  longueurs  les  doubles- 
des  expressions 


''\A-?'  ^v/^' 


en  outre,  l'angle  de  ces  diamètres  est  égal  à  l'angle  fiqne 
forment  les  demi-diamètres  i',  d  de  l'ellipsoïde.  On  a. 
donc 


Il  =::T6'c'sinô  (  i—  ^| 


et,  par  conséquent,  si  x^^  X  désignent  les  valeurs  de  x 
qui  répondent  aux  bases  du  segment,  et  que  a  soit  l'angle 
formé  par  l'axe  des  x  avec  le  planez,  on  aura 

V==7r6'c'8in6sina  /     fi ri)^ 

ou 

Vr=r;r6'c'sinôsinar(X".^o)-  ^^i"! ' 

Pour  avoir  le  volume  entier  de  l'ellipsoïde,  il  faudra 
faire  Xo  =  —  i/,  X  =  -î-  a',  et  il  viendra 

si  l'on  prend  pour  ci^V^d  les  demi-axes  a,  J,  c,  on 
aura  0  ^r^  90®,  a  =::=  90®,  et 

La  comparaison  des  deux  formules  précédentes  donne 

a'b'd  sinô  sina  =  abc^ 
ce  qui  exprime  le  théorème  connu,  d'après  lequel  le 
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parallélépipède  construit  sur  trois  diamètres  conjugués 
de  l'ellipsoïde  a  un  volume  constant. 

D  est  évident  qu'on  obtiendra ,  par  un  calcul  analogue, 
le  volume  d'un  segment  d'hyperboloïde  à  une  ou  deux 
nappes,  ou  celui  d'un  segment  de  paraboloïde  elliptique. 

575.  Exemple  III.  —  Etant  donnés  trois  axes  de 
coordonnées  rectangulaires,  on  demande  de  déterminer 
le  volume  compris  dans  l'angle  des  coordonnées  posi~ 
tives  et  limité  par  le  paraboloïde  hyperbolique  repré- 
senlépar  l'équation  xy=^az,  a  étant  une  constante, 
par  le  plan  ABG  qui  a  pour  équation  x  -r-j  ^  z  =  af 
^par  le  plan  des  x  et  y* 


Le  paraboloïde  est  coupé  par  le  plan  ABG  suivant  une 
hyperbole  AMB,  et  il  passe  par  l'axe  des  x,  ainsi  que 
par  celui  desj^.  Le  plan  PMQ,  parallèle  au  plan^^,  qui 
répond  à  l'abscisse  x,  coupe  cette  surface  suivant  une 
droite  MP,  et  le  plan  ABC  suivant  une  droite  MQ  pa- 
™èle  à  BC,  trace  du  même  plan  ABC  sur  le  plan  j^z; 
enfin  il  coupe  le  plan  xy  suivant  la  droite  PQ  parallèle 
*  O7.  L'aire  désignée  par  u  au  n**  572  est  donc  ici  celle 
du  triangle  PMQ  par  lequel  est  engendré  le  volume 
^  on  demande  d'évaluer. 

La  base  PQ  de  ce  triangle  est  l'ordonnée  y  y  relative  à 

x8. 
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l^abscisse  x,  de  la  lîgpne  AB  trace  du  plan  ABC  sur  le 
plan  xy  ;  on  a  donc 

la  hauteur  MH  du  triangle  PMQ  est  le  z,  relatif  à  l'ab- 
scisse Xy  de  rintersection  du  paraboloïde  et  du  plan  ABC;, 
rélimination  de  j"  entre  les  équations  des  deux  surfacesi 

donne 

x(a  —  or  —  z^  =  azi 

ainsi  Ton  a 

ety  par  conséquent,  la  valeur  de  u  est 

i  x{a  —  .r)* 

1/  = i • 

a      a  -\-  x 

D^ailleurs  le  volume  demandé  Y  est  limité  par  les  plan» 
qui  répondent  aux  abscisses  o  et  a  ;  donc  on  a 

1J         a-^x  J      \'^  ^  x-i-aJ 

et,  en  elTcctuant,  on  trouve 

v=(ll-iog4)«'. 

/application  aux  solides  de  révolution. 

576.  L'aire  désignée  par  u  au  n**  572  s'obtient  immé- 
diatement dans  le  cas  très-étendu  des  solides  de  révolu- 
tion autour  de  Taxe  des  x,  puisque  cette  aire  est  celle 
d'un  cercle  ou  de  l'espace  compris  entre  des  cercles  con- 
centriques. 

Soit  Mo  M  une  courbe  donnée  située  dans  le  plan  des 
xy  et  considérons  le  solide  qu'engendre  en  tournant  au- 
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tour  de  Taxe  des  x  Faire  MoPoPM  comprise  entré  la 
courbe  MoM,  Taxe  des  x  et  les  ordonnées  MoPq,  MP. 


Dans  ce  cas,  l'aire  u  sera  celle  d'un  cercle  de  rayon  j'; 
on  aura  donc 


^0  et  X  désignant  les  abscisses  qui  répondent  aux  ordon- 
nées Mo  Po,MP. 

Supposons  qu'on  demande  le  volume  V  engendré  par 
l'aire  MqNoNM  comprise  entre  deux  courbes  données 
MoM,  NoN  et  les  ordonnées  M^Po,  MP.  Soient  j'  et  j' 
les  ordonnées  des  deux  courbes  ;  l'aire  u  sera  celle  de 
l'espace  compris  entre  les  cercles  concentriques  de  rayons 
jet/';  on  aura  donc 

577.  Exemple  I.  —  Déterminer  le  volume  du  tore. 

Le  tore  est  le  solide  engendré  par  un  cercle  tournant 
autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan. 


V 


0 


V.       v 


Rapportons  le  cercle  générateur  à  deux  axes  rec langu- 
ies dont  l'un,  celui  des  Xj  coïncide  avec  l'axe  de  révo- 
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lution;  soient  a  le  rayon  du  cercle,  6  l'ordonnée  du 
centre,  y,  j'  les  ordonnées  des  points  M,  N  qui  ré- 
pondent à  la  même  abscisse  x\  on  aura 


puis,  en  supposant  Taxe  de  rotation  extérieur  au  cercle, 

/•»   

Or,  si  Ton  désigne  par  v  Taire  de  la  portion  du  cercle 
comprise  entre  les  ordonnées  Mo  Po,MP,  qui  répondent 
aux  abscisses  Xq,  X,  on  a  évidemment 

(»:=:    1        (j — y^dxzzuTL    j       ^£1*  —  X^dx\ 

donc  le  segment  de  tore  sera 

Si  l'on  veut  avoir  le  volume  total  du  solide,  on  fera 
i;  =  Tra*,  et  Ton  aura 

578.  Exemple  IL  —  Déterminer  le  volume  engendré 
par  la  surface  de  la  cycloïde  tournant  autour  de  sa  base. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  base  de  la  cycloïde  et  pour 
axe  des  j' la  perpendiculaire  menée  par  Tune  des  extré- 
mités de  cette  base;  la  courbe  sera  définie  (n^230)  par 
les  équations 

x  =  a[f  —  sinr^),    jr  =  a[i — cos^l, 

d'où  l'on  lire 

€lx  =^a  (i  —  cosç> )  df. 

Soit  V  le  volume  engendré  par  l'aire  comprise  entre  la 
courbe,  la  base  et  l'ordonnée  j^^  qui  répond  à  l'abscisse  x 
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on  à  Tangle  9;  on  aura 


OP 


dont 


/  \,      5       i5  3  I        _ 

(i  -  cosfY  =z--.—cosf-\--  cos2y  -  2  cos3ç»; 

Vr=  Tra'l  -® T-sincp  -+-  vsm?.© sin39  |. 


Si  ron  veut  le  volume  total  du  corps  engendré  par  la 
cycloïde,  on  fera  c^  =  27r,  et  l'on  aura 

Î579.  Exemple  III.  —  Déterminer  le  volume  engen^ 
dré  par  la  sur/ace  de  la  cjrcloïde  tournant  autour  de  la 
tangente  au  sommet. 

La  courbe  étant  rapportée  aux  mêmes  axes  que  dans 

l'exemple  précédent,  soit  V  le  volume  engendré  par  la 

surface  comprise  entre  la  courbe,  la  tangente  au  sommet 

et  la  perpendiculaire  2a  — y  à  cette  tangente  correspon- 

^t  à  l'augle  cf  ;  on  aura 

V=:îr  I       (ia — jrY{lx  =  na*  j     (i -I- cosy)  sîn'y^f  ; 


OP 


/.  ,     ,        9      sinocosp 
Burfdf  = -*-  const.y 

I  cosç  sixf^df  =z  -  sin*^  -h  const.  : 

donc 

__  -/tt  —  o       sinocoso       I    .  ,    \ 

V  =  -'[-^  +  -'—  -  3  ""  •?  j  -' 

ea  faisant  (|^  =  o ,  on  aura  le  volume  engendré  par  la 


28o 
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surface  comprise  entre  la  demi-cycioïde  et  la  tangente;  sk. 
Ton  double  le  résultat,  on  obtiendra  le  volume  total,  savoir- 

V  est  ainsi  le  cinquième   du  volume  considéré  dans 
l'exemple  précédent. 


Considérations  nouvelles  relatives  à  la  détermination 
du  volume  des  corps  terminés  par  des  surjaces  quel' 
conques. 


580.  Revenons  à  la  formule 


(•) 


-.f\ 


cix 


que  nous  avons  établie  au  n°  572,  pour  le  cas  des  coor- 
données rectangulaires,  et  où  V  représente  la  portion  du 
volume  d'un  corps  comprise  entre  les  plans  parallèles  au 
plan  j^z  qui  répondent  aux  abscisses  Xo  et  X.  On  peut 
toujours  supposer  que  la  surface,  dont  u  désigne  Taire, 
est  terminée  par  un  contour  qui  n'est  rencontré  qu'en 
deux  points  par  les  droites  parallèles  à  l'axe  des  z  ;  s'il 
en  était  autrement,  on  décomposerait  le  volume  V  en 


plusieurs  parties  satisfaisant  chacune  à  cette  condition. 
Alors,  si  l'on  désigne  par  Z  et  Zq  les  ordonnées  M  P,  /i/oP 
parallèles  aux  z  et  qui  répondent  à  une  valeur  OP  =  >  de 
l'ordonnée  parallèle  aux  j-,  que  l'on  représente  en  même 
temps  par  jq  et  Y  les  valeurs  de  y  qui  répondent  aux 
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limilcs  (lu  contour  de  Taire  u,  cette  aire  aura  pour  ex- 
pression 

(a)  uz=         (Z^zo)djr, 

et  la  formule  (i)  pourra  être  écrite  comme  il  suit  : 

(3)  y=  f    rù:  f    [Z^z,)df. 

Dans  cette  formule  (3),  Z  et  Zo  sont  des  fonctions 
données  dexet  de^;  elles  représentent  les  ordonnées  z 
des  deux  points  de  la  surface  du  corps  qui  répondent  aux 
coordonnées  Xj y^yo  et  Y  sont  des  fonctions  de  la  va- 
riablex  ;  elles  représentent  des  ordonnées  parallèles  aux^ 
etrépoudent  à  Tabscissex  du  contour  qui  limite  la  pro- 
jection du  volume  V  sur  le  plan  des  xj\  enfin  x^  et  X 
désignent  des  constantes  données. 

La  formule  (2)  exprime,  comme  on  sait,  que  Ton  a 

u  =  lim  \  (Z  —  3o)  Ar, 

hélant  regardée  comme  constante  etj^  variant  de j^'o  ^  ^ 
par  intervalles  infiniment  petits  égaux  à  ùj;  on  a  de 
'^^me,  par  la  formule  (i), 

V=  lim  \  aAx, 

avariant  ici  de  Xo  à  X  par  intervalles  égaux  à  Ax,  On 
peut  donc  écrire 

V=  lim  \  A.r  lim  \  (Z  —  «J  A7 

ou 

(i)  V~  lim \\{Z  —  Zo )  Ax A/. 

L'expression  (3)  est  dite  une  intégrale  double;  Tex- 


28a 
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pression  [4),  qui  en  est  une  conséquence,  montre  que 
Y  est  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  des  prismes 
infiniment  petits  (Z — Zq)  ^xAy,  dont  les  bases  AjcAjr 
forment  une  somme  qui  a  pour  limite  Taire  suivant  la- 
quelle se  projette  le  volume  V  sur  le  plan  xjr. 

581 .  On  peut  arriver  aux  résultats  qui  précèdent  par 
d^autres  considérations  qui  permettront  en  même  temps 
d'introduire  plus  de  généralité.  Désignons  par  V  le  vo- 
lume d'une  portion  quelconque  d'un  corps  rapporté  à 
trois  axes  rectangulaires,  et  supposons,  comme  précédem- 
ment, ce  que  Ton  peut  toujours  réaliser,  que  la  surface 
du  solide  à  évaluer  ne  soit  rencontrée  qu'en  deux  points 
par  les  droites  parallèles  aux  z.  Soient,  comme  au  n^580, 
Z  et  Zq  les  valeurs  de  z  relatives  à  cette  surface.  Nom- 
mons P  l'aire  suivant  laquelle  le  volume  V  se  projette  sur 
le  plan  des  xj,  et  décomposons  cette  aive  en  éléments  in- 
finiment petits  dans  tous  les  sens,  d'après  une  loi  quel- 
conque. La  décomposition  dont  je  parle  pourra  être  réa- 
lisée au  moyen  de  deux  familles  de  lignes  dépendant 
chacune  d'un  paramètre  variable  ;  deux  courbes  infini- 
ment voisines  MN,  MiNi  de  l'une  des  familles  déter- 
mineront, avec  deux  courbes  infiniment  voisines  PQ, 


PiQi  de  l'autre  famille,  un  quadrilatère  ABBi  Ai  =a 
qui  sera  l'un  des  éléments  que  nous  avons  à  considérer; 
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on  aura 


»=S"*S-"'' 


a' désignant  un  élément  infiniment  petit  limité  en  partie 
par  le  contour  de  P. 

Mais,  les  éléments  «'étant  compris  entre  deux  courbes 
infiniment  voisines  du  contour  de  P,  la  somme  Z  zh  a'  a 
pour  limite  zéro,  il  en  résulte 

Pr^liraVa; 

et,  conformément  au  principe  du  n^9,  on  pourra  encore 
négliger  dans  a  toute  quantité  infiniment  petite  par  rap- 
port i  cet  élément. 

Cela  posé,  le  cylindre  qui  a  a  pour  base  et  dont  les  arêtes 
sont  parallèles  à  l'axe  des  z  intercepte,  dans  le  volume  V^ 
nn élément  qu'on  peut  représenter  par  a  (Z  —  ^o  -^-  «)  en 
désignant  par  e  un  infiniment  petit  ;  il  en  est  de  même 
des  cylindres  qui  répondent  aux  éléments  excédants  a'  et 
auxquels  répondent  des  éléments  solides  a  '  (  Z  ' —  2^  -4-  e  '  ) . 
On  a  ainsi 

la  deuxième  somme  a  zéro  pour  limite,  puisque  \  a' 

icnd  vers  zéro  ;  la  somme  \  ae  a  aussi  zéro  pour  limite 
(n*9),etrona 

(5)  V  =  HmYcc(Z-Zo). 

582.  Supposons  que  les  éléments  a  soient  déterminés 
par  une  série  de  lignes  parallèles  à  Taxe  des  x  et  par  une 
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deuxième  série  de  lignes  parallèles  à  l'axe  des^;  on 
aura 

et  par  conséquent 

V=  lim  V  (Z  —  3o)  àxSf. 

Pour  avoir  V,  d'après  cette  formule,  on  peut  commen- 
cer par  prendre  la  limite  de  la  somme  des  élément^ 
(Z  —  zo)^^y9  en  supposant  j: et  Ao:  constants.  Cette 

limite  sera  égale  à  Aj:^   /    (Z  —  zo)d^,  si  Ton  suppose 

que  le  contour  de  l'aire  P  ne  soit  rencontré  qu'en  deux 
points  m©,  M  par  les  parallèles  auxj-,  et  que  l'on  désigne 
par  j^Of  Y  les  ordonnées  de  ces  deux  points.  On  a  ainsi 


l'élément  du  volume  V  qui  se  projette  sur  la  partie 
MmoTTi^M'  de  l'aire  P,  partie  qui  est  comprise  entre 
deux  parallèles  à  l'axe  des  j  répondant  aux  abscisses  x 
et  j:  -4-  Ax.  Maintenant  soient  Xq  et  X  les  abscisses  cor- 
respondant aux  ordonnées  iin,  v^,  auxquelles  se  termine 
le  contour  de  l'aire  P;  il  restera  à  prendre  la  limite  de  la 
somme  des  éléments  que  nous  venons  de  déterminer 
quand  x  varie  de  Xq  à  X  par  intervalles  égaux  à  Ax  ;  on 
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ci^ra  ainsi  cette  expression  de  V 

Au  lieu  d'opérer  comme  nous  l'avons  fait,  on  peut  com- 
mencer par  faire  la  somme  des  éléments  (Z  —  Zq)  ùkxàj 
en  supposant  y  et    àj    constants;    on    obtient  ainsi 

Ly  \    (Z  —  Zfi)dxj  les  limites  x^  et  X'  étant  les  ab- 

scisses  des  points  du  contour  de  l'aire  P  qui  répondent  à 
l'ordonnée  j-;  ensuite,  en  désignant  paryjj  et  Y'  les  or- 
données correspondant  aux  abscisses  auxquelles  se  ter- 
mine le  contour  de  l'aire  P,  on  aura,  pour  le  volume  V, 

(7) 


z=  I      djr  I     {Z-^Zo)da:. 


Si  Taire  P  est  celle  d'un  rectangle  dont  les  côtés  soient 
parallèles  aux  axes  des  x  et  des  ^,  il  est  évident  que 

Ton  aura 

et  conséquemment 

d'où  Ton  conclut  ce  théorème,  déjà  établi  (n®  ^1), 
savoir  : 

Lorsqu'il  s' agit  d'intégrer  l' expression  [Z — ^o)  dxdj 
^fitre  les  limites  Xo,lLde  xet  entre  les  limites  y^ ,  Ydey^ 
on  peut  exécuter  les  opérations  dans  un  ordre  quel- 
conque, pourvu  que  les  limites  relatives  à  chaque  inlé- 
Station  soient  indépendantes  de  la  variable  à  laquelle 
^rapporte  l'autre  intégration^ 
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583.  Détermination  du  volume  total  d'un  corps. — 
Nous  supposerons  que  la  surface  du  corps  ne  soît  rencon- 
trée par  une  droite  qu'en  deux  points;  le  cas  contraire 
peut  facilement  se  ramener  à  cette  hypothèse.  L'aire  P  esl 
évidemment  ici  la  trace  sur  le  plan  xy  du  cylindre  pa- 
rallèle aux  z  et  circonscrit  à  la  surface  du  corps  ;  c'est 
aussi  ce  que  l'on  nomme  le  contour  apparent  du  corps 
sur  le  plan  xj.  Les  ordonnées  Zo,  Z  seront  données  par 

l'équation 

F(j:,j,2)  — o, 

qui  appartient  à  la  surface  du  corps  ;  les  points  de  cette 
surface  où  le  plan  tangent  est  parallèle  à  l'axe  des  z 
satisfont  à  l'équation 

et  l'élimination  de  z  entre  les  deux  précédentes  équations 
fera  connaître  l'équation 

du  contour  de  l'aire  P;  c'est  de  cette  dernière  équation 
qu'on  tirera  les  valeurs  de  j^o  et  de  Y.  Quant  aux  limites  x« 
et  X  de  l'intégration  relative  à  Xj  elles  sont  les  abscisses 
des  deux  points  de  la  surface  du  corps  où  le  plan  tangent 
est  parallèle  au  plan  jZy  et  l'on  a,  pour  ces  points,  les 
trois  équations 

584.  Supposons  que  les  éléments  a  du  n^  581  soient 
déterminés  par  une  famille  de  circonférences  ayant  pour 
centre  l'origine  des  coordonnées  et  par  les  rayons  issus 
de  cette  origine.  Soient  p  et  p  -4-  Ap  les  rayons  de  deux 
circonférences  infiniment  voisines,  o),  oi)-h  Acc>  les  angles 
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de  dea\  rayons  infiniment  voisins  ;  on  aura 

et  Ton  peut  écrire,  en  négligeant  ^p^^ 

V  =  lim  \  (Z—  ZojpApAw. 

Commençons  par  prendre  la  limite  de  la  somme  des 
éléments  (Z  —  ^o)?ApAci>,  en  supposant  w  et  Aw  con- 
stants. Si  l'origine  des  coordonnées  est  extérieure  à 


1'^  P,  et  que  les  rayons  issus  de  cette  origine  ne  ren- 
contrent le  contour  qu'en  deux  points,  le  résultat  sera 

^1    (Z  —  Zo)/Dc/py  et  il  exprimera  l'élément  du  vo- 

IwneV  projeté  sur  la  partie  moMM'm'^,  que  déterminent 
<ians  l'aire  P  les  rayons  correspondants  aux  angles  «, 
w-f  Aw.  Il  reste  à  prendre  la  limite  vers  laquelle  tend 
la  somme  de  ces  éléments  quand  co  varie  par  degrés  égaux 
âAo)  entre  les  limites  oi)o,  û  qui  répondent  aux  rayons  O/ut, 
Oy  auxquels  se  termine  l'aire  P.  On  a  ainsi 

/»0  ^R 

Si  Forigine  des  coordonnées  est  dans  l'intérieur  de 
l'aire  P,  il  est  évident  que  la  première  intégration  devra 
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être  faite  à  partir  de  zéro  jusqu'à  la  valeur  R  qui  co 
vient  au  contour  de  P,  et  que  les  limites  de  la  deuxiè 
intégration  seront  o  et  2  tt.  On  a  ainsi 


V=  /"    d^  f   {Z-z,)pdp. 


385.  Exemple  I.  —  Je  prendrai  pour  premier  exemple 
de  la  théorie  qui  précède  le  problème  que  nous  avons 
déjà  résolu  au  n"575.  Il  s'agit  de  déterminer  le  volume  V 
compris  entre  les  surfaces  dont  les  équations  sont,  en 
coordonnées  rectangulaires. 

L'aire  P  est  évidemment  ici  celle  du  triangle  rectangle 
formé  par  l'axe  des  x,  l'axe  des  j'  et  la  trace  du  plan 
X  -h y  -h  z  =  a  sur  le  plan  xy  ;  cette  trace  a  pour  équa- 
tion X  -f- j  =  a,  et  l'on  a 

'  jo=ro,     Y  =  a— .r,     ^0^=0,     X=:a. 

L'ordonnée  Zq  est  nulle,  c'est  la  valeur  fournie  par  la 
troisième  des  équations  précédentes;  les  deux  autres 
donnent 

et  la  plus  petite  de  ces  deux  valeurs  de  z  doit  évidemment 
être  prise  poiir  Z  dans  la  formule 


Zdf. 


Ainsi  l'on  a  Z  =-  —  tant  que 


^a  —  x—x     ou    jr<_I_^ /, 
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et,  au  contraire^  Z  =  a — x — y  tant  que 

rr.  ^    aia  —  r\ 

^-^a^x—x     ou    x>    \_^J\ 

par  conséquent, 


rt-hx 


I  ax[a  —  Jc)'        I  x*(a  — x)' 
i  x{  a  —  x]^ 


'2        a  -h  X 


et 


comme  on  Ta  déjà  trouvé  au  n'*  573.  On  voit  que  le  vo- 
lume V  se  compose  de  deux  parties,  dont  Tune  est  limitée 
parle  paraboloïde  donné,  Tautre  par  le  plan  donné. 

586.  Exemple  II.  —  Etant  donné  le  cylindre  ^ont 
'équation  est  y^-\-x^ — Ra7=  o  en  coordonnées  rec^ 
angulaires,  on  demande  le  volume  de  la  partie  corn- 
Pf^e  entré  le  plan  xy  et  la  sphère  dont  l'équation  est 

Si  Ton  introduit  les  coordonnées  polaires  p  eto)  au  lieu 
"^  oc  et  j^,  la  sphère  aura  pour  équation 

2'  =  R«  -  p», 

^^  l'équation  de  la  trace  du  cylindre  sera 

p  =  R  cosfti. 
L'expression  du  volume  demandé  sera  donc,  en  n'en 

s.—  Caie»  int,  19 
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prenant  d'abord  que  la  moitié  et  en  doublant  ensuite^ 


j  R  cos  •• 


l'intégrale  /  v/R^  —  p'^pdp  est  égale  à 

—  x(R'— p*)^-hconst.; 
donc 

Y=|r»  I     (i  — 8in»«)A> 


o 


r=-R'/«  (i  —  sinu  +  sinucos*»)^^»; 


on  a 


1  (i  — sin  w  H- sîn  w  cos*  «)</«=&» -H  cos  «  —  ^cos'u+oonst,; 


donc 


3  Q 


L'eitcès  de  la  demi-sphère  ^ttR*  sur  la  partie  aV  du 

cylindre  indéfini  comprise  dans  son  intérieur  est  donc 

o 
éffale  à  -R*. 
^  9 

Sur  l'application  des  formules  précédentes  à  des 

questions  div^erses. 

587.  La  considération  des  volumes  peut  être  employée 
avec  avantage  dans  la  solution  de  questions  diverses;  on 
en  a  vu  un  exemple  au  n^  582,  où  nous  avons  rencontré 
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naturellement  une  démonstration  nouvelle  et  fort  simple 

delà  règle  de  l'intégration  sous  le  signe  1  y  déjà  précé- 
demment établie;  nous  présenterons  ici  deux  autres 
exemples. 

Comme  premier  exemple,  nous  indiquerons  le  pro- 
cédé dont  Poisson  a  fait  usage  pour  déterminer  la  valeur 
de  Tintégrale  définie 


L 


dont  nous  nous  sommes  déjà  occupé  au  n^  497,  et  qui 
n*est  autre  chose  que  l'intégrale  eulérîenne  T  (  -  ]  • 
Si  Ton  multiplie  la  précédente  intégrale  par 


/_■ 


•4r, 


on  aura  un  produit  égal  à  F''  (  -  )  »  qui  ne  sera  autre 
chose  que  l'intégrale  double 


/:-/: 


e-(-r»-^r»)  rix. 


Cette  intégrale  double  exprime  le  volume  indéfini  com- 
pris entre  la  surface  dont  l'équation  est  en  coordonnées 
rectangulaires  z  =  e"^'"^'  et  le  plan  xj.  Or,  si  l'on  sub- 
stitue aux  coordonnées  a:  ^  les  coordonnées  polaires  |0,oi>, 
1  équation  de  la  surface  sera  z  =  e~^',  et  le  volume  que 
nous  considérons  aura  pour  expression 


'■(î)=X"''"X"'"'""- 


L*intégrale  relative  à  p  étant  indépendante  de  oi),  on  peut 

»9. 
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écrire 

le  premier  facteur  a  pour  valeur  aw,  le  second  est  égal 
à  -;  on  a  donc 

comme  on  Ta  déjà  trouvé  par  d'autres  considérations. 

588.  Comme  deuxième  exemple,  nous  nous  propo- 
serons de  démontrer  une  formule  curieuse,  dont  Lejeune- 
Diriclilet  a  fait  usage  dans  un  de  ses  Mémoires  ;  cette  for- 
mule est  la  suivante  : 

/{Xyy)  y  désigne  une  fonction  quelconque  qui  reste 
finie  entre  les  limites  des  intégrations.  Il  s'agit  donc  ici 
d'une  intégrale  double  dans  laquelle  l'intégration  relative 
à  r  doit  être  effectuée  entre  des  limites  qui  ne  sont  pas 
toutes  deux  indépendantes  de  l'autre  variable,  et  où  Ton 
peut  cependant  intervertir  l'ordre  des  deux  intégrations. 
Pour  démontrer  la  formule  de  Dirichlet,  il  suffit  de  con- 
sidérer a?,  j^  elf{Xyjr)  comme  les  trois  coordonnées  rec- 
tangulaires d'une  surface  ;  alors  on  voit  de  suite  que  cha- 
cune des  deux  intégrales  doubles  exprime  le  volume  com- 
pris entre  la  surface  dont  nous  venons  de  parler,  le  plan 
des  xy  et  les  trois  plans  perpendiculaires  à  ce  dernier, 
dont  les  équations  sont  j^  i=  o,  x  =  a,  j^  =  x. 

De  l'aille  des  surfaces  courbes, 

589.  On  ne  peut  comparer  à  une  ligne  droite  qu^une 
autre  ligne  droite  ou  une  somme  de  telles  lignes  ;  aussi 
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nous  avons  dû  définir  avec  précision,  dans  le  Calcul  dif- 
férentiel, la  longueur  rectiligne  qu'on  nomme  longueur 
d'un  arc  de  courbe.  Nous  emploierons  ici  des  considé- 
rations analogues  pour  définir  ce  que  nous  entendons  par 
aire  d'une  portion  déterminée  de  surface  courbe. 

On  peut  toujours  supposer  que  la  portion  de  surface 
courbe  dont  il  s'agit  soit  limitée  par  un  contour,  car, 
si  le  contraire  avait  lieu,  et  qu'il  fût  question  de  la  sur- 
face totale  d'un  corps,  on  serait  dans  le  cas  d'un  con- 
tour mfiniment  petit  ;  d'ailleurs  rien  n'empêcherait  de 
décomposer  la  surface  ei^  deux  ou  en  un  plus  grand 
nombre  de  parties;  ce  que  nous  allons  dire  de  chaque 
partie  s'appliquera  alors  naturellement  à  l'aire  totale, 
qui  sera  la  somme  de  ces  parties. 

Soit  une  portion  de  surface  courbe  terminée  par  un 
contour  C;  nous  nommerons  aire  de  cette  surface  la 
limite  S  vers  laquelle  tend  l'aire  d'une  surface  polje- 
drale  inscrite  formée  de  faces  triangulaires  et  terminée 
por  un  contour  polygonal  F  ayant  pour  limite  le  con- 
tour Ç,. 

Ufaut  démontrer  que  la  limite  S  existe  et  qu'elle  est 
indépendante  de  la  loi  suivant  laquelle  décroissent  les 
faces  de  la  surface  polyédrale  inscrite. 

Nous  rapporterons  la  surface  à  trois  axes  rectangu- 
laires, et  nous  choisirons  le  plan  xj  de  manière  qu'il  ne 
soit  perpendiculaire  à  aucun  des  plans  tangents  menés 
à  la  surface  par  les  points  situés  sur  le  contour  C  ou 
dans  l'intérieur  de  ce  contour;  on  peut  toujours  pro- 
céder ainsi  en  décomposant,  s'il  est  nécessaire,  la  portion 
de  surface  considérée  en  plusieurs  parties,  et  en  regardant 
1  aire  totale  comme  égale  à  la  somme  des  aires  des  parties. 
Cela  posé,  soit  C  la  projection  du  contour  C  sur  le  plan 
dcsxjr  ;  inscrivons  dans  le  contour  C  un  polygone  F'  dont 
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les  côtés  soient  tous  infiniment  petits,  et  décomposons 
polygone  P  en  éléments  triangulaires  a  dont  les  tr 
côtés  soient  infiniment  petits.  Les  arêtes  du  pris 
triangulaire  qui  a  pour  base  a,  et  dont  les  arêtes  S4 
parallèles  à  Taxe  des  z,  rencontreront  la  surface  cou: 
en  trois  points,  et,  si  l'on  joint  ces  points  deux  à  de  ' 
on  obtiendra  un  triangle  qui  sera  Tune  des  faces 
la  surface  polyédrale  que  nous  voulons  inscrire;  Vs 

de  ce  triande  sera  éffale  à  — -j  6  étant  Fannie   c 
°  ^  cosô  ^ 

forme  le  plan  du  triangle  avec  le  plan  xy.  D'après  ce 

si  Ton  désigne  par  P  Taire  totale  de  la  surface  pol^ 

drale  inscrite,  on  aura 


s 


ces  9 


Mais,  si  l'on  nomme  ^  l'angle  que  forme  avec  le  plan . 
le  plan  tangent  mené  à  la  surface  par  l'un  des  somm< 

du  trianfi:le  inscrit  dont  l'aire  est  — r  j  il  est  évident  qi 
^  cosv  * 

l'on  aura 


cosd      cosÇ 
e  désignant  un  infiniment  petit  ;  on  peut  donc  écrire 


^  '  ^  cosÇ      ^ 


a 

cosC 


L'ordonnée  z  de  notre  surface  est  une  fonction  déte 
minée  des  variables  x  etj^;  cosf  est  aussi  une  fonctic 
des  deux  mêmes  variables.  Considérons  alors  la  surfa 
dont  l'ordonnée  Z  a  pour  valeur 


cosÇ 
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désignons,  en  outre,  par  Vie  volume  limité  par  cette  sur- 
face et  par  le  plan  xy  dans  le  cylindre  parallèle  à  Taxe 
des  z  et  qui  a  pour  base  C;  on  aura  (n^  581) 


{1)  V— limy  Za  =  liiny 


a 

— — —  I 

cosÇ 


Donc  la  première  des  sommes  de  la  formule  (i)  a  pour 
limite  Y;  il  s'ensuit  (n^  9)  que  la  deuuème  somme  a 
zéro  pour  limite,  et  Ton  a,  en  conséquence, 

(3)  limP  =  V    ou    S  =  V, 
ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

590.  Mais  la  formule  (2)  subsiste  (n^ 581  )  quelle  que 
soit  la  figure  des  aires  infiniment  petites  a  ;  on  aura  donc, 
pour  toute  décomposition  de  Taire  Q!  en  éléments  a  infi- 
niment petits  dans  tous  les  sens, 

(4)  S=:Uin^ 

Soient  Xjb  et  ^1  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des 
valeurs  de  X^  pour  les  différents  points  situés  dans  l'inté- 
rieur du  contour  C  ;  la  formule  précédente  donnera 

S  = T.limN  a  =  -^, 

cos  Ç  ^  COS  V 

en  désignant  par  Ç'  un  angle  compris  entre  fo  et  î[i,  et 
par  A  Taire  limitée  par  le  contour  C  Supposons  que 
Taire  A  se  réduise  à  un  élément  a  infiniment  petit  dans 
tous  les  sens  ;  S  se  réduira  aussi  à  un  élément  infiniment 
petit  a,  et  Ton  aiu:a 


a 
cosÇ 


Soit  Ç  Tangle  formé  avec  le  plan  des  xy  par  le  plan  tan- 
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gent  en  un  point  quelconque  de  rélément  a  ;  on  aura 

cosÇ        cosÇ  ^  ' 

m  étant  un  infiniment  petit  ;  donc 

(6)  cr  =  -^(i-hu). 

Il  faut  remarquer  que  la  formule  (4)  subsiste  lors 
même  que  le  plan  tangent  de  la  surface  proposée  serait,  en 
quelques  points  du  con  tour  C,  perpendiculaire  au  plan  xy  ; 
en  effet,  cette  circonstance  n'aura  plus  lieusiTon  substitue 
au  contour  C  un  autre  contour  Co  infiniment  voisin,  con- 
venablement choisi  ;  désignant  alors  par  Sq  Taire  com- 
prise dans  le  nouveau  contour  et  par  Vq  le  volume  déter- 
miné comme  on  l'a  expliqué  au  n^  589,  on  aura 

S(,  =  Vq  î 

cette  égalité  subsiste  quand  le  contour  Co  varie  et  tend 
vers  la  limite  C  ;  d'ailleurs  Sq  tend  alors  vers  la  limite  S  ; 
on  obtient  donc  l'égalité  (3)  en  passant  à  la  limite.  Quelle 
que  soit  l'aire  terminée  par  le  contourC,  on  peut  toujours 
la  décomposer  en  parties  telles  que  le  plan  tangent  de  la 
surface  ne  soit  perpendiculaire  au  plan  xy  que  pour 
des  points  situés  sur  les  contours  partiels;  il  en  résulte 
que  la  formule  (4)  convient  à  tous  les  cas. 

591 .  Appliquons  ce  qui  précède  au  cas  d'une  surface 
définie  par  son  équation  entre  trois  coordonnées  rectan* 
gulaires  x,  j^,  z.  Soit 

(6)  dz=pdx  -^  qdy, 

p  et  q  étant  des  fonctions  données  de  x  et  j  ;  on  aura 

(n°254) 

cosÇ 


CHAPITRE  V.  a97 

Supposons,  ce  qu'il  est  toujours  possible  de  réaliser, 
que  le  contour  C  de  la  projection  de  Taire  S  à  évaluer 
ne  soit  rencontré  qu'en  deux  points  par  les  parallèles 
aux  j;  alors  l'aire  S,  égale  au  volume  V,  aura  pour 
expression  (n^  S82) 

/•  et  Y  désignent  les  ordonnées  y  du  contour  QJ  qui 
répondent  à  l'abscisse  :r  ;  oto  et  X  sont  les  abscisses  cor- 
respondant aux  ordonnées  qui  limitent  le  contour.  On 
peut  écrire  aussi 

(8)  S=  f  djr  Ç   ^i—pi—qidx; 

naais  ici  Xo  et  X  désignent  les  abscisses  des  deux  points 
du  contour  qui  répondent  à  un  même  y^  tandis  que  y^ 
cl  Y  sont  les  ordonnées  correspondant  aux  deux  ab- 
scisses qui  limitent  le  contour  C. 

S92.  11  est  quelquefois  avantageux  de  substituer  aux 
coordonnées  x,  j^  les  coordonnées  polaires  p,  w.  On  a 

x  =  pcos&>t    ^  =  psinw, 

et  Ton  peut  prendre  pùpAod  pour  l'élément  a  (n°  584). 
Alors,  si  l'origine  des  coordonnées  est  extérieure  au  con- 
tour C,  et  que  chaque  rayon  p  ne  rencontre  le  contour 
qu  en  deux  points,  on  aura 

P«  et  R  étant  les  rayons  des  points  du  contour  C  qui 
^pondent  à  une  même  valeur  de  w,  et  a)o,  û  désignant 
*cs  valeurs  de  (ù  qui  répondent  aux  rayons  limites  du 
autour.  Cette  formule  est  encore  applicable  au  cas  où  le 
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contour  C  serait  formé  de  deux  contours  partiels  inK 
rieurs  l'un  à  l'autre,  l'origine  étant  dans  l'intérieur  • 
plus  petit  contour  et  la  surface  S  à  évaluer  ayant  po 
projection  l'espace  compris  entre  les  deux  contour 
dans  ce  cas,  on  a  évidemment  0)0=  o,  ft  =  air  et 

iiic  ^R        . 


(lo)       ^^  r  ''^  r 


cosÇ 

Si  le  plus  petit  des  deux  contours  dont  on  vient  de 
parler  se  réduit  à  l'origine  des  coordonnées,  on  a  /Do  ==  0 
et  la  formule  (10)  devient 

Jo      ^• 


cosÇ 


Le  cosinus  de  l'angle  1^  s'exprime  facilement  en  fonc 
tion  des  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  à  p  et  u 
On  a 

iixzrz  dp  cosa»  —  p  sinw^ft),     djr  ^=  dp  sina>  -♦-  p  cosm  ^; 

la  formule  (6)  donne  alors 

dz  .  i  âz 

^    rn-ncosû» -f^smw,      --ru:  —  psmu -f- 7  cosc»; 

Op  ^  p  dw  "^  ^ 

élevant  au  carré  et  ajoutant,  il  vient 


par  suite 


cosÇ 
On  a  donc 


=/'•-•(©■-(£)' 


en  se  dispensant  d'indiquer  les  limites  des  intégrales 
afin  d'embrasser  tous  les  cas. 


Ciu  des  surfaces  de  révolution. 

S93.  Dans  le  cas  des  surfaces  de  révolution,  l'intégrale 
double  qui  exprime  l'aire  de  la  zone  comprise  entre  deux 
plans  perpendiculaires  à  l'aie  se  réduit  immédiatement  â 
une  intégrale  simple. 

Soit  CMD  une  courbe  rapportée  à  deux  axes  rectangu- 
laires Ox,  0_r  situés  dans  un  plan,  et  supposons  que  l'on 
demande  l'aire  S  de  la  zone  engendrée  par  l'arc  CD 
toumantantour  de  l'axe desx.  Considérons d'abordlecas 


où  l'ordonnée^  de  la  courbe  est  constamment  croissante 
OQ  décroissante  quand  on  passe  d'une  extrémité  à  l'autre 
de  l'arc  CD  ;  l'aire  demandée  5  aura  pour  projection,  sur 
le  plan  perpendiculaire  à  Ox,  l'espace  compris  entre  les 
deux  cercles  décrits  de  l'origine  comme  centre  avec  les 
ordonnées  CA  =_r»,  DB  =  Y  des  extrémités  de  l'arc.  On 
peut  donc  appliquer  ici  la  formule  (lo)  du  n° 592  en  écri- 
ya.nVy  au  lieu  de  p  et  en  prenant  pour  X,  l'angle  du  plan 
tangent  à  la  surface  avec  le  plan  perpendiculaire  à  Ox  ; 


<H 


cosC 


Or,  par  la  nature  de  la  surface,  X,  ne  dépend  pas  de  u; 
on  peut  donc  faire  sortir  le  facteur  /    - — =  du  signe  / 
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relatif  à  co,  et  Ton  a 

le  plan  tangent  d'une  surface  de  révolution  étant  perpen- 
diculaire au  plan  de  la  courbe  méridienne,  f  est  Fangle 
formé  par  la  tangente  de  cette  méridienne  avec  Taxe  desj'  ; 

par  conséquent;  cosî^=  zîz  -~>  ^/jetant  la  différentielle  de 

Tare  de  la  courbe.  On  a  ainsi 

le  signe  zh  devant  être  remplacé  par  le  signe  de  Y — jo  ; 
si  Xo  et  X^  j^o  désignent  les  abscisses  qui  répondent 
aux  ordonnées  yo,  Y,  on  pourra  écrire  aussi 

Il  est  évident  que  cette  dernière  formule  subsistera 
quel  que  soit  l'arc  de  courbe  CD,  car  on  peut  toujours 
décomposer  l'arc  CD  en  parties  telles  que  de  l'une  des 
extrémités  à  l'autre  de  chaque  partie  l'ordonnée  varie 
dans  le  même  sens.  Notre  formule  s'appliquant  à  chaque 
partie,  elle  s'applique  aussi  à  leur  somme. 

594.  On  peut  établir  directement  la  formule  que  nous 
venons  d'obtenir.  Effectivement,  inscrivons  dans  l'arc  CD 
une  ligne  polygonale  dont  les  côtés  soient  infiniment 
petits.  Chacun  de  ces  côtés  MM'  engendrera  un  tronc  de 
cône  ;  inscrivons  dans  chaque  tronc  de  cône  une  surface 
polyédrale  formée  de  faces  quadrangulaires  dont  deux 
côtés  soient  des  arêtes  infiniment  voisines  du  tronc  de 
cône  ;  chacune  de  ces  faces  étant  ensuite  décomposée  en 
triangles  par  une  diagonale,  nous  aurons  une  surface  po- 
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Ijédrale  qui  sera  inscrite  à  la  fois  dans  la  surface  de 
révolution proposéeetdanslasurface  composée  des  troncs 
de  cône  inscrits.  Il  résulte  de  là  que  la  surface  demandée  S 
est  égale  à  la  limite  de  la  somme  des  surfaces  des  troncs 
decône.OrysiXy^  désignent  les  coordonnées  du  point  M; 
x-t-  Ar,  y  -H  ùy  celles  du  point  M',  la  surface  engen- 
drée par  MM'  sera 

ds         ,  , 

il.r. 

^Q  désignant  par  s  Tare  de  la  courbe  et  par  t  un  infînî- 
'ïïent  petit.  D'après  cela,  on  a 

S  =  lim  \  2  'KT  — -  Ax 

^      -^  dx 

ou 


ou 


'^/•^S^"- 


8=2 
^93.    AittE    DE   l'ellipsoïde  DE    RÉVOLUTION.  Chcr- 

caons  l'aire  d'une  zone  de  l'ellipsoïde  de  révolution.  Soit 


1  -^  Ai  =  ■ 


l'équation  de  l'ellipse  qui  engendre  la  surface  en  tour- 
ï^ant  autour  de  l'axe  des  x  ;  on  a 

y  --  =  --  vu*  —  lei^ —  b'\x^. 

L'aire  engendrée  par  l'arc  compris  entre  l'extrémité 
du  demi-axe  h  et  le  point  qui  répond  à  l'abscisse  x  sera 

8=277-      /        sjil>—\u^'-b^].l^dX', 

il  convient  de  distinguer  les  cas  de  a ^  é  et  de  a<^bm 


302  CALCUL    IKT£gRAL. 

Sia'^b,  Tellipsoïde  est  de  révolution  autour  du  grai 


axe  ;  on  a 


r    v^a*— (a^  — 6«)j:Var 


nrxi/fl*— (fl*— 6»)x« -h    ■ arccos^         ^  ' 


A  a} 


donc 


S= ^^ ï ^ h-=arccos^ ^— ^ ^ 

Si  Ton  veut  l'aire  totale  de  rellipsoïde,  il  faut  faire  x= 
et  doubler  ensuite  le  résultat^  il  vient  ainsi 

S  =:  27r6'  H —  arccos  -> 


ou,  en  posant  b=za  cos  -9 


Si  J  =  a,  7  =  o,  l'ellipaoïde  se  réduit  à  une  sphère, 
et  Ton  retrouve  la  formule  connue  S  =  4^ «*• 

Supposons  en  second  lieu  a<^b\  dans  ce  cas  l'ellipsoïde 
est  de  révolution  autour  du  petit  axe,  et  l'expression 
de  S  est 

ou 


S  — i 1 lOg 5 : 

faisant  x  =  a  dans  cette  formule,  et  multipliant  ensuite 
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par  2,  on  obtient  l'aîre  totale  de  TelHpsoïde,  savoir 


S==27r6'H lofT 1 • 


si  Ton  pose 


B=i{Ki-^), 


la  formule  précédente  deviendra 


S  =  27r6«  fi  -:-  ^-^ — y -1 


ce  qui,  pour  J  =:  a  ou  y  =  o,  se  réduit  à  4'^a^y  expres- 
sion relative  à  la  sphère. 


applications  de  la  méthode  pour  la  détermination  de 
l'aire  des  surfaces  courbes  quelconques. 

596.  Problème  I.  —  Trouver  l'aire  d'un  triangle 
sjphérique. 

Un  triangle  sphérique  pouvant  se  décomposer  en  deux 
triangles  rectangles  par  un  arc  de  grand  cercle  abaissé 


d'un  sommet  perpendiculairement  sur  le  c6té  opposé,  il 
nous  suffira  d'examiner  le  cas  du  triangle  rectangle. 
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Soit  le  triangle  sphérique  ABC,  rectangle  en  A,  q 
nous  rapporterons  à  trois  axes  rectangulaires  passant  j 
le  centre  de  la  sphère  ;  nous  prendrons  pour  plan  des  « 
le  plan  du  côté  AC,  et  nous  ferons  passer  Taxe  des  x  ]: 
le  sommet  C.  La  ligne  OA  est  la  trace  du  plan  du  côté  J 
sur  le  plan  xy^  et,  si  l'on  abaisse  du  sommet  B  la  perpe 
diculaire  BP  sur  OA,  Tare  de  cercle  BC  se  projettera  su 
vant  un  arc  d'ellipse  CP  ;  il  s'agit  donc  de  trouver  l'aiJ 
de  la  portion  de  sphère  qui  se  projette  à  l'intérieur  J 
triangle  curviligne  ACP. 

L'équation  de  la  sphère  est 

et  celle  du  plan  du  côté  BC  est 

z=ijKtangC, 

C  étant  l'angle  au  sommet  du  même  nom  dans  le  triangle 
En  éliminant  z  entre  les  deux  équations  précédentes^  oi 
a  l'équation  de  l'ellipse  CP,  savoir 

cos^C 

d'où  l'on  tire,  en  remplaçant  x  et  y  par  les  valeui 
pocosot),  posino), 

RcosC 

po  =  —-^^ — • 

^i  —  sin*Ccos*» 

Le  cosinus  de  l'angle  que  fait  le  plan  tangent  de  1 

sphère  avec  le  plan  x/est  —  ou  - — - — ^>  et  l'élément  d 

la  surface  sphérique  est  -f-— —  •  L'intégration  relativ 

à  p  doit  être  faite  depuis  la  valeur  po,  qui  convient  à  l'e 
lipse,  jusqu'à  p  =  R  ;  celle  relative  à  ci>  doit  être  fait 
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depuis  «  =  o  jusqu'à  «  =  —  »  J  étant  la  longueur  du 
côté  AC;  ainsi  Texpression  de  Taire  demandée  S  est 


On  a 


/Vrè=»^"^=7T 


R*sînC  sinw 

5 


P.  y/^'  —  p*  V'i  — sin*Ccos»« 

donc 

r  "^    R*  sin  C  sin  w  ^w 
S=  /      -       _:         -=. 

•/o     \i  —  siii*  C  cos*  cj 

L'intégrale  indéfinie  de  la  différentielle  sous  le  signe  i  est 
—  R^  arc  sin  (sinCcosw)  -h  const.  ;  on  a  donc 

S  =  R*    C  —  arc  sin  (  sinC  ces  tt  )     ; 

mais  y  par  les  formules  do  la  Trigonométrie  sphérique, 
sinCcosrr-estégalàcosBou  à  sini  -  — Bj?  et,  par  suite, 

ce  qui  est  la  formule  connue. 

597.  Problème  II.  —  Etant  donnée  la  sphère  qui  a 
pour  équation  en  coordonnées  rectangulaires 

S.-  Cale,  int,  20 
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trouver  l'aire  de  la  portion  de  cette  sphère  qui  se  projette 
sur  le  plan  xy^  dans  l'intérieur  de  la  courbe  dont  l'équa- 
tion en  coordonnées  polaires  est 


=\/î'- 


tang'w). 


L'élément  de  la  surface  sphérique  est,  comme  dans  le 
problème  précédent,  et  à  cause  de  R  =  i, 

0  dp  dtù 


VI -p^ 


La  courbe  donnée  est  symétrique  par  rapport  aux  axes 
des  X  et  des  j^;  il  suffit  donc  de  déterminer  Taire  sphé- 
rique qui  se  projette  sur  Funde  ses  quadrants,  celui  qui 

répond  aux  valeurs  de  w  comprises  entre  o  et  ■^-  Le  rayon 
vecteur  de  cette  courbe  est  plus  grand  que  i  pour  les  va- 
leurs de  w  comprises  entre  o  et  -tî  mais  il  est  inférieur  à 

I  pour  les  valeurs  de  w  comprises  entre  j^  et  7  ;  donc  Taire 

que  nous  avons  à  évaluer  se  compose  de  deux  parties,  sa- 
voir celle  qui  se  projette  sur  le  secteur  circulaire  dont 

Tangle  est  7^»  et  celle  qui  se  projette  sur  le  segment  de  la 

courbe  donnée  dont  la  corde  fait,  avec  Taxe  des  jr,  Tangle 

TT 

rr*  Pour  la  première  partie,  les  intégrations  devront  être 

faites  dep  =  o  à|0  =  i  et  de  ci)  =  oàoi)=-T;  pour  la 
deuxième  partie,  Tintégration  relative  à  p  doit  être  faite 

dep  =  oàp=  \/-(i  —  tang^w)  et  celle  relative  à  o)  de 


N 
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«0=  »  à(«)=  -j-  On  a  ainsi 
6           4 

30 

6 

—  UOf>M) 

=  ^-^*y/-Ung«a,-ir&,; 


or 


/^       3     </« 
2  COS*»  /*       ICOSùidùi 


La  première  intégrale  a  pour  valeur 


i/  -  log  (  tangci»  -H  i/  tang'b)  —  ô  )  "<-  const., 


et  la  seconde 

^logl  sinu  -f-  i /sin*w  —  7  )  "+■  const.; 

on  conclut  de  là 


S=^+v/2log(v^-4-i)-Y/|log(v3+v^). 


Formule  générale  pour  la  détermination  de    l'aire 

des  sur/aces. 

598.  Considérons  d'abord  le  cas  d'une  aire  plane 
limitée  par  un  contour  G,  et  supposons  que  les  équa- 
tiens 

(1)  «  =  «,      i>=:p, 

20. 
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• 

dans  lesquelles  u  et  v  désignent  deux  fonctions  des  coor- 
données X  et  J'y  a  et  fi  deux  paramètres  variables,  repré* 
sentent  deux  séries  de  lignes  telles  que  par  chaque 
point  de  l'intérieur  du  contour  C  on  puisse  mener  une 
ligne  de  chaque  système;  nous  admettrons  que  ces 
lignes  ne  rencontrent  le  contour  C  qu'en  deux  points. 
Les  équations  (i),  résolues  par  rapport  à  x  eij^  donnent 

(a)  ^=/f«,|3),     j=/,(«,|3). 

On  obtient  une  ligne  de  la  première  série  en  faisant 
varier  dans  ces  formules  le  paramètre  j3,  après  avoir  at- 
tribué à  a  une  valeur  déterminée ,  de  même  la  variation 
de  a,  le  paramètre  |3  demeurant  fixe,  donne  une  ligne  de 
la  seconde  série.  Divisons,  comme  au  n°  581 ,  Taire  S  en 


parties  infiniment  petites  dans  tous  les  sens  au  moyen 
des  lignes  a  et  (3;  Taire  S  sera  la  limite  de  la  somme  def 
quadrilatères  ABA|B,  déterminés  par  les  lignes  qui 
correspondent  aux  valeurs  a,  a  -f-  A»,  jS,  |3  -f-  ùfi  des 
deux  paramètres.  Pour  évaluer  Taire  du  quadrilatère 
ABA|B,,  nous  supposerons  d'abord  que  les  accroisse- 
ments Aa,  A(î  ne  sont  pas  indépendants  l'un  de  Tautre, 
mais  que  leur  rapport  reste  voisin  d'un  nombre  fixe,  de 
Tunité  par  exemple;  alors,  Aa  étant  pris  pour  infini- 
ment petit  principal,  A[3  sera  du  premier  ordre.  Menons 


CHAPITRE   y.  3o9 

au  point  A  la  tangente  à  la  courbe  AA| ,  que  Ton  obtient 
par  la  variation  du  paramètre  a  ;  la  distance  de  chaque 
point  de  cet  arc  à  la  tangente  en  A  est  une  quantité  du 
second  ordre,  et  Parc  est  compris  entre  deux  parallèles 
à  la  tangente,  dont  la  distance  est  du  second  ordre. 
Pareillement,  Tare  BB^  est  compris  entre  deux  paral- 
lèles à  la  tangente  en  B  à  cet  arc,  et  dont  la  distance  est 
aussi  du  second  ordre.  Remarquons  maintenant  que 
l'angle  des  tangentes  en  A  etB,  étant  du  premier  ordre 
par  rapport  à  Zi|3,  est  encore  du  premier  ordre  par 
rapport  à  A^r.  En  opérant  de  même  pour  les  arcs  AB, 
A|B|,  on  obtiendra  deux  parallélogrammes  entre  les- 
quels sera  comprise  Taire  co  du  quadrilatère  ABA|B|. 
Les  sommets  des  deux  parallélogrammes  sont  distants 
respectivement  des  points  A,  B,  A|,  B|  de  quantités  du 
second  ordre  :  leurs  côtés  ne  diffèrent  donc  des  cordes 
AA|,  AB  ou  des  arcs  AAt,  BB|  que  de  quantités  du  se- 
cond ordre.  Représentons  par  s^  et  S2  les  arcs  des 
courbes  comptés  à  partir  de  deux  origines  fixes,  par  i 
Tangle  des  tangentes  à  ces  deux  courbes  au  point  A; 
l'aire  du  quadrilatère  ABA|B|  pourra  être  représentée 
par  la  formule 

dans  laquelle  e  désigne  une  quantité  qui  s'annule  avec 
AoL  et  Ap. 

Revenons  au  cas  où  ùa  et  ù^  sont  des  quantités  infi- 
niment petites  indépendantes.  Pour  chaque  système  de 
valeurs  de  ùol  et  de  ù^,  on  pourra  déterminer  deux 
nombres  entiers  p  ei  ç  tels  que  la  différence  des  rap- 
ports —9  -  soit  moindre  qu'un  nombre  donné,  et,  si 

a'  â 
l'on  fait  Ax  =  pù!a,  Ap  =  ^A'|3,  le  rapport  -p-  sera 


3lO  CALCUL    INTÉGRAL. 

voisin  de  l'unité.  A  Taide  des  lignes  des  deux  systèmes, 
qui  correspondent  à  des  variations  égales  à  ùla  ou  ùl^ 
des  deux  paramètres,  divisons  le  quadrilatère  ABA|B| 
en  pq  quadrilatères,  à  chacun  desquels  on  pourra  appli- 
quer la  formule  (3).  Lorsque  Aa  et  A(3  sont  petits,  les 

valeurs  ^^  '~r'  -j^  sin  i  relatives  aux  nouveaux  quadrila- 
tères diffèrent  peu  de  celle  qui  correspond  au  point  A; 
la  formule  (3)  est  donc  applicable  au  quadrilatère 
ABAfB^,  et  Ton  a 

et,  par  conséquent, 

(4)  «=//â$^-''^-''P' 


en  se  dispensant  d*écrire  les  limites.  Si  Ton  veut  com- 
mencer rintégration  par  rapport  à  |3,  il  faudra  prendre 
pour  limites  les  valeurs  j3o  et  B  qui  répondent  aux 
points  où  la  courbe  u  =  a  rencontre  le  contour;  on  in- 
tégrera ensuite  par  rapport  à  «  enti-e  les  valeurs  «oy  A 
relatives  à  celles  des  courbes  a  qui  limitent  le  contour. 
Ainsi  Ton  aura 

La  formule  précédente  se  simpliGe  lorsque  les  deux 
familles  de  courbes  employées  forment  un  système 
double  orthogonal.  On  a  effectivement  sini  =  i,  dans 
ce  cas. 

599.  Considérons  maintenant  une  portion  S' de  surface 
courbe  limitée  par  un  contour  CI,  Divisons  Taire  S'  en 
parties  infiniment  petites  dans  tous  les  sens  au  moyen 
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des  lignes  définies  par  les  équations 

(5)  tt  =  a,       i'=:j3. 

dans  lesquelles  u  et  i^  sont  des  fonctions  des  coordon- 
nées Xf  y  y  Zy  et  a,  /3  deux  paramètres  variables.  Les 
équations  (5),  jointes  à  celle  de  la  surface,  permettent 
d'exprimer  X,  j',  z  en  fonction  de  a  et  j3;  soit 

(6)  x=/(«.|3),    ^-=/(c.,p),     ^=/,(«,^). 

Projetons  le  contour  C  et  les  lignes  qui  divisent 
l'aire  S'  sur  le  plan  des  xy\  Supposons  que  la  figure 
dont  nous  venons  de  nous  servir  pour  le  cas  des  aires 
planes  représente  celte  projection,  et  désignons  par  A', 
A'j,  M',  M'j,  ...  les  points  de  l'espace  qui  se  projettent 
en  A,  Aj,  M,  M|,  ....  Le  quadrilatère  ABA,B|  est  la 
projection  d*un  élément  w'  de  la  surface,  et,  si  Ton  re- 
présente par  ^  Tangle  du  plan  tangent  en  A  avec  le  plan 
des  xjj  on  a 

CCS  Ç  ^  '        cos  ^  aa    ap         ^  j        r 

n  devenant  nul  avec  dcc  et  d^.  Représentons  par  s\,  /, 
les  arcs  qui  se  projettent  suivant  5^  et  ^2,  portons  sur 
les  tangentes  en  A'  à  ces  deux  arcs  des  longueurs  égales 

à  -7-*  »  -yè^  et  achevons  le  parallélogramme  ayant  comme 
fia.      ap  1  o  » 

côtés  adjacents  ces  deux  droites.  Le  parallélogramme  de 
l'espace  se  projette  sur  le  plan  des  xy  suivant  un  paral- 
lélogramme dont  deux  côtés  adjacents  sont  les  tan- 
gentes en  Aaux  arcs»?],  s\  ;  d'ailleurs,  les  projections  des 

-  fis\     fis'  ,     ,      ,  (Isx     fis,     , 

longueurs  -~»  —  -  sont  égales  a  —  j  —  •  La  projection 

du  parallélogramme  du  plan  tangent  a  donc  pour  mesure 

dSê  dSi    .                   I      fis*  dsm    .     .  I  ,  , 

— — zzrsmi,  et -, — ;7-  smi  est  la  mesure  du  parai- 
s/a fip                    cosÇ  da  dp  '^ 
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lélogramme  du  plan  tangent.  Mais  ce  dernier  parall^f 

gramme  a  aussi  pour  mesure  -7-^  -^sini';  il  en  restai 
que  l'on  a 

et,  par  conséquent,  comme  au  numéro  précédent. 


« = //ê  I  »»""* 


S  désignant  maintenant  Taire  de  la  surface  courbe,  Sf^s^ 
les  arcs  des  courbes  tracées  sur  cette  surface,  et  i 
Tangle  des  courbes. 

Formule  générale  pour  la  détermination  des  volumes. 

600.  La  formule  par  laquelle  nous  avons  déterminé 
le  volume  des  corps  au  n°  582  est,  dans  Thypothèse  des 
coordonnées  rectangulaires. 


comme  Z  —  Zq  est   l'intégrale   de  la  différentielle  dz 
entre  les  limites  Zq  et  Z,  on  peut  écrire  aussi 


\  /»î  r%Z 


I     dx\     dxi    dz. 


OU  simplement 

quand  on  juge  inutile  de  mettre  en  évidence  les  limites 
de  l'intégration.  L'expression  précédente  de  V  est  une 
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intégrale  triple;  elle  équivaut  à  celle-ci 


=  lim^ 


Xx  ^jr  A3, 


qui  indique  que  le  volume  V  est  la  limite  vers  laquelle 
tend  la  somme  des  parallélépipèdes  rectangles  infini  ment 
petits  Ax  Aj  Az,  contenus  dans  le  corps,  et  détermi- 
nés par  trois  familles  de  plans  parallèles  aux  plans  coor- 
donnés. 

Si  au  lieu  de  coordonnées  rectangulaires  on  veut  em- 
ployer des  coordonnées  rectilignes  obliques,  soient  a,  i,c 
les  angles  des  axes  Oy  et  0;î,  OzetOxy  Ox  et  Oy  ; 
posons  en  outre 

i  =:  ^ I  —  ces*  a  —  cos*  b  —  cos* c  -\-  1  cosa  cos b  cosc ; 

le  parallélépipède  oblique  dont  les  arêtes  contiguës  sont 
^i  ^Yj  Az  aura  pour  volume  kùx  ùy-  Az,  et,  au  lieu 
des  formules  précédentes,  on  aura 

V  =  X-  lira  \  Ax A/  A3 

et 


-///' 


dx  dj  dz. 


wl.  Considérons  généralement  un  système  de  trois 
"UûiUes  de  surfaces  ayant  pour  équations 

">  ^}  w  désignant  des  fonctions  données  de  trois  coor- 
données rectangulaires  et  a,  P,  y  étant  des  paramètres 
variables. 

Si  l'on  prend  dans  chaque  système  deux  surfaces  indi- 
viduelles répondant  respectivement  aux  paramètres  a  et 
*"i-Aa,  (3  et  /3  ■+- A(3,  y  et  y  -H  Ay,  on  déterminera  un 
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corps  que  l'on  peut  appeler  un  parallélépipède  x 
niment  petit,  car  deux  plans  tangents  à  une  même  I 
ou  à  deux  faces  opposées  font  entre  eux  un  angle  ij 
niment  petit. 

Représentons  par  s^,  $2%  s^  les  arcs  des  arêtes  cur 
lignes  qui  passent  au  point  de  rencontre  des  surfac 
a,  (3,  y,  Tare  Si  étant  mesuré  sur  la  ligne  de  renconl 
des  surfaces  (3  et  y,  Tare  52  sur  la  ligne  de  renconl 
des  surfaces  y  et  a,  Tare  53  sur  la  ligne  de  rencont 
des  surfaces  a  et  (3;  soient  enfin  a,  b,  c  les  angl 
formés  par  les  tangentes  à  deux  de  ces  courbes.  1 
considération  des  distances  des  points  d'une  face  cour 
du  parallélépipède  au  plan  tangent  en  l'un  des  poir 
de  cette  face  permet  d'établir  aisément,  par  un  raiso 
nement  analogue  à  celui  qui  nous  a  servi  à  évalu 
l'aire  d'un  quadrilatère  curviligne  infiniment  petit,  que 
mesure  du  parallélépipède  infiniment  petit  considéré! 

lia  dp  dy   ^  '  ^    '' 

6  désignant  une  quantité  qui  s'annule  avec  les  tr< 
accroissements  rfa,  r/j3,  dy. 

Cela  posé,  soit  V  un  volume  déterminé  quelconque 
est  évident  que  ce  volume  sera  égal  à  la  limite  de 
somme  des  parallélépipèdes  curvilignes  infiniment  pel 
contenus  dans  ce  corps  et  déterminés  par  les  trois  s; 
tèmes  de  surfaces  dont  nous  avons  parlé.  Ainsi  l'on  ai 


dsy  ds^  ds^ 
A-  -—  -  -  -p-  da,  dp  dy 
doL   dp  dy 


l 

Les  limites  des  intégrations  se  détermineront  sans  di 
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culte,  comme  dans  les  cas  examinés  précédemment,  si 
la  surface  du  corps  considéré  n'est  rencontrée  qu'en  deux 
points  par  les  courbes  intersections  des  surfaces  coordon- 
nées ;  quand  le  contraire  aura  lieu,  il  sera  nécessaire  de 
décomposer  le  corps  en  plusieurs  parties  que  Ton  évaluera 
séparément. 

La  formule  précédente  se  simplifie  quand  les  surfaces 
coordonnées  sont  orthogonales,  car  la  quantité  k,  qui 
est  en  général  une  fonction  des  variables  a,  /3,  y,  se 
réduit  alors  à  l'unité. 

Cas  particulier  des  coordonnées  polaires. 

602.  Dans  le  cas  des  coordonnées  polaires,  les  points 
de  l'espace  sont  déterminés  par  trois  familles  de  surfaces 
orthogonales.  Construisons  préalablement  trois  axes  rec- 
tangulaires Ox,  Oj^,  Oz  ;  la  première  famille  se  com- 
posera des  sphères  qui  ont  pour  centre  l'origine  et  dont 
nous  désignerons  le  rayon  par  r  ;  la  deuxième  sera  formée 
par  des  cônes  de  révolution  autour  de  Taxe  des  z,  dont 
l'angle  générateur  sera  représenté  par  0  -,  enfin  la  troi- 
sième famille  se  composera  de  plans  passant  par  Taxe 
des  z  et  faisant,  avec  le  plan  zx,  un  angle  tp. 

Le  rayon  r  varie  de  o  à  -f-  oo  ;  l'angle  6  qui  est  formé 
par  la  direction  du  rayon  r  avec  la  partie  positive  de  Taxe 
des  z  varie  de  o  à  i8o  degrés  ;  enfin  l'angle  ^  est  égal  à 
celui  que  forme  la  projection  du  rayon  r  sur  le  plan  xy 
avec  l'axe  des  x  ;  il  se  compte  en  marchant  de  la  partie 
positive  de  l'axe  des  x  vers  la  partie  positive  de  Taxe 
des  y  y  et  il  varie  de  o  à  36o  degrés. 

Chaque  sphère  est  coupée  par  les  surfaces  coordonnées 
des  deux  auires  familles,  suivant  deux  systèmes  de  lignes 
orthogonales,  savoir  un  système  de  parallèles  et  un  sys- 
tème de  méridiens,  et  elle  est  alors  décomposée  en  rec- 


3l6  CALCUL    INTÉGEAL. 

tangles  infiniment  petits,  qui  ont  pour  côtés  des  arcs 
cercle  répondant  à  des  angles  au  centre  égaux  à  dQ 
d^\  les  rayons  de  ces  arcs  sont  d'ailleurs  égaux  à  ret- 
rs'inB  respectivement,  d'où  il  suit  que  les  côtés  de  noi 
rectangle  sont  rdB,  rsmQd^.  Ce  rectangle  est  la  base  di 
Tun  des  parallélépipèdes  curvilignes  que  déterminent  ^ 
les  trois  surfaces  considérées  ;  quant  à  la  troisième^ 
dimension  de  cet  élément,  elle  est  évidemment  dr,  * 
D'après  cela,  le  volume  des  corps  sera  déterminé  par  la  - 
formule  suivante  : 

Supposons  que  l'origine  soit  extérieure  au  corps,  et  dé- 
signons par  To,  R  les  valeurs  de  r  à  Feutrée  et  à  la  sortie 
du  corps;  l'intégration  relative  à  /•  devra  être  exécutée 

entre  les  limites  /'o,  R  ;  or  on  a  /  r^  dr  =  -  r^  -t-  const.; 
donc 

V  =  ~  Ç  C{K^  —  rl)smOdOd^. 

L'intégration  relative  à  6  doit  être  faite  entre  les 
valeurs  do,  &  qui  répondent  aux  limites  du  corps  et  qui 
sont  des  fonctions  de  ^  ;  enfin  l'intégration  relative  à  ^ 
doit  être  faite  entre  les  valeurs  ïpo>  ^  qui  répondent  aux 
deux  plans  entre  lesquels  le  corps  est  renfermé;  ainsi 
l'on  peut  écrire 

V  —  ^   f    d-}^  \      (R»  —  r\)  sinô dO. 

Supposons  maintenant  que  l'origine  des  coordonnées 
soit  à  l'intérieur  du  corps.  Dans  ce  cas,  l'intégrale 
relative  à  /*  doit  commencer  à  zéro,  et  les  intégrales 
relatives  k  0  ei^  doivent  être  prises,  la  première  entre 
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o  et  ir,  la  seconde  entre  o  et  271.  On  a  donc 


817 


iX'V"'" 


sinOdQ 


603.  Nous  venons  de  voir  que  chaque  sphère  de 
rayon  r  est  décomposée  en  rectangles  infiniment  petits  a> 
dont  les  côtés  sont  égaux  à  rdO,  rsinOd^  ;  on  a  donc 

61)  =  r*  sin  0  </0  <fi(;  (  I  -H  «  ) , 

£  étant  un  infiniment  petit,  et  Taire  d'une  portion  de 
sphère  pourra  être  déterminée  par  la  formule 


"ff" 


sm  QdOd-^,. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  veuille  trouver  l'aire 
d'un  triangle  sphérique  au  moyen  de  la  formule  précé- 
dente. Soient  A,  B,  C  les  angles  de  ce  triangle,  dont  les 


sommets  seront  désignés  parles  mêmes  lettres;  je  pren- 
drai pour  axe  des  z  le  rayon  OA  de  la  sphère  ;  puis, 
menant  un  grand  cercle  perpendiculaire  à  OA  qui  coupe 
en  deux  points  I  et  J  le  grand  cercle  auquel  appartient 
le  côté  BC,  je  prendrai  le  rayon  OI  pour  axe  desj^  ;  Taxe 
des  X  doit  être  perpendiculaire  à  OAet  à  01  :  je  choisirai 
la  direction,  qui  est  telle  que  la  valeur  ^  relative  à  C  sur« 
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passe  celle  qui  se  rapporte  à  B,  en  supposant  que  ^ 
croisse  quand  on  marche  de  Taxe  des  x  vers  Taxe  des^. 
Gela  posé,  considérons  un  point  M  se  mouvant  sur  le 
côté  BG  de  B  vers  G,  et  menons  Tare  de  grand  cercle  AM 
qui,  prolongé  s'il  le  faut,  coupera  en  N  le  grand  cercle 
situé  dans  le  plan  xj.  Si  Ton  désigne  par  tpo  1&  valeur 
de  ^  qui  se  rapporte  au  point  B,  et  que  Ton  prenne 
pour  unité  le  rayon  de  la  sphère,  Taire  T  du  triangle 
sphérique  sera  donnée  par  la  formule 

I  d^  j       sinOde^  I  (i— cosAM)^, 

ou,  à  cause  de  cosAM  =  sinMN, 

Mais  on  a,  dans  le  triangle  sphérique  rectangle  MNI, 

•    Tifxi       sinlcosi}/  •   T  •    I 

sinMN=  — .   ,,     9      cosM  =  sinlsmO, 
smM  ^ 

et  la  dernière  de  ces  formules  donne  par  la  difi'éren- 
tiation 

sinlVI 

d^z=  —  -r-= r  ^M,     d'où     smUNd^  =  —  d^l  ; 

smlcosy 

on  aura  donc 

.+.-^A 


enfin,  comme  on  a  M  =  tt  —  B  pour  il^  =  (po  et  M  =  G 
pour  ij^  =  i|/o  -i- A,  on  aura 

T  =  A-4-B4-C  —  -, 
ce  qui  est  la  formule  connue. 
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604.  Considérons  maintenant  une  surface  courbe 
quelconque  dont  un  point  M  ait  pour  coordonnées  r, 
6,  ^p,  et  construisons  la  sphère  de  rayon  r  qui  a  pour 
centre  Forigine  des  coordonnées.  Le  cône  qui  a  pour 
sommet  cette  origine  et  pour  base  l'élément  &>  de  la 
sphère  déterminera  sur  la  surface  courbe  un  élément  a 
dont  tù  sera  la  projection  conique  sur  la  sphère  r. 
Soient  a ,  w'ies  projections  orthogonales  des  éléments  o-, 
œ  sur  le  plan  tangent  en  M  à  la  sphère.  Faisons  tourner 
un  plan  autour  de  OM  ;  la  trace  de  w  placé  sur  le  plan 
tangent  déterminera  deux  rayons  vecteurs,  issus  du 
point  fixe  M,  des  contours  de  o^  et  w'.  On  voit  aisément 
que  le  rapport  de  ces  rayons  vecteurs  tend  vers  Tunité 
lorsque  l'élément  a  devient  infiniment  petit  dans  tous 
les  sens;  il  en  résulte  que  la  projection  de  o-  sur  le  plan 
tangent  en  M  ne  difl'ère  de  w  que  d'une  quantité  infi- 
niment petite  par  rapport  à  cette  projection,  et  l'on 
peut  prendre 

G-m  — -  = — 1 

cosÇ  cosÇ 

(^  étant  l'angle  formé  par  le  rayon  r  avec  la  normale  de 
la  surface. 

Les  tangentes  des  côtés  rrf0 et  rsXnOd^Ae  l'élément  é/o) 
forment  avec  le  rayon  r  un  système  d'axes  rectangulaires 
auxquels  on  peut  rapporter  la  surface  que  nous  consi- 
dérons. Pour  le  point  M  les  trois  coordonnées  sont 
nulles;  en  outre,  quand  les  deux  premières  coordonnées 
croissent  successivement  de  rdQ  et  de  rsinBd^y  la  troi- 

sième    coordonnée    prend    les    accroissements  --  rfô, 

«7 

--^d^.  En  désignant  par  p  cl  q  les  rapports  de  ces  der- 
niers accroissements  à  ceux  des  coordonnées   qui  les 
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produisent,  on  a 

i  âr         i      dr 

Mais,  d'après  les  formules  en  coordonnées   reclangf 

lairesy    relatives    aux    normales ,    l'angle    T^    a    poi 

cosinus 

I 


on  a  donc 

rsinO 


cosÇ  = 


s/KsT-d"-'*'^' 


(0)' 


et  Taire  S  d'une  portion  de  la  surface  sera  détermina 
par  la  formule 


Du  changement  de  variables  dans  les  intégrales 

multiples, 

603.  La  recherche  des  volumes  terminés  par  des  si 
faces    courbes  et   celle   des   aires    de   ces    surfaces 
ramènent,  comme  on  l'a  vu,  à  la  déterminalion  d'ini 
grales  doubles  qui,  dans  le   système   des  coordonné 
rectangulaires,  ont  pour  expressions  générales 

D'autres  questions  conduisent  aussi  à  des  intégral 
triples,  quadruples,  etc.,  et,  dans  tous  les  cas,  l'intégi 
tion  doit  s'étendre  à  toutes  les  valeurs  des  variables  q 
satisfont  à  certaines  conditions  exprimables  par  une  < 
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plusieurs  inégalités.  Lorsqu'on  peut  eflectuer  Tinlégra- 
tion  relative  à  Tune  des  variables,  l'intégrale  multiple 
se  réduit  à  une  intégrale  d'ordre  inférieur  d'une  unité, 
et,  quand  il  n'en  est  pas  ainsi,  on  peut  quelquefois 
opérer  la  réduction  par  un  changement  de  variables. 
Considérons,  par  exemple,  l'intégrale  double 


'■'        " =// 


V  dxtlj, 

dans  laquelle  V  désigne  une  fonction  donnée  de  x  et  dej^, 
et  supposons  qu'on  veuille  substituer  aux  variables  x  ely 
deux  nouvelles  variables  u  et  v  liées  aux  premières  par 
deux  relations  données.  Quelle  que  soit  la  portion  du 
plan  des  xy  qui  comprend  les  points(  j:,  j)  auxquels  l'in- 
tégration doit  s'étendre,  l'intégrale  U  se  composera 
•d'un  ou  plusieurs  termes  delà  forme 

J'o  et^'i  désignant  deux  fonctions  données  de  j:,  eta:©,  x^ 
étant  deux  constantes.  On  peut  évidemment  supposer 
que  r  et  x  croissent  constamment  de  la  limite  inférieure 
à  la  limite  supérieure,  ce  qui  revient  à  dire  que  dx  et  dy 
sont  positifs.  Cela  posé,  des  équations  données  entre  Xy 
j-,  li,  V  on  peut  tirer  la  valeur  dej^  en  fonction  de  x  et 
de  V  ;  soit 

et  considérons  l'intégrale  /      Vr/)  ,oiixpeut  être  regardé 

-''" 
comme  un  paramètre  constant.  Si  l'on  y  remplace j^  par 

f(x,v),dj  par  — -r^  dv,  elle  deviendra  /      V  -  — t~  d^^^ 

v^o  et  i'i  étant  les  valeurs  de  v  qui  répondent  à  j  ^=  r©, 

S.  —  Cale.  int.  21 
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y  =  J^i-  Nous  supposons  îcî  que  i' varie  toujours  dans  le 
même  sens,  quand  j^  varie  dej^^'o  à  y^  ;  s*il  en  était  autre- 
ment, on  rentrerait  dans  cette  hypothèse  en  décomposant    , 
l'intégrale  relative  à  j  en  plusieurs  parties.  Comme  dj    - 

est  supposé  positif,  dv  a  le  signe  de --^ — '  •  ^^  celte  dé-  - 

rivée  est  négative,  on  peut  ramener  dv  à  être  positif  en  j 
changeant  les  limites  de  l'intégration,  en  sorte  que  Ton  -a 
aura 


Hyfb-'^^'Y' 


±:  ^11^:1-1  désignant  la  valeur  absolue  de  -^— -^  ,   et-^ 

l'intégrale  relative  à  i^  étant  prise  entre  les  limites  P'o  et  ^i 
ou  {fx  et  {fQ,  D'après  cela,  la  valeur  de  Z  sera 

Ce  résultat  nous  donne  le  moyen  d'achever  la  substi — 
tution  que  nous  avons  en  vue  ;  car  soit 

la  valeur  de  a:  en  u  et  (^  :  il  suffira  de  remplacer  dx  par 

.    dYiu.v)  j  ,, 

zr du  y  et  1  on  aura 

formule  où  les  intégrations  doivent  être  étendues  aux 
mêmes  points  que  dans  la  formule  (2). 

Mais  si  l'on  différentie    l'équation  j- =  /*(j^,  r\  en 
considérant  x  elj  comme  fonctions  de  u  et  v,  on  a 


^^  ,      .     ^r    ,  Ôf{a:,v)  fax  ,  àr      \ 

-- du -h  -f  riç  =  ---^ '-  {  —ciu-h  -,-  di' 

Ou  Ov  ax       \()u  dv      J 


dv 

Ov 


d'où 
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àr df(jr^v)  ôx       df[xjv] 

dv  dx       ôv  dv 

et  par  suite,  à  cause  de  -   =  — ^j 

du  du 

df[x,v)  dYju.v)  _àxdx  _dx  dy^ 
dv  du  du  dv        dv  du 

1a  valeur  de  z  devient,  en  conséquence, 

la  fonction  V  étant  exprimée  en  u  et  v. 

"06.    On  peut  encore  arriver  au  résultat  qui  précède 
en  taisant   usage    des  considérations    développées    au 
a°  598.  L'intégrale  Z  peut  être  regardée  comme  repré- 
sentant un  volume  composé  de  prismes    élémentaires 
ydxdj-  dont  les  bases  dxdj  remplissent  une  portion 
4n  plan  xj.  Or  deux  équations  telles  que 

ohu^iv  désignent  deux  paramètres  variables,  représen- 
tent deux  systèmes  de  courbes,  et  deux  courbes  infini- 
ment voisines  de  l'un  des  systèmes  détermineront  avec 
deux  courbes  infiniment  voisines  de  Tautre  un  parallélo- 
gramme infiniment  petit,  dont  Taire  sera  ds^ds^siniy 
ds^  elrf^a  étant  les  éléments  infiniment  petits  des  courbes 
uti  Uy  et  i  l'angle  de  ces  éléments.  Le  volume  que  repré- 
sentez sera  évidemment  la  somme  des  volumes  élémen- 
taires Ydsi  ds2  sini,  et  Ton  aura 


=// 


Vr/îj^j,  sini. 

au 
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Mais  X  eij  sont  fonctions  de  m  et  i^  ;  si  Ton  demeure 
sur  la  courbe  m,  \^  variera  seul  et  l'on  aura 


Oi'  if** 


d'où 


si,  au  contraire,  on  marche  sur  la  courbe  i',  u  sera  seul 
variable  et  Ton  aura 


OU  Ou 


d'où 


'^•  =  \/(5^)'"^(^r^- 


Les  cosinus  des  angles  formés  par  dst  et  par  ds^  avec  les 
axes  des  X  et  des^' étant  proportionnels  respectivement  à 

Or      ôr    d^      Or 

-T-  et  ^  ?  -r-  et     - 1  on  a 

Oi>       ôv    au       ou 

ôjr  dx       dy  ÔY 

du   r)i'         du  r)i' 

cos/ = 


sm/  = 


\/ [ô-uj -- [ru)  vU)  -^U) 

\  <)//   (h'         (h'  on  I 


d'où 


v/o'-^i^jVîsy-^iS;)' 


\(;tf  Oi'        Ov  ou  ) 
et  par  conséquent 

J  J  \0u  Ou         ôv  duj 

comme  on  Ta  déjà  trouvé. 
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Par  exemple ,  le  passage  des  coordonnées  rectangulaires 
X  eij"  aux  coordonnées  polaires/)  et  w,  liées  à  x  etjr  par 
les  équations 

X  =  p  CCS  w,     ^  =  0  sin  6), 

conduira  à  la  formule 

i  iwdxdx  zr-.    i  iWpdpdtù', 

les  éléments  pdpdtù  sont  ici  des  rectangles  dont  les 
côtés  dp^  pd(ù  sont  les  éléments  respectifs  de  lignes 
droites  menées  par  l'origine  et  de  circonférences  ayant 
cette  origine  pour  centre. 

607.  En  général,  si  Ton  a  une  intégrale  multiple 
d'ordre  /i,  telle  que 


//■■/ 


Ydxdjr , ,  .dz. 


et  qu'aux  n  variables  a:,  ^,  . .  • ,  ^  on  en  substitue  n  au- 
tres Ufif,...,Wf  liées  aux  premières  par  des  relations 
données,  on  aura 

f  f'    '  Cwdxdx...dz=  f  f"  f{±Ty)ydudu...dtv, 
D  désignant  le  déterminant 


D=r 


dx 

dx 

dx 

du 

d.     • 

dw 

du 

-    —            ai 
dp 

dx 

d(v 

^3 

dz 

•  •  • 
àz 

du 

T.     " 

dw 

Ce  théorème  est  démontré  par  ce  qui  précède  dans 
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le  cas  de  deux  variables  x  et  r  ;  il  suffît  donc  de  Tétablir 
pour  n  -r-  I  variables,  en  admettant  qu'il  ait  lieu  pour 
n  variables. 

Soit  donc  l'intégrale  d'ordre  w  -h  i 

u  —  r  r. . .  r  ivdjrdy. . . dzds, 

et  supposons  qu'on  veuille  substituer  aux  variables  x, 
y^  .  . , ,  Zf  s  les  n  -f-  i  variables  u,  çf,  .  ,  .  y  w,  t.  On  peut 
commencer  par  exprimer  les  n  variables  x,  j  ,  ....  ^  en 
fonction  de  5  et  des  n  variables  nouvelles  u,  u,  .  .  . ,  w, 
l'intégration  relative  à  s  devant  alors  être  effectuée  la 
dernière.  Par  ce  changement  de  n  variables,  on  aura, 
d'après  ce  que  nous  admettons, 

A  désignant  le  déterminant 

OJC      ox  ox 


]  $x     Sx  - 

ou      Sv  $w 


$z 


nous  emplo^rous  ici  la  lettre  cî  pour  exprimer  les  dérivées 
partielles  prises  dans  Thypothèse  où  les  variables  indé- 
pendantes sont  s  Gi  u^  V,  .  .  . ,  w,  tandis  que  nous  réser- 
vons la  lettre  ô  pour  le  cas  où  les  variables  indépen- 
dantes sont  u,  v^,  . . . ,  Wj  t.  Or,  en  différentiant  Tune 
des  variablesXj  7 %  .  .  . ,  ^  dans  cette  dernière  hypothèse, 
d'abord  par  rapport  à  l'une  des  variables  Uy  v,  .  .  . ,  tv. 


chapithe  V. 


3^7 


ptiîs  par  rapport  à  t,  on  a 


àx 

du 


$x        $.r  ds 


IX 


âx  ds 


au '^  es  du'     dt'^dsôr 


d'où 


au 


dx 
dit 


dx 
de  ds 
ds  du 
Tt 


et  l'on  aura  des  expressions  semblables  pour  chacTune 
des  dérivées  qui  figurent  dans  la  valeur  du  détermi- 
nant A. 

Cela  posé,  dans  l'évaluation  de  U,  l'intégration  relative 
à  s  peut  être  effectuée  la  première,  après  la  substitution 
dont  nous  venons  de  parler,  et,  d'après  ce  qui  a  été  dit  en 
commençant,  si  l'on  exprime  s  en  fonction  de  t  et  de  m, 

r, . . . ,  w,  on  devra  remplacer  ds  par  -y  dt\  on  aura  donc 
et  l'expression  de  A  pourra  se  déduire  de  la  suivante  : 


D,= 


Ôx 

en  remplaçant  t^  t 


dx 

dx 

dx 

du 

dv. 

dw 

dû 

dr 
di> 

ày 
div 

i 

•      •      • 

dz 

dz 

dz  : 

du 

do 

dx 

dx 

~àt  ds 
ds  du 

de 


Désignons  par  D^r,  D^,  . . . ,  D,  les  résultats  que  Ton 
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obtient  en  exécutant  sur  D,  une,  deux,  trois,  . . .  foîs 
la  substitution  circulaire  qui  consiste  à  remplacer  x, 
r,  ...»  z,  s  respectivement  par  j ,  . . . ,  z,  5,  x.  Comme 
un  déterminant  ne  fait  que  changer  de  signe  quand  on 
change  Tune  en  Tautre  deux  lignes  parallèles,  il  est  facile 
de  voir  que  la  substitution  de  5  à  x,  j>',  . . . ,  z  changera 
D,  en  —  D;r,  — D^,  .  .  . ,  —  D^  si  le  nombre  n  des  va- 
riables X,  y,  .  .  . ,  z  est  pair,  et  en  -f-  D^,  —  D^,  .  .  . ,  D- 
si  le  nombre  n  est  impair,  les  signes  étant  alternative- 
ment -H  et  —  dans  ce  dernier  cas. 

Cela  posé,   remplaçons   dans  l'expression  de  D,  les 

dérivées  de  x,  savoir  :  — ,    . . . ,  par  les  valeurs 

Ou  *■ 

dx 
dx       dt  ds 
Ou       os  ou  ' 

di 

on  obtiendra,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  le  résultat 

ôt 
Sî  dans  cette  expression  on  remplace  les  dérivées  de  j'y 

.    âr                   i         ^         àr       ôt  ds  -^ 

savoir  -f-1  •••>  par  les  valeurs- r-  ,   »  •••?   D^  ne 

Ou  ^  Ou       Os  Ou 

Tt 
changera  pas,  car  ce  déterminant  s'annule  quand  on  y 

met  s  au  lieu  de  j^  ;  on  aura  donc  le  résultat 


Tt^        'ôt 
Os  Os 

Tt  Tt 


D,-.:-.)'•^D.-^,^D,. 
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et  ron  voit  facilement  que,  si  Ton  remplace  les  dérivées 
des  autres  variables,  jusqu'à  celles  de  z  inclusivement, 
par  les  valeurs  indiquées,  l'expression  de  D,  deviendra 
définitivement 

àx  dr 


^'-^'-')"dJ^''^^^''^"' 


dt 
en  sorte  que  l'on  aura 


ds_ 
di 


dz 
''    ds    *• 

Tt 


ds       ^  ds  ,   ^    dar 

A  :r-  =  D,  -:r-  ih  D;P  -7- 

di  dt         '  dt 


r.    àr_^ 

^  dt 


...±D^^ 


dz 
àt' 


Or,  on  sait  que  le  second  membre  de  cette  formule 
est  précisément  égal  au  déterminant 


D  = 


on  a 


donc 


dx 

d:r 

d.r 

dx 

du 

dv 

•  •  • 

dw 

dt 

dr 

dr 

dr 

dr 

du 

dv 

•  •  • 

dw 

dt 

•   •  * 

dz 

dz 

dz 

dz 

du 

dv 

•  •  • 

dw 

dt 

du 

ds 

ds 

ds 

ds 

dv 
dt 

•  •  • 

(Uv 

dt 

et  par  conséquent 

\:=  \    \  ,.,  j   j{7hD)Vdu  du. . .  dwdt, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

608*    Considérons  en  particulier  les  intégrales  mul- 
tiples qui  se  rapportent  à  l'évaluation  des  volumes  et 
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des   surfaces   courbes.    On   a,   pour   l'expression   des 
volumes  en  coordonnées  rectangulaires , 


-///• 


dxdydz^ 


et,  si  Ton  substitue  à  Xyj^  z  les  trois  variables  u,  r,  w, 
il  viendra 


-/// 


A  dudi'dft-f 
J  J  J 

avec 


fd-rdr      dxdr\  dz      (dr  dz      drâz\âx      jdz  d.-r      dzdx\i 
\ôu  dv       ôp  du/  ô^'      \<Ju  ôv      ôv  Ou)  Oi\'      \()u  Oi*       ôv  du)  t 

Supposons  que  l'on  prenne  pour  u<,  ^',  w  les  coordon- 
nées polaires  r,  6,  tf/,  liées  kxjjy  z  par  les  formules 

arrn  rsinOcosi^,     ^  =  rsin0sin^,     2  =  rcos©, 

on  aura 

dx       .  dx  ,       dx 

3-  =  smOcos^,     -  -  =  rcosOcosxJ»,      -r-  =  —  rsmO  sini, 

(/r  oO  dy 

(Jy  .  ()y  dy 

ce  qui  donne 

A  :=  r*  sîn  0  ; 

on  aura  donc,  pour  l'expression  du  volume  U  en  coor- 
données polaires, 


V=  f  f  fr^  sinOdrcie d^. 


et,  si  r  croît  constamment  entre  les  limites  Tq  et  R  fonc- 
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lions  données  de  9  et  ^,  on  pourra  écrire 

comme  on  Ta  déjà  trouvé  (n**  602). 

609.  Passons  maintenant  aux  aires  des  surfaces  courbes; 
quand  on  emploie  les  coordonnées  rectangulaires  x  ety^ 
la  détermination  de  ces  aires  dépend  de  l'intégrale 
double 


IT  =   r  fv  I  -^  P'  -H  q^dxdx, 


où  /7  et  q  désignent  les  dérivées  partielles  3~  ^^  y  Si 

l'on  substitue  les  nouvelles  variables  m,  ^'  kx  et  jr,  oa 
aura 


mais  on  a 


dz         dx         dr      ôz         ô.v        dy 

ou       '^  du        ^  du        Oi*  Ôv        ^  Oi> 


d'où 


/djr  âr       dx  âx\ fàz  dy       dz  dx\ 

^  \du  dv        dv  du)       \ou  ôp        du  du ) 

I  djr  dy       dx  dy\ /  dx  dz       dx  dz  \ 

^  \ du  5p        du  du)       \ du  du       du  du  j 

et,  en  substituant  ces  valeurs  de  /?  et  ^,  il  vient 


/•  r     ! (ôxOy      dxdy\^      fdydz      Oydz\^  ^   idzdx      dzdx\^. 
f    /y    \^"  ^^       du  du)  ~^  \du  du      du  du)     '   \du  du      du  du) 

Supposons  qu'on  prenne  pour  u  eti^  les  coordonnées 

o     f      1       j'  •    '      dx    dx   ây    dy    dz    dz  j, 
polaires  6,  ^  ;    les  dérivées  ^^  ,  ^,  -^--,  -^y  -,  ^  de- 
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vront  être  prises  ici  en  considérant  le  rayon  r  co 
fonction  de  d  et  ^  ;  alors  on  aura 

d-r      dr  .  ^       .  ^       . 

dB        ÔB  ^  ^ 

dB        ÔB  ^  ^        ÔB        ÔB 

Ôjc       àr   .    ^        -  .    /»    .     , 

-T-7  =  -77sm0cos+  —  rsin©  sm^, 
ô'!^       ô'Jf 

àx       àr  ôz        âr 

-~  =  Trsinô  sin^f»  4-  rsmô  cos^f»,      -tt  =  -rr  cosO. 

ô'i»       ô^lt  ^  ^       ô^       dj» 

d'où 

ô.rdr       ôxÔY  .   ^  (ôr  ,    ^  \ 

ÔB  ô'^       d^  ÔB  \ôB  y 

ôy  ôz       dx  ôz  .   ^  fôr       ^  ,     \  d 

ÔB  ô^      Ô^ÔB  ^  \ôB  j  ô' 

ôz  ôx       ôz  ôx  '    ^    '    t   fàr        ^  .      \  ô> 

"t;  -T7  —  TT  -t;;  =—  '•sinO  sin\f»     -—  cosô  —  rsinB    —  r  - 
ÔB  ô^lt       d>  (JB  ^  \dB  J  ô 

La  somme  des  carrés  des  seconds  membres  de  ces 
mules  est  égale  à 

on  retrouve  donc  la  formule  déjà  donnée  au  n**60-i 
la  détermination  des  aires  en  coordonnées  pola 
savoir 


^=JJ^[r^-t{%)yn^O^{Z\  rJO.I, 


drV 
M) 
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Sur  une  généralisation    d'une  Jormule  relative  à  la 
théorie  des  intégrales  eulériennes,  applications, 

610.  Nous  présenterons  ici  un  exemple  remarquable 
de  réduction  d^une  intégrale  multiple.  Cette  intégrale 
est  la  suivante  : 

où  les  exposants  p,  pt,  p2,  .  •  * ,  pn  sont  positifs  ;  Tinlé- 
gration  doit  être  étendue  à  toutes  les  valeurs  positives 
des  n  variables  a:< ,  oto,  •  •  • ,  :r„,  qui  satisfont  à  Tinégalité 

JTl  ■+-  ^,  -h  .  .  .  -h  ^'n  <C  I  • 

Commençons  par  intégrer,  relativement  à  x^jt^  la  diffé- 
rentielle j:J*~*(i — x^ — X2  — ..  .  —  XnY'^^dXfi,  dans  la- 
quelle il  faut  regarder  :ri,  :r2,  . .  . ,  Xn-.\  comme  des  con- 
stantes. Les  limites  de  cette  intégration  sont  o  et 
1 — X\  —  X2 — . . . —  x„^\  ;  posons 

t  étant  une  nouvelle  variable  ;  les  limites  de  l'intégration 
relative  à  t  seront  o  et  i ,  et  l'on  aura  le  résultat 


(' 


-,  —  X,  — ...  — X;,_i)/'^^"-»  /  tPn-'^[\^  ty-'^dt. 


L'intégrale  relative  à  t  n'est  autre  chose  que  l'intégrale 
eulérienne  de  première  espèce  ^{pnj  p)]  par  consé- 
quent, la  formule  (i)  est  réduite  à 


sim 
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l'intégration  devant  être  étendue  aux  valeurs  positives 
des  n  —  I  variables  x^y  x^y  ...,  Xn^i  qui  satisfont  à 
l'inégalité 

J^-\  ~T-   ^2  "C  •   .    •  ~i~  «tp 1   ^^  I  • 

D'après  cela,  la  formule  (2)  n'est  autre  chose  que  celle-ci: 

(3)  v;i"  =  B(/.,,/,)v^Y-'. 

Lorsque  /z  =  i ,  la  formule  (  i)  se  réduit  à  une  intégrale 

impie  /x^'~*(i  —  x)P''*dx  étendue    aux  valeurs  de  x 

comprises  entre  o  et  i  ;  cette  intégrale  n'est  autre  chose 
que  B[pt^p).  Il  suit  de  là  que  la  formule  (3)  subsiste 
pour  n=^i,  pourvu  que  le  symbole  V  soit  réduit  à  l'unité, 
quand  Tindice  inférieur  est  nul.  Cela  étant,  remplaçons  n 
par  I,  2,  3>  . . . ,  71  dans  la  formule  (3)  et  multiplions 
ensuite  les  formules  résultantes  ;  il  viendra 

ou,  en  remplaçant  les  fonctions  B  par  leurs  valeurs 
exprimées  en  F  et  réduisant  ensuite, 

ff^  YP'=:  ^(/^^^f/7^)^(/7,.)...^(;?„) 

Dans  le  cas  de  /;  =  i,  l'intégrale  (i)  se  réduit  à 

;5)    V»'  ^JJ.  .  .  Jxf-'<'-.  .  .  xf;-Vù:.  dx,.  .  .  rfr„, 

et  elle  s'étend  toujours  aux  valeiurs  positives  des  variables 
qui  satisfont  à  l'inégalité  J:<  4-  Xa  -j- . . .  4-  j^„  *<^  i  ;  la 
formule  (4)  devient  alors,  à  cause  de  r(i)  =  i, 

'G)  yd)-,      rf/?t)rf^,)...rf/?^] 
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611.  On  ramène  au  cas  précédent  celui  de  l'intégrale 

étendue  à  toutes  les  valeurs  positives  de  a:< ,  Xn, . . . ,  x^ 
qui  satisfont  à  l'inégalité 

(sr-(s)-i— (:-:)-<■' 

ai,a2,  ...,^/7;^i9  ^27  •••?  ^ra  étant  des  quantités  positives 
données.  En  effet,  si  Ton  pose 


d'où 


^/  ï:"' 


la  formule  (7)  deviendra 


T= I    f  ,  ,  ,    I  z'i'      2j«      ...  sj"     dz,  ilz^  .  .  .  dZn 

et,  en  appliquant  la  formule  (6), 

l^i    T  =  ~~~ z r r • 

^       ai  a4 .  .  .  a. 


\ai        a,  a,,  / 


■  I  "^2  *  *   *  ^#2 


Considérons  en  particulier  l'intégrale  triple 
T=    I  j    I  .ri'"  *  fi-  ^  z''  ^dxdydz 

étendue  à  tous  les  éléments  situés  dans  l'angle  que  for- 
ment les  directions  positives  de  trois  axes  rectangu- 
laires et  contenus  dans  rdlipsoïde  dont  la  surface  a  pour 
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équation 


La  formule  (8),  appliquée  au  cas  actuel,  donnera 


,K?)-(!)Kï) 


(9)  Ti=;t— —aPb9c\ 


1 


--) 


Si  l'on  fait  p  =  q  z=z  r  =  t  y  la  formule  (9)  donner-^ 
le  volume  de  Tellipsoïde;  si  Ton  suppose  deux  des  troiS 
exposants  /;,  y,  r  égal  à  i  et  le  troisième  égal  à  2,  ell*  - 
permettra  de  déterminer  les  coordonnées  du  centre  dm-^ 
graifité  de  la  huitième  partie  d'un  ellipsoïde  homogène 
enfin,  on  en  conclut  aussi  les  quantités  que  Ton  nomm» 
jnoments  d'inertie,  en  Mécanique,  dans  le  cas  d'un  ellipi^i 
soïde  homogène. 

Aire  de  C ellipsoïde. 

612.  Si  l'on  fait  usage  des  coordonnées  rectangulaires  * 
la  surface  de  l'ellipsoïde  aura  pour  équation 

a^        0^        c* 
et  la  formule  propre  à  donner  la  surface  sera 


S=     I        l   ^ -—" -dj.dy. 


Le  résultat  de  l'intégration  relative  à  x  ou  kj  dépend 
des  fonctions  elliptiques;  l'emploi  des  coordonnées 
polaires  offrirait  le  même  inconvénient  ;  mais  on  peut 
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effectuer  la  réduction  de  Tintégrale  en  prenant  pour 
variables  les  angles  0,  ^  tels  que 

x  =  a8in9cos^,     j^=  ôsin0sin\f»,     2  =  <:cosô, 

qui  vérifient  l'équation  de  l'ellipsoïde.  On  trouve,  par 
les  formules  du  n**  609, 

S=  /   I  v/fl* à* cos* 0-hc* sIq* ô (a* sin* i{i -f- ^* cos* ^) sin OdOd^^ 

• 

les  intégrations  s'étendant  de0  =  oàô  =  7retde^  =  o 
àip  =  27r.  L'intégration  relative  à  0  peut  être  effectuée, 
et  l'expression  de  S  est  alors  réduite  à  une  intégrale 
simple;  mais  l'intégration  dont  nous  venons  de  parler 
introduit  des  arcs  de  cercle,  et  le  résultat  qu'on  obtient 
par  cette  voie  n'a  pas  la  forme  simple  dont  il  est  sus- 
ceptible. C'est  pourquoi  nous  n'entreprendrons  point  le 
calcul,  et  nous  emploierons  une  autre  méthode  pour 
résoudre  la  question  que  nous  avons  en  vue.  Le  procédé 
que  nous  allons  exposer  est  très-remarquable,  et  il  peut 
être  employé  avec  avantage  dans  des  cas  assez  étendus. 

613.  Désignons  par  u  le  cosinus  de  l'angle  que  fait  le 
plan  tangent  au  point  [x,jy  z)  ;  avec  le  plan  xj  on 
aura 


c 


z 


V: 


ou 


Si  l'on  considères  comme  une  constante,  l'équation  (2) 
représentera  un  cône  du  second  degré,  et  les  équations  (  1  ) 
ct(a), prises  simultanément,  appartiendront  à  une  courbe 
qui  sera  le  lieu  des  points  de  l'ellipsoïde  pour  lesquels  le 

S.  —  Cale,  int,  3a 
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plan  tangent  fait  avec  le  plan:t^  un  même  angle  ayant  n 
pour  cosinus.  On  aura  la  projection  de  cette  courbe  sur 
le  plan  des  xy  en  éliminant  z  entre  les  équations  (i) 
et  (2)  ;  on  trouve  ainsi 

équation  d'une  ellipse  dont  les  demi-axes  ont  respecti- 
vemedt  pour  valeurs 


et  dont  Taire  totale  E  sera,  en  conséquence, 

(4)        E=  -«*'(.-«•) 


--• 


Gela  posé,  soit  é/E  Taccroissement  que  prend  E  quand  u 
augmente  de  du^  la  partie  de  l'ellipsoïde  située  d'un  côté 
quelconque  du  plan  xy  et  qui  se  projette  sur  l'espace 

annulaire  </E  a  pour  valeur — 9  et,  pour  obtenir  l'aire 
totale  S  de  l'ellipsoïde,  il  sufBt  d'intégrer  l'expression  — 

/7I?  fin 

OU  — *'  —  depuis  a  =  i  jusqu'à  w  r=  o  et  de  doubler  le 
du   u       ^  '^     ^ 

résultat  ;  on  obtient  ainsi,  en  renversant  les  limites  et 

en  changeant  le  signe  de  l'intégrale^ 

Il  ne  reste  plus  qu'à  substituer  dans  cette  formule  la 
valeur  de  E  tirée  de  l'équation  (4),  et  l'on  aura  l'aire  de 
l'ellipsoïde  exprimée  par  une  intégrale  simple;  mais  il 
convient  de  transformer  cette  expression.  A  cet  eiTeti 
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nous  supposerons  a'^  b'^Cf  Tinégalité  n'excluant  pas 
régalitéy  et  nous  ferons,  pour  abréger. 


d'où 


^a'  —  <^  :=  a  sinft,     e  =  b  ^i  —  A'sin'tt, 


ft  étant  un  angle  compris  entre  0  et-;  enfin,  nous  pren- 

drons  pour  variable,  au  lieu  de  u,  Tangle  (f  déterminé 
par  la  formule 

a         .  sin  qp 

siny  =  -: — i> 


et,  comme  u  varie  entre  les  limites  o  et  i ,  l'angle  (f 
variera  de  o  à  fx. 
D'après  cela,  les  équations  (4)  et  (5)  deviennent 


'^''*('-^?3^  *•"*?) 


(6|  E  = 

cos^^i  —  X-*sin*y 

et 


(7) 


—  ^Ja^—c^    C^dZ     I      , 
a  J     dff  Siïktf    ' 


Or  on  trouve,  au  moyen  de  l'équation  (6), 

d^        ,   E         Ecos®  ,  ,    E  ,  dra 

B09         siDo        sin'o     '  smo»  c;»! 


smf        sin^       sm'y  sia<p  sin^yy^i  — A«sin»y 


Tcab 


a^  —  C  yJi  —  A'sïn^ff' 


ailleurs,  SI  1  ondiliérentiel  expression  — ^-^ 


3a. 
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on  obtient 

t*fïQ  m  il  J            X*^  cîn' jn                            ,a>^_. 

-*• 

oos  y  V  I  ■  -  K  sin  <p              /■         f  •  •   •     »     . 

et,  si  Ton  tire  de  cette  équation  la  valeur  de 

pour  la  substituer  dans  la  formule  précédente,  il  vi- 
en  ayant  égard  à  la  valeur  de  Ë, 

-1 _  _ — dff 

a  dff  sin^ 


.  .(  tane»\/i— X*sin*a  r        à^iV^  —  r*l   .  .  . 
ftancui/i  —  /*sin*<pL  ^ 


Intégrant  entre  les  limites  y  =  o  et  ç>  =  p,  on  a 


su 


X    («»  — c»)  I    v^i--A*sin*yJy-f-cM    -=^ 
Si  Ton  fait,  conformément  à  la  notation  de  Legei 

on  retrouvera  la  formule  donnée  par  cet  illustre 
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mètre,  savoir 

(10)     S  =  airc«+— ^^[(a«-c«)E(/x,^)-f-c«F(fi,A)J. 

Si    Ton  veut    introduire    l'intégrale    elliptique    de 
deuxième  espèce  1  —  j  Tidentité 

*/©  «/o    ^i  —  k^sin'if         Jo    v/i  — A*sin*f 

permettra  d'écrire  la  formule  (8)  comme  il  suit: 

S  =  !27r  c'  H — , 

r  /""        ^y  ^>*— <^'  r**    _sin*yr/y    1 

Dans  le  cas  de  c  =  &,  Tellipsoïde  est  de  révolution 

autour  du  petit  axe,  on  a  /r=  o  et  fx==  arccos-9  et  la  for- 
mule précédente  devient  (n**  595) 

Si,  au  contraire,  a=  bj  Tellipsoïde  est  de  révolution 
autour  du  grand  axe,  on  a  A~=i,  et  la  formule  (8) 
donne  (n^  595) 

(  i3)  s  =  air  ^*  -f-  -==  log  -r \ 
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CHAPITRE  VL 

THÉORIK  GÉNÉRALE  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLE 

ORDINAIRES. 


Des  équations  différentielles. 

614.  Toute  équation  qui  renferme  plusieurs  variabfc^^ 
et  dans  laquelle  figurent  en  outre  des  difTérentielles  ou 
des  dérivées  d^ordres  quelconques  est  dite  généralement 
une  équation  différentielle. 

Si  les  variables  qui  entrent  dans  une  équation  diffé- 
rentielle dépendent  d'une  seule  d'entre  elles,  l'équation 
est  une  équation  différentielle  ordinaire. 

Au  contraire,  lorsque  les  variables  d'une  équation  dif- 
férentielle dépendent  de  plusieurs  d'entre  elles,  l'équa- 
tion est  dite  aux  dérivées  partielles  ou  aux  difj'éren-- 
tielles  totales,  selon  qu'elle  renferme,  avec  les  variables, 
des  dérivées  partielles  ou  des  différentielles  totales  de 
celles  de  ces  variables  qui  sont  regardées  comme  dépen- 
dantes. 

Nous  ne  nous  occuperons,  dans  ce  Chapitre,  que  des 
équations  différentielles  ordinaires.  Une  telle  équation 
peut  renfermer,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  une 
variable  indépendante,  une  ou  plusieurs  variables  dépen- 
dantes et  certaines  dérivées  de  ces  dernières  variables. 
L'ordre  le  plus  élevé  de  ces  dérivées  est  Vordre  de 
l'équation  différentielle. 

Les  équations  différentielles  qu'il  y  a  lieu  de  considérer 
sont  généralement  en  même  nombre  que  les  variables 
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dépendantes.  Lorsque  ce  nombre  est  supérieur  à  i,  elles 
constituent  ce  que  l'on  nomme  (n°  53)  un  système 
d'équations  différentielles  simultanées, 

615.  Étant  donnée  une  équation  difTérentielle  d'ordre 
quelconque  ou  un  système  de  telles  équations,  on  peut 
toujours  lui  substituer  un  système  d'équations  différen- 
tielles du  premier  ordre  en  introduisant  des  variables 
nouvelles  et  en  augmentant  le  nombre  des  équations, 
ainsi  que  nous  Tavons  déjà  dit  au  n^  70.  EfTcctivement, 
si  l'on  désigne  par  x  la  variable  indépendante,  par  y 
l'une  des  autres  variables  et  par  m  Tordre  de  la  plus 
haute  des  dérivées  de  y  qui  figurent  dans  Téquation 
proposée  ou  dans  le  système  proposé,  on  posera 

dx^^'       dx  -^    '    ""         dx       -^  ' 

et  l'on  joindra  ces  équations  difTérentielles  aux  pro- 
posées, après  avoir  écrit  dans  celles-ci 

au  lieu  de 

dy     cPy  d^—^r     d"*y 


dx     dx*  dx'"-^      dx"^ 

Pareillement,  si  n  est  Tordre  de  la  plus  haute  des  déri- 
vées d'une  autre  variable  z  qui  figurent  dans  le  système, 
on  introduira  dans  ce  système  les  nouvelles  équations 

dz  dz'  r/zC»-*) 

dx  dx  dx 


après  avoir  écrit 

Z  f     2    ,      .   . .  ,      2^  » 

au  lieu  de 


ilx 


dz      d^z  d^-^z     d^z 

—  •   -^—  >    •  •  •  A  ■  tt   — —  • 

dx     dx^  dx^-^     dx"" 
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et  ainsi  de  suite.  Il  est  évident  qu^cn  opérant  de  cette 
manière  on  obtiendra  un  système  équivalent  au  proposé 
et  dans  lequel  il  n'y  aura  aucune  équation  d'ordre  supé- 
rieur au  premier. 

61 6.  Cela  posé,  considérons  un  système  de  n  équations 
différentielles  distinctes  du  premier  ordre  où  figurent, 
avec  une  variable  indépendante  x,  n  autres  variables  j^, 

-?,..., Il,  i^et  les  dérivées  -f-?  -—j  •  ••»  -— j  -r-»  Deux  cas 

dx    dx  dx    dx 

peuvent  se  présenter  :  ou  bien  les  n  équations  proposées 

détermineront  les  valeurs  des /i  dérivées  -r-?  -r-»*-*»  -r-f 

dx    dx  ox 

-7~9  qui  seront  ainsi  des  fonctions  données  des  variables 
dx     * 

^jj}  z, . . . ,  a,  ^'  ;  ou  bien  l'on  pourra,  par  la  combinai- 
son des  équations  proposées,  former  un  certain  nombre  i 
d'équations  qui  ne  renfermeront  que  les  seules  variables 
X,  j',  2:, . . . ,  M,  V  et  qui  pourront  tenir  lieu  de  i  équa- 
tions du  système.  Le  second  cas  est,  comme  on  voit,  celui 
d'un  système  composé  de  72 — i  équations  différentielles 
jointes  à  i  équations  entre  les  seules  variables,  et  il  peut 
être  ramené  au  premier  cas  par  l'élimination  de  i  varia- 
bles. Effectivement,  les  i  équations  entre  a:,  j-,  z, ...,  a, 
y  déterminent  /  des  variables  j^,  z,  . . . ,  a,  t'  en  fonction 
des  autres,  et,  si  l'on  substitue  leurs  valeurs  dans  les 
n  —  i  équations  restantes,  on  obtiendra  un  système  de 
n  —  i  équations  différentielles  du  premier  ordre  entre 
la  variable  x  et  n  —  1  autres  variables. 

Il  résulte  de  là  que  tous  les  cas  des  équations  différen- 
tielles  ordinaires  se  ramènent  à  celui  d'un  certain  nom- 
bre n  d'équations  différentielles  du  premier  ordre  entre 
n  -I-  I  variables,  qui  déterminent  les  valeurs  des  dérivées 
des  71  variables  dépendantes  en  fonction  de  toutes  les  va- 
riables. Et,  si  Ton  fait  ici  abstraction  des  difficultés  de 


CHAPITRE    VI.  345 

rélimination,  les  équations  du  système  auront  la  forme 

• ••••, 

fjfhy'j  fn^\  étant  des  fonctions  déterminées  de  Xy  y  y 

Zy   •   ,    .   y     Uj      V^m  * 

Dans  le  cas  où  le  nombre  des  variables  est  a,  le  sys- 
tème se  réduit  à  une  équation  différentielle  unique 

Des  équations  intégrales, 
617.  Soit 

une  équation  différentielle  du  premier  ordre  entre  les 
variables  j:  et j^.  Il  sera  démontré  plus  loin  que,  si  la  fonc- 
tiony(j:,  y)  reste  continue  pour  les  valeurs  de  x  et  de  j 
comprises  entre  certaines  limites  et  que  Xojjo  désignent 
des  valeurs  choisies  à  volonté  entre  les  limites  respec- 
tives dont  nous  venons  de  parler,  il  existe  une  fonction 
lP[Xy  XoyjTo)  qui  se  réduit  kjTo  pour  x  =  Xo  et  qui  est 
telle,  que  l'équation  (i)  est  satisfaite  quand  on  pose 

W  r  =  F(^>*o,ro); 

on  verra,  en  outre,  qu'il  n'existe  qu'une  seule  fonction 
F  (Xf  Xq^Yo)  jouissant  de  cette  propriétés 
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L'équation  (2)  est  dite  V intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (  I )  ;  on  peut  y  regarder  Xq  comme  une  valeur  déter- 
minée quelconque  etj^^o  comme  une  constante  arbitraire. 

Si  Ton  a  obtenu  par  une  voie  quelconque  une  équa- 
tion 

(3)  «(x,  ^,0=0 

entre  les  variables  j:,j^'  et  une  constante  arbitraire  C  telle 
qu'on  puisse  en  tirer  une  valeur  de  y  qui  satisfasse  à 
Téquation  (1),  Téquation  (3)  coïncidera  avec  Tintégrale 
générale,  car  on  pourra  déterminer  la  constante  C  de 
manière  que  Ton  ait 

*(-^o,  ro»c)  =0, 

et,  par  conséquent,  la  valeur  Aey  tirée  de  Téquation  (3) 
se  réduira  à  jo  pour  x  ■=Xo. 

L'équation  (  i  )  devenant  identique  quand  on  j  remplace 

y  el-j-  par  les  valeurs  tirées  des  équations 

()♦       d*  ffy 

dx      djr  dx 

il  est  évident  qu'elle  résulte  de  l'élimination  de  la  con- 
stante C  entre  les  mêmes  équations,  d'où  il  suit  que  les 
équations  difTérenlielles  du  premier  ordre  ont  toutes  la 
même  origine  (n°  51  ). 

618.  Considérons  maintenant  un  système  quelconque 
de  n  équations  diiTérentielles  du  premier  ordre  entre 
/i-f- 1  variables  XyjyZy.,.jUy  i^,  savoir 

(i)  y;^=/i(-^»r.2,...,«,^ 


dv        _ 


dx 
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Si  les  seconds  membres  de  ces  équations  sont  des  fcyic- 
tions  continues,  lorsque  les  variables  sont  comprises 
entre  certaines  limites  et  que  Xoy  joy  ^ta  •••>  Uqj  i^q 
désignent  des  quantités  arbitraires  respectivement  com- 
prises entre  les  mêmes  limites,  il  existe,  comme  on  le 
verra  plus  loin,  un  système  de  fonctions  F,  F|, ...,  F„_| 
de  la  variable  x  et  des  quantités  Xq,  ^o?  ^oy  •••)  ^qj  ^0 
qui  se  réduisent  respectivement  àj^o»  ^o>  •••>  Mo,  ^o  pour 
x=:Xo  et  qui  sont  telles,  que  les  équations  du  sys- 
tème (i)  sont  vérifiées  quand  on  fait 

j  =  F  ( X,  OTo»  ro.  ^0»  .  . .  »  Wo,  t'o)» 
,    s  7    *  ^^  Fi(x,  x^^  y^^  Zq»  •  •  •  1  ''il  *'o)» 

(2)  \ 

à ••• •••» 

V  =  F„_,  (  X,  Xo,^o»  «o>  •  •  •  >  "0.  «'o)  ; 

en  outre,  le  système  des  fonctions  F,  F|,. . . ,  F^.!  est 
unique. 

Le  système  (2)  constitue  le  système  des  intégrales 
générales  des  équations  (  i  )  ou  le  système  intégral  du 
système  (i)  ;  on  peut  prendre  pour  Xq  une  valeur  déter- 
minée choisie  à  volonté;  j^'07  -^o»  •  •  •  >  ^o»  ^0  ^^^^  ^  con- 
stantes arbitraires. 

Si  Ton  a  obtenu  par  une  voie  quelconque  un  système 
de  n  équations  entre  les  variables  x,  jy  Zy. .. ,  u,  v  et 
n  constantes  arbitraires  C,  C|,  Ca, . . . ,  C;i_i,  savoir 

♦  (^^  r,  «.  • .  •  1  ««1  «'>  C,  Cj, . . . ,  C;,_i)  =  o, 
f3)        /  ♦i(x,  j,z,...,  u^v,  C,  Cj,...,  C„_i)  =  o, 

J   • • •••» 

♦«-1  (^,  r»  «1  •  •  •  >  ">  •*»  C»  C|, . . . ,  C„_i)  =  o, 

et  qu'on  puisse  tirer  de  ces  équations  des  valeurs  de^, 
z, .. .,  M,  1^  propres  à  vérifier  les  équations  (i),  le  sys- 
tème (3)  coïncidera  avec  le  système  intégral,  pourvu 
cependantqu*on  puisse  attribuerauxconstantesC,C|,,.., 
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C„^i  des  valeurs  telles  que  y,  z^  ...,  m,  i/  se  réduisent 
respectivement  aux  valeurs  arbitraires  j^o>  ^o>  •••>  "o>  ^« 
quand  on  fait  x  =  .To* 

Il  est  évident  que  cette  dernière  condition  sera  remplie 
si  les  équations  (3)  définissent  pour  C,  C|,  ...,  Qn^\  des 
valeurs  déterminées  fonctions  des  variables  x,j^,  ^, . . .  » 
M,  Vj  savoir 

C  =  V  (j:,j,  «,...,  tt,  p), 

J    ••.•••••, 

Le  système  des  équations  (  4  )  n'est  autre  que  le  système 
intégral  mis  sous  une  forme  particulière  ;  les  équations 
qui  le  composent  ne  renferment  qu'une  seule  constante 
arbitraire;  chacune  de  ces  équations  est  dite  une  inté^' 
grale  du  système  (i). 

Cauchy  a  établi  le  premier  d'une  manière  rigoureuse 
l'existence  des  équations  intégrales,  mais  la  démonstra- 
tion qu'il  a  donnée  de  ce  théorème  fondamental  est  d'une 
complication  excessive.  Le  même  théorème  a  été  ensuite 
démontré  d'une  manière  fort  simple  et  au  moyen  de  consi- 
dérations très-différentes  par  MM.  Brio  t  et  Bouquet.  Nous 
exposerons  ici  l'analyse  que  ces  géomètres  ont  publiée 
dans  un  Mémoire  qui  fait  partie  du  XXXVI*  Cahier  du 
Journal  de  V  Ecole  Polytechnique  ;  cette  analyse  repose 
sur  quelques  lemmes  dus  à  Cauchy  et  que  nous  allons 
établir. 

Propositions  préliminaires. 

619.  Lemmb  I. — Soient  Xq  une  constante  déterminée, 
^  =  Xo-HpW~*  une  variable,  f[x)  une  fonction  bien 
déterminée  de  cette  variable  qui  reste  continue  et  qui 
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ait  une  déri\fée  déterminée  tant  que  le  module  p  n'est  pas 
supérieur  à  la  limite  R  ;  51  M  désigne  le  maximum  des 
valeurs  que  prend  le  module  de  J[x)  quand  on  fait 
varier  p  de  o  àR  et  (ù  de  o  à  27r,  on  aura 

^n        désignant  la  valeur  que  prend  ta  n^^"^  déri- 
t^ée  dej[x)  pour  x  =  Xq. 
Eneffet,  ona(n»500) 

le  module  de  rélément  différeDtiel 

n'étant  pas  supérieur  à  Mrfo,  il   est   évident  que    le 

Mrfo),  c'est- 
à-dire  airM,  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

620.  Lemme  II.  —  Soient  Xq y  Jq^  ^ov  ^  constantes 
déterminées,     x  =  Xo  4-  p  e*'v^~*,     y  z=z  j^  ^  p'  e^V"", 

-  =  Zo  H-  p^'e^'v^"*,  ...  m  variables  f{x,j\  ^, . . .  ) 
une  fonction  déterminée  qui  reste  continue  et  qui  ait 

une  déris^ée  déterminée,  relativement  à  chaque  varia- 
ble,  tant  que  les  modules  p,  p',  p", . . .  ne  dei^iennent 
pas  supérieurs  aux  limites  respectis^es  R,  R',  R", ...  ;  si 
M  désigne  le  maximum  des  valeurs  que  prend  le  module 
de  f[Xj  y,  Zy., ,)  quand  on  Jait  varier  p,  p',  p", , . . 
de  o  àKy  de  o  à  R',  de  o  à  R'', . . . ,  et  les  angles  w,  o)', 
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wl', ...  de  o  à  air,  on  aura- 

l'indice  zéro  indiquant  qu'il  faut  remplacer  Xy  y  y  Zy  ••• 
^ar  Xo, j^Oî  ^oy«  après  les  différentiations. 

En  effet,  si  Ton  applique  ^/{x^y^  z, ...),  regardé 
comme  fonction  de  la  seule  variable  Xy  la  formule  rap- 
pelée dans  le  lemme  I,  on  aura 

x  devant  être  remplacé  par  Xo,  En  différentiant  ni  fois 
par  rapport  kjy  on  aura 

on  a  d'ailleurs,  par  la  formule  déjà  employée, 

R'»'     a«'/ (  07  4-  R  ^v/=^,  r»  «1  •  •  •  ) 


1.1.., n'  dy' 

=  —  j      e-'»'-'V=^/(.r-f-Rc-v/^,^-t-RVv^,  5,...)<^«% 

•^  o 

où  il  faut  faire  non-seulement  x  =  Xq,  mais  encore 
j'  =  J^o  J  on  aura  donc 


1 . 2 . .  .  /i  1 . 2 .  .  .  «'  dx'*  ôjr^' 

a«      /«an 


"^  Ûï^*  J        7       e-(««+n'-0>Pr/(x-+.Rc«vCT,^  -H  R'e«V^,  z,,..)i 

OÙ  Ton  doit  faire  x  =  a:o,  J  =Jo- 

Il  est  évident  qu'en  poursuivant  la  même  marche  on 
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ot^îendra  la  formule 


».a...ii'  1.2.../1''"    L         dx'»  dlr'*' d^'»" . . .         J( 


f. 


tic 


oains  laquelle  le  second  membre  est  une  intégrale  mul- 
tiple d'ordre  m;  il  est  à  peine  nécessaire  d'ajouter  que 
cHaque  produit  tel  que  i  .2 . . .  /2  doit  être  réduit  à  Tunité 
quand  n  =  o. 

Maintenant,  chaque  élément  de  Tintégrale  multiple  a 
un  module  inférieur  ou  au  plus  égal  à  Md<ùd(jûfd(à^', . .  ; 
donc  le  module  du  second  membre  de  la  formule  précé- 
dente ne  peut  surpasser 


.!«       /%2X  />a« 


c  est-à-dire  M,  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

621.  Lemmb  III.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées 
y**e  dans  le  lemme  précédent^  toutes  les  dérwées  par- 
^^^lles  de  la  fonction 


(-'-i^-)(-s^)(-^1 


o^f ,  pour  X  =  Xo,  y  =  J"©»  ^  =  ^o>  •  •  •  1  des  valeurs  res~ 
P^ctivement  égales  aux  limites  des  valeurs  assignées 
P^^  le  lemme  II  aux  modules  des  dériv^ées  partielles 
cor*respondantes  de  la /onction /[xy  y  y  z, . . .  ). 

En  effet,  si  Ton  différentie  la  fonction  cp(.r,j>^,  z, . . .) 
^  fois  par  rapport  à  x,  puis  /l' fois  par  rapport  kjj  puis 
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nf' {ois  par  rapport  à  Zy  puis...,  on  aura 


=  (l.2...ll)(I.2.../l')(I.a.../I")..•R-'»R'-«'R''-»^.. 

M 


X 


(— R")        l"~F-)         i'  — R^j 


•  •• 


et,  en  faisant  x  =  j:©»  J^  =  J^o>  ^  =  ^o>  •  •  •  > 

L        d^«  dr'*' d^'»'' . . .         Jo 

M 

=:(l.2.../î)(l.2.../?')(l.2.../2'')...  Rn  R^n^  ^^/^ni^  ' 


Démonstration  de  l'existence  de  l'intégrale  générale 
d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre  à 
deux  x^ariables, 

622.  Théorème.  —  Soient  Xo,  y^   deux  constantes 
choisies  à  volonté,  et 

deux  variables  ;  sif[Xjj)  est  une  Jonction  déterminée 
de  X  et  de  y  qui  reste  continue  tant  que  p  et  p  ne 
dépassent  pas  les   limites  respectives  R,  R',  et  qu'en 

même  temps  les  dérivées  —y—  soient  déterminées,  il 

existe  une  fonction  y  de  x  qui  reste  continue  tant  que 
le  module  de  x  —  Xq  n'est  pas  inférieur  à  une  certaine 
limite  r,  qui  se  réduit  à  yo  pour  x  =  Xq  et  qui  enfin 
satisfait  à  l'équation  différentielle 
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Toute  fonction j^  de  xquî  reste  con  tinue  pour  les  valeurs 
de  X  —  Xq  dont  le  module  est  inférieur  à  une  quantité 
donnée  r  et  qui  a  une  dérivée  déterminée  est  dévelop- 
pable  en  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances entières  de  x  —  Xq,  et  Ton  a  (n°383) 

(^)   •^=-'-»-^(£)„-7--'-M.S:^-^---' 

qui  répondent  k  x  =  Xq, 

Si  une  telle  fonction  y  est  susceptible  de  satisfaire  à 

Téquation  (i),  les  coefficients f  ^  ]  ?  \~rT)  '"*  seront 

déterminés  en  fonction  de  oto  et  de  jo  par  l'équation  (i) 
jointe  à  celles  qu'on  en  déduit  par  la  différentiation, 
savoir  : 

rnr       df      dfdr 
(3)  /  djc'        dx    '    dy  dr 

rfx*        ô-r^  dxôy  dx        dx*  \dx)         dy  dx^ 

En  faisant  x  =  Xq,  j  =  j^o>  on  aura  successivement  par 

les  équations  (3)  les  valeurs  de  f-y^j  M^j  5---?etil 

en  résulte  que  la  fonction  j^,  si  elle  existe,  est  unique. 
D'après  cela,  pour  démontrer  le  théorème  énoncé,  il 

suffit  de  prouver  :  i*' que,  les  coefficients  (y- 1  »  yj^]  ''** 

ayant  été  déterminés  par  le  moyen  des  équations  (3), la 
série  contenue  dans  le  second  membre  de  la  formule  (a) 
est  convergente  tant  que  le  module  de  x  —  x^  reste  infé- 

S.  —  Cale.  int.  93 
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rieur  à  une  certaine  quantité  /*,  auquel  cas  la  série  a 
pour  somme  une  fonction  continue  (n®  47S);  2?  que  la 
fonction  y  définie  par  la  môme  formule  (a)  satisfait 
effectivement  à  l'équation  (1). 

A  cet  effet,  désignons  par  M  le  maximum  du  module 
des  valeurs  que  prend  f{jc^y)  quand  on  fait  varier  f 
de  o  à  R,  p'  de  o  à  R'  et  les  angles  co,  c*)'  de  o  à  21t. 
Posons  en  outre 

et  considérons  Téquation  différentielle 

(5)  S=^:-'^''- 

Je  dis  qu'il  existe  une  fonction  Y  de  x  qui  reste  con 
tinue  tant  que  le  module  de  x  —  Xq  ne  dépasse  pas  un 
certaine  limite,  qui  se  réduit  à  yo  pour  x  =  Xo,  et.qia 
satisfaite  l'équation  (5).  En  effet,  l'équation  (5)  peu: 
s'écrire  comme  il  suit. 


\  II'       )  dr 


M 

--  =  0, 


,— -^"-^0 


R 

et  il  est  évident  qu'on  l'obtient  en  différentiant  Téquatioi 

(6)    (Y-r.;,-^f/-!^'  +  MRlog(,_^«y_o. 

Cette  équation  (6)  est  du  deuxième  degré  par  rappor 
à  Y — yoy  et  ses  deux  racines  deviennent  égales  entre  elle 
lorsque  l'on  a 

*"«('- ~7l~)  =- ™    ou     x-x.=  R(,-r.-5s) 
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Si  donc  on  poSe 

/=r(i  — r^M«), 

celle  des  racines  Y  de  Téquation  (6)  qui  se  réduit  à  7© 
pour  jc  =  Xq  restera  fonction  continue  de  x  tant  que  le 
module  de  x — x^  sera  inférieur  à  r.  Ainsi  Ton  a,  pour 
de  telles  valeurs  de  x^ 

Les  coefficients  (  -j-  j  •>  f  -r-^  J  ?  •  •  •  de  ce  développe- 
ment s'obtiendront  en  faisant  j:  =  Xo,  Y  =  j^o  dans  le 
système  formé  par  l'équation  (5)  et  celles  qu'on  en  dé- 
duit par  la  différentiation,  savoir  : 

d^Y  _  dfp        df  dY 


(8)     /   djc^        dx       ôY  dx 

d^_d^  d^f     dY      a* y  fdYy      df  d^Y 

dx'  '"  Ox*'^^  dx  OY  dx  "*"  dY*  \7i^)  "^  âY  li^' 


En  outre,  on  a,  par  Téqu^ition  (4)^ 
R^        R^    ()"-^^>   _    ÛI  

i.2.../iï727T^'5^<)Y"'""  /     x—xA"-^'f     YirrwT'+i 


7X.  > 


le  produit  i.2...n  ou  1 . 2 ... /l' devant  être  réduit  à 
l'unité  quand  n  ou  n'  est  nul,  et  cette  formule  montre 
que  toutes  les  dérivées  partielles 

dx"  dY"' 
ont,  pour  X  =  Xqj  Y  =J  o^  des  valeurs  positives;  il  en 

33. 
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résulte,  à  cause  des  formules  (8),  que  lei^  quanti 


1  •    • 

0 


sont  elles-mêmes  positives. 

Désignons  par  A  le  maximum  du  module  des 
que  prend  la  fonction  Y  quand  on  fait  varier  c 
le  module  p  de  x  —  jtq  et  de  o  à  arr  Targumen 
aura,  d'après  le  lemme  I  (n®  619), 

.    .  /V/«Y\  A 

Comparons  maintenant  entre  eux  les  deux  s 
d'équations  (3)  et  (8),  dans  lesquels  nous  su] 
x=Xot  Y  =  ^=^Q.  La  première  équation  ( 
lème  (3)  et  la  première  du  système  (8)  nous  ra 
que  Ton  a 

d'après  le  lemme  II  du  n"  020.  On  voit  ensuite  (len 
n°  621  )  que  les  modules  des  deux  termes  du 
membre  de  la  deuxième  équation  (3)  sont  res] 
ment  inférieurs  aux  termes  du  second  niembi 
deuxième  équation  (8),  lesquels  sont  l'un  et  l'a 
sitifs;  il  en  résulte  que 

et  ainsi  de  suite,  en  sorte  que  l'on  a  généralemei 

et,  à  cause  de  l'inégalité  (9), 

(10)  modi^---j<i.^...n-^ 


CnAPlTRE    VI.  357 

OU 

Si  le  module  de  x — .Tq  est  inférieur  à  r,  la  progression 

géométrique  dont  le  terme  général  est  A  x  m  Dd  ( ) 

est  convergente  ;  donc  la  série  formée  par  les  modules 
des  termes  de  la  série  (  2)  est  convergente,  dans  la  même 
kjpothèse  (n*  97 )  ;  par  conséquent,  la  série (2)  est  elle- 
même  convergente  (n®  363),  et  elle  a  pour  somme  une 
fonction  déterminée  et  continue  y.  Il  faut  remarquer 
que  l'inégalité  (  1  o)  prouve  aussi  la  convergence  de  la  série 
obtenue  en  difTérentiant  par  rapport  à  x  les  termes  de  la 

séric(2);  cette  dernière  série  a  donc  pour  somme  --• 

11  nous  reste  à  démontrer  que  la  fonction  y  définie 
par  la  formule  (2)  satisfait  bien  à  Téquation  (1). 
On  a  d^une  part 

Cl  d'autre  part 


1 .2 


^ousécrivonsyi,  au  lieu  dey(j:o,j>'o)  dans  cette  formule 
et  nous  désignons  \idiTf*^^J\,  ...  les  valeurs  que  pren- 
ïï^nt,  poura:  =  Xo,  j  =  Jo,  les  quotients/', /^',  ...  obte- 
nus en  divisant  par  rf.r,    dx-,  . . .    respectivement  les 

différentielles  totales  df,   d-J,    Les  quantités  /', 

/  » ...  sont  déterminées  par  les  équations 

^  __àf  ^    dfdr 
d.r.       ày  dx 

r     ~"  r)x»  "'  ^  ôa^Ôj  dx  ■'"  i)j'  \dx)    "^  dj  dr'  ' 


358  CALCUL    INTÉGBAL. 

Pour  Q\oirJl ,  /^,  . . .,  il  faut  y  faire  x  =  J^o»  X=J 

et  remplacer  (  ;t-  )  »  (  -^  )  »  •  •  •  par  les  valeurs  tiré 

des  équations  (3).  Or  on  voit  que  les  seconds  membr 
des  équations  (ii)  sont  identiques  à  ceux  des  équ 
tions  (3)  si  Ton  fait  abstraction  de  la  première  équati- 
du  système  (3);  on  a  donc 


A  =  {-A]  '    /o  = 


\./xMo  °        \^-*^'/o 


9       •  •  «9 


et,  par  conséquent,  la  fonction  (2)  satisfait  bien  à  Téqv 
tion  (i). 

Démonstration  de  l'existence  du  système  intégral  à* 
système  d' équations  différentielles  du  premier  ordre 

623.  MM.  Briot  et  Bouquet  ont  étendu  leur  anaN 
au  cas  d'un  système  quelconque  d'équations  diffère 
tielles  simultanées  du  premier  ordre,  et  ils  ont  démon 
ce  nouveau  théorème  : 

Théorème.  —  Soient  Xq,  ^q,  Zq,  ...  /n-4- 1  constant 
choisies  à  volonté  y  et 

m -h  I  variables.  Si  les  m  fonctions 

j  \'^^y  y  *'»  •  •  •  )>  y  1  i*^i  y  y  ^»  •  •  •  )»  ji  \  ^j  y^  3,  . . .  ],  • .  ■» 

restent  continues  tant  que  p,  p',  p"^  ...  ne  dépasse 
pas  les  limites  respectives  R,  R',  R",  ...  et  queC 
admettent  en  même  temps  des  dérivées  déterminm 
relativement  à  chaque  variable,  il  existe  m  fonctic: 
^,  z,  . . .  de  la  variable  x  qui  restent  continues  t^ 
que  le  module  de  x  —  Xq  reste  inférieur  à  une  certaM 
limite  r,  qui  se  réduisent  respectivement  à  y^y  Zq,  m 
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pour  x  =  Xq  et  qui  satisfont  aux  m  équations  différen- 
tielles simultanées 

Désignons  par  M,  M|,  ...  les  maxima  des  modules 

des  valeurs  que  prennent  les  foncUonsy(x,  y,  z^  •  •  •)' 

/i(x,  j,  z,  ...1,  ...  quand  on  fait  varier p,  p',  p'',  ...  de  o 

à  R,  de  o  à  R',  de  o  à  R'',  . . .   respectivement,  et  les 

angles  w,  w',  co",  . . .  de  o  à  27r;  posons 


•^      «^0  \  /    ^       .>^o  \  /    Z  —  ^0 


R   yv        iv    /\       R" 

et  considérons  les  m  équations  simultanées 

(2)  ~=Mç,(a:,Y,Z,  ...),      ^  =  M,9>(^,  Y,  Z,  ...),..,. 

On  peut  trouver  des  fonctions  Y,  Z,  ...  qui  satis- 
fassent aux  équations  (2)  et  qui  se  réduisent  à  j^o^  ^o>  •  •  • 
respectivement  pour  x=Xq,  En  effet,  si  Ton  pose 

(3)  Y^-jr,=zMS,     Z-3o^M,S,     ..., 

puis  que  Ton  détermine  la  fonction  S  de  manière  qu'elle 
s'annule  pour  x=Xo  et  qu'elle  vérifie  l'équation 

(4)  ^  =  9(.r,j,H-MS,  Co^-M,S,  ...), 

il  est  évident  que  les  équations  (2)  deviendront  iden- 
tiques. L'équation  (4)  peut  se  mettre  sous  la  forme  sui- 
vante, 

\'-R^)V-   R^j"^-     ^^-fo^""' 

^  R 
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OU 

[-(^■■■•)-(S->'-]Ë-,-::/ 


•^0 


11 

et  on  Tobtient  en  dîfférentianl  la  suivante  : 

Soit  r  le  plus  petit  des  modules  qu'il  faille  attribuer  S- 
X — Xq  pour  que  Téquation  (5)  ait  deux  racines  S  égales  " 
entre  elles.  Tant  que  le  module  de  x — Xq  sera  inférieuflc 
à  r,   celle  des  racines  S  qui  s'annule  pour  x  =  Xq  seraz^- 
une  fonction  continue  de  x,  développable  en  série  con — 
vergenle  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  d(s:zj 
X  —  Xq',  en  outre,  si  l'on  désigne  par  A  le  niajcimum  di 
module  de  cette  fonction  S  pour  les  valeurs  de  p  et 
respectivement  comprises  entre  o  et  r,  o  et  27r,  on  aura^ 
(n°  610) 

(6)  _L_(:{:i^\<A. 

Enfin  il  est  évident  que  les  fonctions  Y,  Z,  ...,  qui  sont 
proportionnelles  à  S,  sont  développables,  en  même  temps 
que  cette  fonction,  en  des  séries  convergentes  ordonnées 
suivant  les  puissances  entières  de  x  —  Xq. 

Gela  posé,  d'après  le  lemme  III  du  n°621,  les  valeurs 
des  modules  que  prennent  les  fonctionsy(x,  j^,  r,  . . .  ), 

/i(j:,j) ,  Zq.  ..),  ...  pour  x  =  j:o,J' =jKo>  ^  =  -0,  ••.  sont 
respectivement  moindres  que  les  valeurs  des  dérivées 
correspondantes  des  fonctions  'M.^[x,  Y,  Z,  ...), 
Mi  ç( x.  Y,  Z,  . . .  )  pour  X  =  x^,  Y  =yo,  Z=z  z^y  — 
Il  en  résulte  que,  si  l'on  compare  le  système  formé  par 
les  équations  (i)  et  celles  qu'on  en  déduit  par  la  diffé- 
renliation  au  système  formé  par  les  équations  (2)  et 
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celles  quî  s'en  déduisent,  on  trouvera,  comme  au  n°  622, 
que  les  valeurs  de 


tirées  des  premières  équations,  ont  des  modules  respec- 
tivement moindres  que  les  valeurs  réelles  et  positives 


V/Y\        ffiZ 


\(ix  J  Q      \iix  I  ^  \  dx*  j  Q      \dx^ 


0 


fournies  par  les  équations  du  second  système.  On  a  donc, 
à  cause  des  formules  (3)  et  de  l'inégalité  (6), 


n 


Il  en  résulte  que  les  séries 

fdx\   x  —  a-^        /d^y\    (x  —  x.y 


+  ... 

2 


9 


sont  convergentes  tant  que  Ton  a  mod(j: — Xq)  <^r.  Ces 
séries  définissent  des  fonctions^,  z,  . . .  qui  restent  con- 
tinues pour  les  valeurs  de  x  dont  il  s'agit,  et  le  raisonne- 
ment déjà  employé  au  n**622  prouve  que  les  fonctions  j, 
Zy  ...  satisfont  eifectivcment  aux  équations  difierentielles. 

624-.  Remarque.  —  Il  est  évidemment  permis,  dans  la 
démonstration  qui  précède,  de  remplacer  les  modules  R', 
R''^,  . . .  par  le  plus  petit  d'entre  eux  ^,  et  les  maxima  M, 
Mj,  ...  par  le  plus  grand  d'entre  eux  3TL.  Les  équa- 
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lions  (4)  et  (5)  deviennent  alors 

OR;    \  "'  r/S  I 

r.A*['-(-"^)"1*'"-(-r)- 

La   dérivée  relative  à  S  de  cette  dernière  équation 

donne  i —  S  =  o  ;  on  a  donc ,  dans  le  cas  de  deux 

racines  égales, 


+  Rl„g     , ^„-'     =0, 


d'où 

et,  par  conséquent,  on  peut  prendre  pour  la  quantité  r 

(         _^ 

Propriétés  des   intégrales  d'un   système  d' équations 
dijfférentielles  du  premier  ordre. 

625.  Considérons  un  système  de  n  équations  diffé- 
rentielles simultanées  entre   les  /i  -f-  i  variables  x,  j*, 

z,  ., . .  V  en  vertu  desquelles  les  dérivées  v- ?  -7^»  •••^  — 

*  £ix    (Lr  t/x 

Y    Z  V 

«nient  des  valeurs  déterminées.  Désignons  par  „?  —j  •••> 


•  •  •  «  -— 


XX         X 

ces  valeurs  ;  les  équations  différentielles  seront 

dr  _Y       (h_Z  'IL  —  1, 

dx        X        dx       X  dx        X 
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et  on  pourra  les  comprendre  dans  une  formule  unique, 
savoir 

V  dx        dy        dz  dv  ^ 

X,  Y,  Z,  . . . ,  V  sont  des  fonctions  déterminées  des  va- 
riables X,  r^  ^1 . . . ,  ^'j  à  Texception  de  Tune  déciles,  qui 
peut  être  choisie  à  volonté. 

L'existence  du  système  intégral  étant  établie,  suppo- 
sons, comme  au  n°618,  que  les  équations  de  ce  système 
soient  résolues  par  rapport  aux  n  constantes  arbitraires 
^y  C^ , . . . ,  Cr-  4  qu'elles  renferment,  et  représentons-les 
par 

I-iai  différentiation  des  équations  (a)  fait  disparaître 

'-S    s^rbitraires  C,  C|,  . . . ,  G/,_i,  et,  par  conséquent,  les 

^^^^^{ions  qui  résultent  de  cette  différentiation  forment 

"*^  système  équivalent  au  système  (i).En  d'autres  termes, 

"^    ^.  identiquement 

*^^cqu'on  prend  pour  dx^  dj^dz^,,.  des  quantités  pro- 
F^^*- tionnelles  à  X,  Y,  Z, ... . 

■'^  DUS  avons  dit  (n°  618)  que  chacune  des  équations  (2) 

*-    Nommée  une  intégrale  du  système  (i)  ;  mais,  comme 

^     ^combinaisons  que  Ton  peut  faire  avec  ces  équations 

"^  t,  susceptibles  de  leur  être  substituées,  nous  appelle- 

s  généralement  intégrale  du  système  (  i  )  toute  équa- 


^  n(^,  j^,  3,  . .. ,  i')  =  r, 


l  le  second  membre  est  une  constante  arbitraire  T  et 
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dont  le  premier  membre  est  une  fonction  II  des  seules 
variables  x,  /,  z, . . . ,  telle  que  la  différentielle  dTl  se 
réduise  identiquement  à  zéro  quand  on  prend,  pour  les 
différentielle*»  xtx^  dy.,  dz, . . . ,  des  quantités  proportion- 
nelles à  X,  Y,  Z, 

Il  est  évident  qu'on  formera  une  telle  équation  en 
égalant  à  une  constante  F  une  fonction  quelconque  des 
premiers  membres  des  équations  (2),  car,  si  Ton  diffé- 
rentie  Téquation 

(5)  F(Y,Yj,  ...,  Y„_,;  =  r, 

on  aura 

ÔF    ,  r)F    .  ^F      , 

et  cette  équation  est  satisfaite,  à  cause  des  formules  (3) 
qui  ont  lieu  quand  on  suppose  les  équations  (1). 

Mais  il  est  facile  de  démontrer  en  outre  que,  si  l'équa- 
tion (  4  )  est  une  intégrale  du  système  (  i  ) ,  elle  est  nécessai- 
rement de  la  forme  (5  ).  En  effet,  supposons  que  X  ne  soit 
pas  nul;  H',  H',,  ...,y„_i  étant  des  fonctions  des  «-h  i  va- 
riables x,  j^-,  i:,...,i',  il  est  permis  de  regarder^-,  c,...,i» 
comme  fonctions  de  x  et  de  ï,  H'i , . . . ,  Y„_, ,  puisque, 
par  hypothèse,  le  système  (a)  coïncide  avec  le  système 
intégral.  L'équation  (4)  prendra  donc  la  forme 

la  différentiation  donne 
àF  ^         dF  ^„,        ÔF    ,  ÔF      , 

et,  à  cause  des  équations  (3),  on  a  simplement 

dF  ^  dr 

-r-  ax  =  0    ou     -—  =  0, 

dx  ôx 
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ce  qui  exprime  que  la  fonction  F  est  indépendante  dex. 
U  n'y  a  donc,  pour  le  système  (i),  que  n  intégrales  dis- 
tinctes. 

626.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 

Inéquation 

n(x,  j,  c,  , . , ,  v]  =:  const. 

soit  une  intégrale  du  système  des  équations 

tLc       (Iy  dv 

^^^  cjtie  Ton  ait  identiquement,  en  vertu  de  ces  équations, 

Ô-r  Oj'  Ov 

^^t-to  condition  est  donc 

^  ô\\      _.  On  ^^  dn 

^^    ^*on  a  cette  proposition  : 

T^nÉORÈME  I.  —  Si  U  =  const.  est  une  intégrale  des 
^''""  lions  simultanées 

f!x        fi  y  dtf 

X  "^  Y"^    •'^  v' 

onction  II  satisfait  identiquement  à  V équation  aux 
vées  partielles 

^  on      ^  dn  .  ,,  on 

X-7--t-Y—  -f-...-i-V—  =0. 

Ô-r  (Jf  Ov 

leciproquement,  toute  fonction  II  qui  satisfait  iden- 
^  ^uement  à  l'équation  aux  dérivées  partielles  donno. 


md  on  l'égale  à  une  constante  arbitraire,  une  in- 
~  'raie  du  sj  sterne  des  équations  simultanées. 
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Et,  d'après  ce  qu'on  a  vu  au  numéro  précédent,  on 
peut  énoncer  cet  autre  théorème  : 

Théorème  II.  —  Si  l'équation  aux  dériifées  partielles 

^  dn      ^ôn  „  on 

X  — H-Y h.-.-f-V—  =o 

ÔJC  (Jj  Of 

est  satisfaite  quand  on  prend  successii^ement,  pour  H, 
n  fonctions  distinctes  H',  Y|, ...,  Y„_i,  toute  Jonction  II 
(fui  satisfait  à  la  même  équation  est  nécessairement  une 
fonction  rfe  ¥,  ¥| ,  . . . ,  ^ n^\ . 

Réduction  des  systèmes  d' équations  différentielles  entre 
un  nombre  quelconque  de  variables  à  des  équa- 
tions différentielles  qui  ne  renferment  que  deux 
variables . 

627.  Une  équation  différentielle  d'ordre  quelconque 
entre  deux  variables  ou,  plus  généralement,  un  système 
de  n  équations  différentielles  d'ordre  quelconque  entre 
/îH-i  variables  se  ramène,  comme  on  l'a  vu  (n"'61o), 
à  un  système  d'équations  différentielles  du  premier  ordre. 
Il  est  facile  de  montrer  que,  réciproquement,  un  tel  sys- 
tème peut  se  ramener  à  des  équations  différentielles  qui 
ne  renferment  que  deux  variables. 

Soient  les  n  équations  différentielles 

^   '  dx.  dx  d.r 

où  Y,  Z, . . . ,  V  désignent  des  fonctions  données  des  /i  -h  i 
variables  Xy  j^  z, . . . ,  p».  Le  système  intégral  renferme /i 
constantes  arbitraires,  et  l'on  peut  concevoir  que  les 
équations  de  ce  système  soient  résolues  par  rapport  à  j-, 
z,...,  w.  Considérons  en  particulier  l'équation  qui  dé- 
termine j^  en  fonction  de  x  et  des  arbitraires  ;  si  les  n  arbi- 
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traires  figurent  dans  cette  équation ,  il  faudra,  pour  les 
éliminer,  joindre  à  Téqualion  dont  nous  parlons  celles 
qu'on  en  déduit  par  n  différentiations  successives  ;  donc}' 
dépendra,  dans  ce  cas,  d'une  équation  différentielle  d'or- 
Jre/î.  Mais,  si  l'expression  de  y  en  x  ne  renferme  que 
'arbitraires,  i  étant  <C'^  il  est  évident  que  i  différen- 
ciations suffiront  pour  l'élimination  des  constantes,  et, 
par  conséquent,  y  ne  dépendra  que  d'une  équation  diffé- 
reotieJle  d'ordre  1. 

628.  L'équation  différentielle  de  laquelle  y  dépend 
P€ut  être  obtenue  au  moyen  des  équations  proposées.  En 
effet,  on  a,  en  différentiant  la  première  des  équations  (i), 

rrjr__ç)Y       àYfix       d'Y  ^3  dT^ 

«Or*         dx         djr  dx        dx  dx       '  '  '       ôv  dx 

^^f  à  cause  des  équations  (1), 

^r        c)Y       ^ÔX       ^dX  „()Y 

dx*         Ox  oy  Ôz  ôv 

"OU  s  désignerons,  pour  abréger,  parYi  le  second  membre 
ae  cette  équation,  et  nous  aurons 

«iïï  différentiant  cette  équation  et  en  faisant  usage  des 
^^^i^t-ions  (i),  on  obtiendra  la  nouvelle  équation 

d^  -  ^•' 

"^a  est  une  fonction  connue  des  variables  x,  7, 
'  •  •  -  ,  p.  En  poursuivant  cette  marche,  on  formera  le 
jstème  des  n  équations 

dx~     '     dx*  ~~  ^'      '"•'    dx^  —  ^'»-*» 
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dont  les  seconds  membres  Y,  Yj , . . . ,  Y«_i  sont  des  fon 
lions  connues  de  x,j^,  z, . . . ,  i^. 

Si  les  n  équations  (2)  sont  nécessaires  pour  rélimina-.^ 
lion  des  n  —  i  variables  ^, . . . ,  i^,  ces  variables  seron    ^ 
déterminées  par  les  n  —  i  premières  équations  en  ionc — 
tion  de 

et,  en  substituant  leurs  valeurs  dans  la  dernière  équa 

tion    (2),    on    obtiendra    une    équation    différentielles 
d'ordre  n 


n—l 


^x"  \     -"'  dx  djc 

Mais  il  peut  arriver  que  les  i  premières  équations  (2)^ 
suffisent  pour  former  une  équation  différentielle  entre 
cij\  Cette  équation  différentielle  sera,  dans  ce  cas,  d( 
l'ordre  1,  et  / —  i  des  n  —  i  variables  -z, . . . ,  v  seront.^ 
connues  en  fonction  des  n — *  autres  et  de 

alors,  si  Ton  substitue  les  valeurs  de  ces  1  —  i  variables 
dans  celles  des  équations  (i)  qui  renferment  les  dérivées 
des  n — i  autres,  ces  dernières  seront  déterminées  par 
un  système  de  n  —  /  équations  différentielles  analogues 
au  système  (i),  avec  cette  seule  différence  que  les  se- 
conds membres  renfermeront  une  fonction^  définie  par 
une  équation  différentielle  d'ordre  i,  ainsi  que  les  /  —  i 
premières  dérivées  de  cette  fonction.  En  opérant  sur  le 
système  dont  il  s'agit  comme  nous  avons  fait  à  l'égard 
du  système  (i),  on  fera  dépendre  une  nouvelle  variables 
d'une  équation  différentielle  d'un  certain  ordre  /  égal  ou 
inférieur  à  /z  —  /,  laquelle  pourra  renfermer  la  fonction  y 
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et  les  dérivées  de  cette  fonction,  jusqu'à  Tordre  i — i  seu- 
lementy  puisque  la  dérivée  d'ordre  i  s'exprime  par  les 
dérivées  des  ordres  inférieurs.  Si  le  nombre  /  est  égal  à 
n  —  I ,  les  n  —  I  —  I  variables  restantes  seront  détermi- 
nées en  fonction  de 


^y     y*      -71}      •'•'       TITZT'      «>      T:» 


•  •  • 


d.T  '      ^x'-»  *      dx  daiJ'^" 

mais,  dans  le  cas  contraire,  j  de  ces  variables  seulement 
pourront  être  exprimées  en  fonction  des  précédentes 
quantités  et  des  n  —  i — /variables  restantes.  Il  est  évi- 
dent qu'en  poursuivant  la  môme  marche  on  formera 
un  système  d'équations  différentielles  dont  les  ordres 
auront  pour  somme  n\  chacune  de  ces  équations  ne  ren- 
fermera qu'une  seule  variable  dépendante,  outre  celles 
qui  figurent  dans  les  équations  précédentes,  et  que  nous 
regardons  comme  déterminées  par  ces  équations.  Quant 
aux  variables  qui  ne  figurent  pas  dans  les  équations  dif- 
férentielles dont  il  s'agit,  elles  sont  déterminées  en  fonc- 
tion des  autres  variables  et  des  dérivées  de  celles-ci. 

629.  Pour  former  l'équation  différentielle  par  laquelle 
sont  liées  entre  elles  deux  des  variables  qui  figurent  dans 
un  système  d'équations,  différentielles  simultanées,  il 
n'est  pas  nécessaire  que  ces  équations  soient  mises  sous 
la  forme  que  nous  leur  avons  supposée  au  numéro  pré- 
cédent. La  différentiation  et  l'élimination  conduiront 
dans  tous  les  cas  à  l'équation  demandée. 

Considérons,  par  exemple,  les  deux  équations  simul- 
tanées 


d'^r  dz  dP  3^ 

dx"'        '     dx  dxf 


♦•••»  -7-^'  ='   t:'"-'  tti;  ="• 


1'  fl       '^y 

s.  —  Cale,  i/it,  a4 
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qui  renferment  trois  variables  x^y^  z,  dont  la  première 
est  regardée  comme  indépendante.  La  première  équatioQ 
est  de  l'ordre  m  par  rapport  à  j^  et  de  l'ordre  p  par  rap- 
port à  z\  pour  la  seconde  équation,  l'ordre  relatif  à^ 
est  n  et  celui  qui  se  rapporte  à  z  est  q. 

Soit /ix  le  nombre  des  équations  différentielles  résolues 
par  rapport  aux  dérivées,  dont  se  compose  le  système  dif- 
férentiel du  premier  ordre  que  l'on  peut  substituer  au 
système  proposé  (n°  616).  D'après  ce  qui  a  été  dit  au 
numéro  précédent,  si  les  équations  (i)  déterminent  les 

valeurs  de  la  plus  haute  dérivée  de  y.  savoir  -r-^  ou  -r-^» 
ainsi  que  la  plus  haute  des  dérivées  de  z,  savoir 


dxP 


OU  —  t  en  fonction  des  dérivées  des  ordres  inférieurs  et 

des  variables  x,j^,  z,  ce  qui  exige  évidemment  que  les 
différences  m  —  n,  p  —  q  ne  soient  pas  de  même  signe, 
le  nombre  fx  sera  égal  à  la  plus  grande  des  deux  sommes 
m  4-  9,  n  -\-  p\  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  fx  sera  inférieur  à 
celte  plus  grande  somme. 

Cela  pose,  pour  faire  l'élimination  de  z,  différentions 
les  équations  proposées,  la  première  q  fois,  la  seconde 
p  fois  ;  en  joignant  les  équations  obtenues  aux  proposées, 
nous  aurons  un  système  de  ^  •+-  ^  -f-  2  équations.  Les 
dérivées  de  z  figureront  dans  ce  système  jusqu'à  celles 
de  Tordre  p  -h  q,  et,  quant  à  l'ordre  de  la  plus  haute  dé- 
rivée dej,  il  sera  égal  au  plus  grand  des  nombres  nm-q^ 
n-h  p.  Il  s'agit  d'éliminer  les  p  4-  ^  -f- 1  quantités 

dz  dP-^z 


dx  dxP^f 


entre  les;?  4-  <7  -t-  2  équations  ainsi  formées.  Si  toutes  ces 
équations  sont  nécessaires  pour  l'élimination,  p^q  -^  g 
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dz 

d'entre  elles  délermineront  les   valeurs  de  z,  -7-  >  •  •  •  » 

djc 

r^>  et  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  la  dernière 
équation  donnera  une  équation  difTérentielle 

(3)  ♦(,.^,g,...,g)  =  o. 

«ont  l'ordre  i  sera  égal  k)jL;  on  aura  en  même  temps, 
comme  nous  venons  de  le  dire, 

M)       .=.(,.„  g.. ...gz), 

^  élant  une  fonction  déterminée. 

Mais,  si  les  p  -f-  ^  -h  a  équations  que  nous  avons  for- 

'^ées  ne  doivent  pas  être  toutes  employées  pour  Télimi- 

'^^tion,  Tordre  i  de  l'équation  (3)  qui  résulte  de  cette 

^*>inî nation  sera  inférieur  à  fx.  Alors  il  résulte  de  ce  qui 

*  ^té  dit  au  numéro  précédent  que  z  ne  sera  plus  déter- 

'^•'^é,  dans  ce  cas,  en  fonction  de  x,  rj  -^j  •  ••  ^  mais 
■^   dépendra  d'une  équation  différentielle 

)  n(^x,3,-,...,;j^j=o, 

*^      Ire  fJL  —  I  et  dans  laquelle  figurera,  avec  ses  i  —  i 


*Viières  dérivées,  la  fonction  y  déterminée  par  Téqua- 
'"^«x  (3). 


intégrales  des  divers  ordres  d'une  équation  dij^ 
"îrentielle  d'ordre  quelconque,  à  deux  variables. 


<iî 


.  Après  avoir  montré  que  tous  les  cas  des  équations 
rentiellcs  ordinaires  se  ramènent  à  celui  d'un  sys- 
e  du  premier  ordre,  dont  les  équations  déterminent 

24. 
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les  dérivées  en  fonction  des  variables,  nous  avons  fail 
voir  qu'un  tel  système  peut  lui-même  être  remplacé  pi 
une  ou  plusieurs  équations  différentielles  d'un  certains^i 
ordre,  qui  renferment  seulement  deux  variables,  mais^ 

où  figurent  les  fonctions  définies  par  les  équations  pré 

cédcntes.  Le  cas  d'une  équation  différentielle  d'un  ordres^ 
quelconque  n  doit  être  regardé  comme  le  plus  simple;  i\M 
nous  reste  à  présenter  quelques  considérations  impor — ■ 
tantes  sur  ce  sujet. 
Soit 

une  équation   différentielle   d'ordre  n  entre  les  deux   - 
variables  Xyj,  Si  Ton  pose 

l'équation  (i)  déterminera  une  valeur  de  --^  ou  -^ — 

en  fonction  de*j:,  j  ,  Jy-fJ  ^"~*^  ;  soit  Y  cette  valeur, 
en  sorte  que  l'on  ait 

Supposons  que  la  fonction  Y  remplisse  les  conditions 
de  continuité  exigées  par  la  théorie  des  n°*  622  et  623; 
le  système  différentiel  formé  des  équations  simulta- 
nées (2)  et  (3)  admettra  un  système  intégi*al, et  les  équa- 
tions de  ce  système  détermineront  pour y^  j\  j'\  ,.., 
yr{n-i)  des  valeurs  fonctions  de  x  et  qui,  pour  x  =  Xt, 
se  réduiront  respectivement  à  des  constantes  arbitraires 
yoyjofjlfjo"^^^'  Si  l'on  représente  par 

(4  )  r  =  *  (•'•1  rot  /o  » >  o"~*^) 

celle  des  équations  du  système  intégral  qui  détermine  jf 
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il  est  évident  que  les  n  —  i  autres  équations  de  ce  sys- 
tème s'obtiendront  en  différentiant  successivement w  —  i 
fois  l'équation  (4).  Cette  équation  (4)  est  dite  V intégrale 
générale  de  Téquation  (i).  Et,  comme  le  système  inté- 
gral des  équations  simultanées  (2)  et  (3)  est  unique,  on 
voit  que  : 

Si  l'on  a  trouvée,  par  une  voie  quelconque,  une  équa- 
lion 

(5)  /(-^^ri  Ct,  Cs, . . .,  c„)  =  o, 

renjermant  n  constantes  arbitraires  0^ ,  C2 , . . . ,  C„,  er  rfe 
laquelle  on  puisse  tirer  une  valeur  dej  propre  à  vérifier 
l'équation  (i),  l'équation  (5)  coïncidera  auec  l'inté- 
grale générale  de  cette  équation  (  i  ),pounfu  qu'on  puisse 
assigner  aux  constantes  des  valeurs  telles  que  y  et  ses 
n  —  1  premières  dérivées  prennent  des  valeurs  arhi^ 
tr aires  données  quand  on  attribue  à  x  une  valeur  quel- 
conque choisie  à  volonté. 

Cette  dernière  condition  sera  remplie  si  le  système 
formé  par  Téquation  (  5  )  et  celles  qu'on  déduit  de  celle-ci 
par/i  —  I  difl'érentiations  détermine  les  valeurs  des  ar- 
bitraires C| ,  C2,  . . . ,  C„  en  fonction  de 

•^^     ^'     te'     TlÔ^'        "'     d.r^-''* 

631.  On  reproduit  l'équation  différentielle  (i)  quand 
on  élimine  de  Tintégrale  générale  (5)  les  arbitraires 
qu'elle  renferme  au  moyen  de  la  différentiation.  Mais 
supposons  qu*on  ne  veuille  éliminer  de  l'équation  (â) 
que  i  arbitraires,  savoir 

Cl,  Cj,    •  •  •  f   C/; 
il  faudra  exécuter  i  différentiations,  et  je  dis  que,  de  quel- 
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que  manière  que  l'on  combine  les  opérations  de  diffère 
tiation  et  d'élimination,  le  résultat  obtenu  sera  toujou 
le  même.  En  effet,  supposons  qu'on  ait  pu  obtenir  deu 
équations  distinctes  ne  contenant  plus  les  arbitraires  C| 
C2,  . . . ,  C|.  Soient 

\  *^'  TT^  "  *  '  d'jP  '  ''  "  '  '        =0, 

ces  deux  équations.  Si  elles  ne  déterminent  pas  pour 

la  même  valeur,  on  pourra  éliminer  cette  dérivée,  et  l'o 
obtiendra  une  équation  d'ordre  i —  i  au  plus,  non  id 
tique  et  renfermant  n  —  i  arbitraires,  savoir 

En  joignant  à  cette  équation  celles  qu'on  en  déduit  par 
//  —  i  différentiations,  on  aura  un  système  de  «  —  1  -f-  / 
équations  entre  lesquelles  on  pourra  éliminer  les  arbi- 
traires C/^_i ,  C/^.o, . . . ,  C/,,  et  le  résultat  de  cette  élimina- 
tion sera  une  équation  différentielle  non  identique, 
d'ordre  n  —  i  au  plus,  et  ne  renfermant  aucune  arbi- 
traire. On  aurait  donc,  en  faisant  x=.  Xo»  une  relation 

entre j^o>  (^)  >  ••"»  (  ,  ^^_A  >  et  dès  lors  ces  quantités 
ne  seraient  plus  arbitraires  comme  elles  doivent  être. 

632.  Gela  posé,  nous  appellerons  i/iteg^ra/e^rem/ère ou 
du  premier  ordre  d'une  équation  différentielle  d'ordre  n 
le  résultat  obtenu  en  éliminant  de  l'intégrale  générale 
n  —  I  des  constantes  arbitraires  qu'elle  renferme.  Le 
nombre  des  intégrales  premières  est  évidemment  égal 
à  n  ;  chacune  de  ces  intégrales  est  une  équation  diffé- 
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renlielle  d'ordre  n  —  i  renfermant  une  constante  arbi- 
traire Le  système  des  n  intégrales  premières  constitue 
le  système  intégral  du  système  différentiel  du  premier 
ordre  par  lequel  on  peut  remplacer  l'équation  diffé- 
rentielle d'ordre  n. 

Pareillement,  nous  appellerons  intégrale  deuxième 
ou  du  deuxième  ordre  le  résultat  obtenu  en  éliminant 
n  —  2  des  arbitraires  contenues  dans  l'intégrale  générale. 
I^e  nombre  des  intégrales  du  deuxième  ordre  est  évidem- 
ment égal  au  nombre  des  combinaisons  de  n  choses  deux 

a  deux,  c'est-à-dire  égal  à  — '  ;  chacune  de  ces  in- 

tégrales  est  une  équation  différentielle  d'ordre  n — 2, 
renfermant  deux  constantes  arbitraires. 

Et  généralement  nous  nommerons  intégrale  d'ordre  i 
d'une  équation  différentielle  d'ordre  n  le  résultat  ob- 
tenu en  éliminant  n  — i  des  arbitraires  contenues  dans 
l'intégrale  générale;  le  nombre  des  intégrales  d'ordre  1 
est  celui  des  combinaisons  de  n  choses  i  à  i,  c'est-à-dire 

n\n  —  \],  .  An  —  /-f-i)      1  j  .      ,       1 

— ï '  ;  chacune  de  ces  intégrales  est  une 

1.2.../  '  ^ 

équation  différentielle  d'ordre  n  —  i  qui  renferme  i  con- 
stantes arbitraires. 

Dans  l'ordre  n  il  n'y  a  qu'une  seule  intégrale,  qui 
n'est  autre  chose  que  l'intégrale  générale. 

633.  Étant  donnée  l'équation  différentielle  d'ordre  n 


si  l'on  a  trouvé,  par  une  voie  quelconque,  une  équation 
différentielle  d'ordre  n  —  i 

(  dy  d-\Y    ^      ..  c\       r. 
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renfermaDt  i  constantes  arbitraires  C^  C29  ••  •  9  C/y  et  d  ^ 
laquelle  on  puisse  tirer  une  valeur  de  ,  ^^_.  qui  satisfass^-^ 

à  la  proposée,  on  pourra  la  regarder  comme  une  inté--= 
grale  d'ordre  i,  pourvu  que  cette  équation,  jointe  à  celle -^ 
qu€  Ton  en  déduit  par  1 — i  différentiations,  détermine  le.  - 

valeurs  des  arbitraires  en  fonction  de  x,  r,  -r-  »  •  -  •  7   ,  ,^, 

En  effet,  on  peut,  dans  notre  hypothèse,  déterminera 
les  constantes  de  manière  que 

dy  fl'*'-\r 

aient,  pour  x  --=  Xq,  des  valeurs  arbitraires  yo,  j)  i*  •  •  •  ^ 
^.(n-ii.  ensuite  l'équation  d'ordre  n — /  admet  une  inté- 
grale générale,  et  les  nouvelles  constantes  que  celle-ci 

dr 
renferme  peuvent  être  choisies  de  manière  que^,  -j-»-'-> 

dl' 

pour  x=Xo'  L'intégrale  générale  dont  il  s'agit  sera  donc 

en  même  temps  celle  de  la  proposée. 

Il  convient  encore  d'appeler  l'attention  sur  la  propo- 
sition suivante,  qui  résulte  des  considérations  que  nous 
venons  de  présenter  : 

Si  l'on  connaît  k  intégrales  premières  d'une  équn^ 
tion  différentielle  d'ordre  /i,  on  obtiendra  une  intégrale 
d'ordre  k  en  éliminant  lesk  —  i  plus  hautes  dérivées 
de  la  fonction  inconnue  entre  les  k  intégrales  pre^ 
mi  ères. 

En  particulier  : 

Si  l'on  connaît  les  n  intégrales  premières  d'une 
équation  différentielle  d'ordre  w,  on  obtiendra  l'inté^ 
grale  générale  en  éliminatit  entre  ces  intégrales  les 
n  —  1  dérivées  quelles  renferment. 


^j^::^  se  réduisent  respectivement  àj  0,  ;>o  »  •  •  •  O  •'~'"*^ 
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Définition  des  intégrales  particulières  et  des  solutions 
particulières  des  équations  différentielles, 

634.  Lorsqu'on  attribue  des  valeurs  déterminées  aux 
constantes  arbitraires  qui  figurent  dans  les  intégrales 
d'une  équation  différentielle  ou  d'un  système  de  telles 
équations,  on  obtient  des  résultats  auxquels  on  a  donné 
le  nom  d'intégrales  particulières.  La  considération  des 
intégrales  particulières  est  fort  importante  dans  certaines 
questions,  ainsi  qu'on  le  verra  dans  la  suite  de  cet  Ou- 
vrage, mais  elle  ne  constitue  pas  l'objet  que  nous  avons 
actuellement  en  vue. 

Les  équations  différentielles  peuvent  admettre  des  so- 
lutions qui  ne  sont  pas  comprises  dans  leurs  intégrales  ; 
on  peut  obtenir,  en  général,  ces  solutions  par  des  pro- 
cédés purement  algébriques,  et  on  leur  a  donné  le  nom 
de  solutions  particulières, 

La  théorie  par  laquelle  nous  avons  établi  l'existence 
des  intégrales  n'a  pu  mettre  en  évidence  celle  des  solu- 
tions particulières,  car  cette  théorie  suppose  la  conti- 
nuité de  certaines  fonctions  qui  cessent  d'être  continues 
lorsque  les  variables  dont  elles  dépendent  prennent  les 
valeurs  qui  conviennent  aux  solutions  particulières.  Nous 
étudierons  d'abord,  dans  ce  qui  va  suivre,  le  cas  des 
équations  différentielles  du  premier  ordre  à  deux  va- 
riables ;  nous  ferons  voir  ensuite  comment  on  peut  appli- 
quer les  mêmes  considérations  aux  équations  différen- 
tielles des  ordres  supérieurs. 
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De  la  solution  particulière  d' une  équation  différei 
du  premier  ordre,  fondée  sur  la  considérati 
l'intégrale  générale, 

635.  La  solution  particulière  d^unc  équation 
rentielle  du  premier  ordre  peut  s'obtenir  facih 
comme  on  va  voir,  au  moyen  de  Tinlégrale  généi 

Soit  Téquation  diiFérentielle. 

et 

l'intégrale  générale  de  cette  équation,  G  étant  l 
stante  arbitraire.  La  différentiation  de  l'équatii 
donne 

^^^  dJc-~di 

L*équation  (2)  sera  l'expression  de  toutes  les 
tions  de  x  si   Ton  y  regarde  G  comme  une  fc 
indéterminée  de  x.  Différcntions  (a)  dans  cette 
thèse,  on  aura 


dx  ôx  âC        dx 


Mais,  comme  (2)  satisfait  à  l'équation  (i),  on  a 
tiquement,  quels  que  soient  x  et  G, 

et  cette  identité  ne  sera  pas  troublée  quand  on  i 
lieu  de  G  une  fonction  quelconque  de  x. 
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Pour  que  (4)  satisfasse  aussi  à  Téquation  (i),  il  faut 
que  Ton  ait 

C  étant  une  certaine  fonction  de  x,  et,  comme  l'équa- 
tion (5)  a  lieu  en  même  temps,  on  doit  avoir 


d/[^,C)  dC 
dC       dx  ~    ' 

qui 

se  décompose  en  deux,  savoir 

(6) 

dC 

d.  ° 

et 

(7) 

df[x,C) 

L'équarion  (6)  donne  C  =  const.  et  reproduit  l'in- 
tégrale générale.  L'équation  (7)  détermine  une  certaine 
valeur  de  C  en  fonction  de  x,  savoir 

(8)  C=:f(x), 

qui  répond  en  général  à  une  solution  particulière.  Cette 
solution 

(9)  r=/[-^»^(^)]» 

pourra  toutefois  être  comprise  comme  cas  exceptionnel 
dans  l'intégrale  générale  ;  cela  arrivera  particulièrement 
s\^[x)  se  réduit  à  une  constante.  Il  n'y  aura  pas  de 
solution  particulière  si  l'équation  (7)  ne  contient  pas  C. 

636.  Il  faut  remarquer  que  l'équation  {7)  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

(10)  ^  =  0, 
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dr 

—  étant  tirée  de  Tintégrale  générale;  si  donc 

n'est  pas  résolue  par  rapport  à  y^  et  qu'elle  ait 

(il)  *(x,j,  C)=o, 

l'équation  (lo)  donnera 

(12)  — —  =  0. 

à? 

Cette  formule  exclut  évidemment  les  solutioi 
culières  x  ==.  une  constante.  Gomme  rien  n'em 
prendre  x  pour  variable  principale,  on  peut  lu 
la  forme 

dx 

et  cette  formule  exclut  les  solutions  pari 
j  =  une  constante. 

La  solution  particulière  s'obtiendra  en  élir 
de  l'équation  (11)  au  moyen  de  (12)  ou  de  (i3] 

Si  l'équation  (11)  est  préparée  de  manière 

y-  conservent  des  valeurs  finies,  on  pourra 
simplement 

(.4)  %^o., 

mais  les  valeurs  de  C  tirées  de  celte  équation  ] 
cesser  de  donner  des  solutions   particulières 

annulent  -7-  et  -r-- 
ôx       ôj 
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637.  Exemple. —  Soit  TéquatioD  difTéreDtieUe 

.     dr       (dvY 
•^  dx        \d.r)  ' 

que  l'on  obtient  en  éliminant  C  entre  l'équation 

et  celle  qu'on  en  déduit  par  la  dilTércntiation  relative  à  x 


et  à  r. 
On  a  îcî 


Télimination  de  C  entre  4>r--o,  — ;  =  o  donne 

maïs  cette  valeur  dej^-  ne  satisfait  pas  à  l'équation  diffé- 
rentielle ;  on  vérifie  aisément  que  les  deux  dérivées  -r-»  -r- 

^  ôjc  oy 

s'annulent  lorsqu'on  fait  simultanément  4>  =  o,  -r—  =  o. 

^  de 

De  la  solution  particulière  d'une  équation  dij^érentielle 
du  premier  ordre,  déduite  de  l'équation  diffé- 
rentielle. 

638.  Soit 

(i)  %  =  n-.y), 

et 

(2)  jrz=/(.r,C), 

son  intégrale  générale ,  de  manière  que 
soit  une  identité. 
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En  différentiant  (3)  par  rapport  à  C,  ona 

dV{x,C]  _  dF[^,/(^,C)]  d/{x,C) 
^^'  dxàC     ~  d/  dC     ' 

ou  bien 

rdv{x,c)i     p'/(.r.c)-| 

L    drdC    J        L      aC«     J  _  <?F[x,/(x,C) 


rdV(x,c)-]      rd/(.r.c)|  -        cj/ 
L    dc«    J      L     <>c    J 

équation  nécessairement  identique;  on  peutattribi 
telle  valeur  fonction  de  x  que  Ton  voudra.  De 
à  C  la  valeur  que  représente  Téquation  (8)  du  r 
savoir  ^{x)y  qui  convient  à  la  solution  particuli< 
premier  facteur  du  premier  membre  de  (5)  ce 
une  valeur  finie  différente   de  zéro,  car  c'est  la 

fie* 

de  —  —  ou  — ^{^)\  on  a  effectivement,  en  di 
liant  l'équation  (7)  du  numéro  précédent, 

Quant  au  deuxième  facteur  du  premier  nr 
de  (5),  je  dis  qu'il  est  infini.  Supposons  que  1 
traire  ait  lieu,  et  posons,  pour  abréger, 

le  facteur  6  dont  nous  nous  occupons  a  pour  valc 

<)/(x,C) 
o  <^C  d\og[±/'{x,C}] 

/'(x,C)  de 
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Sî  0  restait  fini  pour  C=  ^(x),  il  en  serait  de  même 
de 


i: 


ce  qui  est  absurde  ;  la  valeur  C=^[x)  annule  le  déno- 
minateur de  cette  expression. 

Ainsi   la   valeur  C  =  ^(x)  rend  infinie  la  valeur 

de  — ^ — j^ —j  que  ion  peut  écrire  de   la  manière 

suivante  : 

àFjx.r) 

r — 00, 

En  d'autres  termes,  les  solutions  particulières  de  (i) 
autres  que  celles  de  la  forme  x  =.  const.  doivent  satis- 
faire à  Téquation 

àx 

On  peut  donc  trouver  ces  solutions  sans  connaître  Tin- 
tégrale  générale  dç  Téquation  différenlielle. 
La  proposée  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(Ir  I 


• 


donc   notre  analyse  prouve  que  les  solutions  particu- 
lières autres  que  celle  de  la  forme  j^  =  const.  satisferont 

à  1  équation -1-- =  oc  ,  ou  à  ^^^^-^ 

ou  à  — \r^^  =  ^  »  car  F(j:,  y)  =  o  donnerait,  à  cause 
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de  (i),  -^  =  o,  ou  9^=  const.y  forme  exclue,  on 


dx 
639.  Les  équations  (6)  et  (7)  peuvent  s'écrîr 

en  mettant  y  pour  ■--•  Si  donc  la  proposée  es 
sous  la  forme 

^équation  (6)  deviendra 
et  (7)  sera 

Si  la  proposée  est  préparée  de  manière  que  -r- 

ne  puissent  être  infînis,  on  aura  simplement,  pc 
solutions  particulières, 

L'élimination  de  y'  entre  (9)  et  (10),  ou  cnt 
et  (11),  ou  entre  (9)  et  (12)  donnera  une  équatic 
devra  vérifier  la  solution  particulière.  Dans  le 
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Téquation  (12)  peut  être  employée,  on  voit  que  la  so- 
lution particulière  s^ob tient  en  exprimant  que  Téquation 

difierentielle  a  deux  racines  —  égales  entre  elles. 

640.  Mais  il  est  bien  évident  que  les  valeurs  de  y 
fonctions  de  x  pour  lesquelles  Téquation  diflférentielle  a 
des  racines  égales  ne  sont  pas,  en  général,  des  solutions 
de  cette  équation. 

Considérons  le  cas  le  plus  simple,  celui  où  Téquation 

(ir 
est  du  second  degré  en  -j-i  et  supposons-la  résolue  par 

rapport  à  —  •  Soit 

P  et  Q  étant  deux  fonctions  quelconques  des  variables 
X  et  y.  Les  valeurs  de  y  qui  annulent  Q  ne  vérifient 

Téquation  y-  =  P  que  dans  des  cas  exceptionnels;  cela 

arrive,  par  exemple,  en  prenant 


La  fonction  y  =.  —  yjax  -{-  h'^  qui  annule  le  radical 

vérifie  l'équation   différentielle   proposée.    L*équation 
différentielle,  mise  sous  forme  entière,  est 

l'intégrale  générale  esl  donnée  par  l'équation 

ûC(j  — Cjt)  — 6*(i-hC«)  =  o, 

dans  laquelle  C  représente  une  constante  arbitraire. 

s.  —  Cale,  ùu,  a5 
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641.  Les  résultats  que  nous  venoDS  d'obtenir  permet- 
tent de  reconnaître,  en  général ,  si  une  solution  donnée 
Y  z=:(f(^x)  d'une  équation  différentielle 

{.)  ê=^("^) 

est  une  solution  particulière  ou  une  intégrale  particu- 
lière. EfTectivementy  désignons  par  z  une  variable  nou- 
velle et  posons 

Téquation  différentielle  transformée  sera  satisfaite  par 
z  =  o  ;  nous  supposerons  qu'elle  puisse  être  mise  sous  la 
forme 

N  £  =  ^'^(-^'^)' 

Y( x,  z)  étant  une  fonction  qui  n'est  ni  nulle  ni  infinie 
pour  z=  Of  et  fJL  désignant  un  exposant  positif.  La  ques- 
tion que  nous  avons  à  résoudre  est  donc  de  reconnaître  la 
nature  de  la  solution  z  =  o.  Or,  pour  qu'elle  soit  une 
solution  particulière,  il  faut  et  il  suffit  que  la  dérivée  de 
z^^^[x,z)  relative  à  z  soit  infinie  pourz=o;  cette 
dérivée  est 

(3)  fi2^-*  Y  (x,  z)  -4-  z^^^'  (.r,  z), 

en  écrivant  V'{x,  z)  au  lieu  de ~ 

Si  Ton  a  /y-.^  I  ou  /JL  =  I ,  le  premier  terme  a  une  valeur 
finie  pour  z  =  o,  et  la  même  chose  a  lieu  à  Tégard  du 
second  terme,  car  on  a,  en  nommant  6  une  quantité  com- 
prise entre  o  et  i, 

(4)       {QzYr(x,ez)z=Q^z^-^[^r{x,z)—^'(x,o)], 

et  l'un  et  l'autre  membre  de  cette  formule  restent  finis  pour 
z  =  o,dans  notre  hypothèse.  Ainsi  la  solution  z  =  o  est 
une  intégrale  particulière  de  l'équation  différentielle  (a). 
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Si  Ton  a  /JL  <[  I ,  le  premier  terme  de  Texpression  (  3  )  est 
infini  pourz  =  o,  et  son  ordre  infinitésimal  est  i — u;  il 
peut  arriver  que  le  second  terme  soit  lui-même  infini , 
mais  diaprés  la  formule  (4)  son  ordre  infinitésimal  est 
inférieur  à  1  —  p,  en  sorte  qu'il  ne  peut  y  avoir  de  ré- 
duction entre  les  deux  termes.  Dans  ce  cas,  la  solution 
2  =  o  est  une  solution  particulière  de  Téquation  (a),  et, 
par  conséquent,  j^  =  cy(x)  est  une  solution  particulière 
de  l'équation  (1). 

J'ajoute  que  Ton  peut  faire  disparaître  la  solution  par- 
ticulière par  un  changement  de  variable.  En  efiet,  si  l'on 

pose  3  =  u*"**,  l'équation  (2)  deviendra 


(5) 


^"={l-^)H^(x,..'-«'), 


(ix 


et  cette  équation  (5)  n'admet  plus  la  solution  z  =  o  ou 
u  =  o.  Cette  remarque  a  été  faite,  pour  la  première  fois, 
par  Poisson. 

642.  Il  nous  reste  encore  une  observation  fort  impor- 
tante à  présenter.  La  solution  particulière  représente 
l'enveloppe  ou,  si  l'on  veut,  le  lieu  des  intersections  suc- 
cessives des  courbes  qui  répondent  aux  diverses  valeurs 
de  la  constante,  dans  Tintégrale  générale.  Or  il  peut 
arriver  qu'une  enveloppe  ou  l'une  des  courbes  qui  la 
composent  fasse  partie  de  la  famille  des  enveloppées. 
On  est  alors  dans  le  cas  remarquable  d'une  solution  qui 
a  le  double  caractère  de  solution  particulière  et  d'inté- 
grale particulière  ;  il  ne  sera  pas  inutile  d'en  présenter 
un  exemple.  Soit 

l'équation  d'une  famille  d'enveloppées.  La  différentiation 
relative  à  G  donne 

(x-C)(x-3C)  =  o; 

a5. 
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Tenveloppe  se  composera  donc  de  deux  courbes  dont  on 

aura  les  équations  en  remplaçant  C  par  r  et  par  ^  dans 
Téquation  des  enveloppées  ;  il  vient  ainsi 

^=o    et    x=- — • 

La  solution  j  =  o  est  un  cas  particulier  des  enveloppées, 
car  elle  répond  au  cas  de  C  =  o. 

Des  solutions  particulières  des  équations  différentielles 
d'ordre  supérieur  au  premier  y  déduites  de  l'une 
quelconque  des  intégrales  premières. 

6i3.  Les  considérations  que  nous  venons  de  déve* 
lopper  sont  applicables  aux  équations  différentielles  de 
tous  les  ordres. 

Posons 

et  considérons  l'équation  difTérentielle  d'ordre  n 
Soît 

(2)  j^(«-^^=/(^,r,/ 7^«-%c) 

Tune  quelconque  des  n  intégrales  premières  de  l'équa- 
tion (i),  C  étant  la  constante  arbitraire.  En  dîfierentiant 
Téquation  (a),  on  obtient 

L'équation  (i)  doit  devenir  identique  si  l'on  remplace 
j{/t)  Qij(n-i)  parleurs  valeurs  tirées  des  équations  (2} 
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et  (3)  ;  ainsi  l'équation 

doit  avoir  lieu  identiquement,  quels  que  soient  x,  y^ 
y, . . . ,  ^f"-»)  et  C. 

Maintenant,  si  l'on  regarde  C  comme  une  fonction  de 
or, ^,  j', ...,  JK^''"^^  le  deuxième  membre  de  Téqua- 
tion  (a)  pourra  être  regardé  comme  une  fonction  aussi 
arbitraire  des  mêmes  quantités.  Voyons  si  à  ce  point  de 
vue  Téquation  (2)  peut  satisfaire  à  (i). 

L'expression  (3)  de  j^"^  devra   être   augmentée    de 

-^,  — >  et  Téquation  (4)  devra  persister  si  Ton  ajoute  au 

premier  membre  la  même  quantité  :  il  faut  donc  que 
cette  quantité  soit  nulle.  Le  facteur 

tlx 

donnerait  C  =^  const.,  ce  qui  répond  à  l'intégrale  pre- 
mière. 

On  aura  donc  pour  la  solution  particulière  l'équa- 
tion 

d'où  l'on  tire  la  valeur  de  C  en  fonction  des  quantités  x^ 
J'jj'i  . . . ,  /f'»""^^  Si  Ton  porte  ensuite  ces  valeurs  dans 
l'équation  (a),  on  aura  la  solution  particulière. 
On  voit  que  cette  solution  est  de  la  forme 

et  que,  si  l'intégrale  première  est  mise  sous  la  forme 

(7)  ♦(^,r,/,  ...,.r^«~*^c)  =  o, 
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la  solution  particulière  sera  donnée  par 

(8)  ___  =  o,     *  =  o. 

644.  Il  ne  faut  pas  croire  qu'à  chaque  intégrale  pre- 
mière de  Téquation  (  i  )  puisse  répondre  ainsi  une  solution 
particulière;  il  est  facile  de  démontrer,  au  contraire, 
que,  en  appliquant  la  règle  que  nous  venons  d'établir  à 
chacune  des  n  intégrales  premières,  on  obtient  toujours 
la  même  solution  particulière.  En  effet,  soit 

(9)  *,(x,j^,r',  ...,j^C'^-»),B)=o 

une  deuxième  intégrale  première  de  l'équation  (i),  B 
étant  la  constante  arbitraire.  Si  l'on  élimine j^f""**^  entre 
les  deux  équations  (7)  et  (9),  on  obtiendra  une  équation 
d'ordre  n  —  2, 

(10)  v(^,r.r',  ...^rc^-*),  B,c)  =  o, 

qui  sera  une  intégrale  deuxième  de  l'équation  (i)  ;  nous 
supposerons  que  l'on  ait  mis  cette  équation  (  i  o)  sous  une 
forme  telle,  que  les  dérivées  partielles  de  V  ne  puissent 
être  infinies  tant  que  les  quantités  qui  figurent  dans  W 
restent  finies.  Désignons  par 

(1 1)  r{jr,y,y,  ....  r^""■*^  B,  C)  =  o 

le  résultat  de  la  différentiation  de  l'équation  (10);  il  est 
évident  qu'on  reproduira  les  équations  (7)  et  (9)  par 
l'élimination  de  B  et  par  celle  de  C  entre  les  équa- 
tions (10)  et  (i  i).  Par  conséquent,  si  l'on  imagine  que  B 
soit  remplacé  dans  l'équation  (11)  par  la  valeur  tirée 
de  l'équation  (10),  cette  équation  (11)  coïncidera  avec 
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l'équation  (7),  et  Ton  pourra  la  faire  servir  au  calcul  de  la 

dérivée  partielle -^^-r- — >  qu'il  faut  égaler  à  zéro  (n®  643) 

pour  avoir  la  solution  particulière  qui  répond  à  l'in- 
tégrale première  (7). 

Différentions  donc  les  équations  (10)  et  (11),  en  y  con- 
sidérant C  comme  une  variable  arbitraire,  B  et  j^^'*""*^ 
comme  deux  fonctions  de  cette  variable  ;  on  aura 

dT       d'Y  dB 


dC   '    dB  dC'^  °' 

dW'       âr  dh  âr      dy^"-^^ 

=  o. 


ôC       dB  dC       djC»-»)      dC 

Éliminons  —  entre  ces  deux  équations;  on  obtient,  à 
cause  de 


dB 
dC 


&¥      d'Y      dr^"-»)  __  d'Y  d'Y'       âr  âW 
""  dB  d/(«-*^      dC      ""  dB  dC  ""  dC  dB  ' 

Ainsi  la  solution  particulière,  calculée  par  l'une  des 
intégrales  premières  (7)  ou  ( 9 ),  est  définie  par  l'équation 

d'Y  d'Y'       d'Y  d'Y'  __ 
l""'  dB  dC  "dC  ■55-''' 

on  obtiendra  cette  solution  par  l'élimination  de  B  et 
de  C  entre  les  équations  (10),  (1 1),  ('2). 


Des  solutions  particulières  des  équations  différentielles 
d^ ordre  supérieur  au  premier,  déduites  de  l'équation 
différentielle. 

645.  La  solution  particulière  d'une  équation  difTé* 
rentielle  d'ordre  quelconque  peut  être  déterminée,  quand 
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elle  existe,  par  réquation  difTérentielle  elle-même,  sans 
qu^il  soit  nécessaire  de  connaître  aucune  intégrale. 
Considérons  l'équation  difTérentielle 

(i)  F(u;,7,/,j^^...,^-(«))=o, 

et  soit 

(2)  /(x,r,/,..    ,r<«-*),C)  =  o 

une  quelconque  des  n  intégrales  premières  ;  en  difTéren- 
tiant  réquation  (2),  on  a 

Supposons  que  Ton  tire  de  l'équation  (3)  la  valeur  de  C 
en  fonction  de  x,  y  y  y,  . . . ,  y^"^  et  qu'on  la  substitue 
dans  l'équation  (2);  celle-ci  deviendra  l'équation  diffé- 
rentielle elle-même,  et  on  peut  l'employer  pour  le  calcul 
de  la  dérivée^^"**'*M'ordre  n  •+- 1  qu'on  obtiendrait  direc- 
tement par  l'équation  (1).  Différentiant  donc  l'équa- 
tion (2),  on  a 


làf        ,  àf  ,„,      df    \ 


d/fdC        ,dC  ,^^..    âC 


dC  \  __ 


Mais  la  première  partie  du  premier  membre  est  nulle 
par  l'équation  (3),  et  l'on  a  simplement 

Voilà  donc  sous  quelle  forme  on  peut  mettre  l'équation 
obtenue  en  différentiant  la  proposée  (  i  )  ;  dans  le  cas  de 
la  solution  particulière,  elle  est  satisfaite  identiquementet 
elle  ne  peut  servir  à  déterminer  j<^"+*^  ;  effectivement  on 
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a  ^  =  o,  pour  une  telle  solution,  si  l'on  suppose,  ce  qui 

est  permis,  que  Téquation  (2)  soit  résolue  par  rapport 
à  j.(/i-o.  Il  serait  facile  au  surplus  de  démontrer  que  la 
valeur  de  j^^'^*^  tirée  de  l'équation  (4),  après  la  suppres- 
sion du  facteur  •^,)  ne  convient  pas,  en  général,  à  la 

solution  particulière. 

Supposons  que  l'équation  (i)  ait  été  préparée  de  ma- 
nière que  son  premier  membre  soit  une  fonction  bien 
déterminée  des  quantités  qui  y  figurent  et  dont  les 
dérivées  partielles  restent  finies;  la  différentiation 
donnera 

et,  puisque  cette  équation  ne  saurait  faire  connaître  la 
valeur  de^^"+*^  qui  convient  à  la  solution  particulière, 
on  aura  nécessairement,  pour  cette  solution, 

âF 

et 

fii\  àF        ,  ÔF  ,^,      ÔF 

646.  Il  nous  reste  une  dernière  remarqpie  à  présenter 
au  sujet  de  la  théorie  des  solutions  particulières.  Soit 

(i)  n(x,j^,y,  ...,^c«-t))  =  o 

la  solution  particulière  de  l'équation  d'ordre  n 

(2)  F[x,x.jr\  ...,/<«>)  =  0. 

Si  cette  solution  particulière  est  effectivement  de 
l'ordre  n  —  1 ,  son  intégrale  générale  renfermera  «  —  i 
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constantes  arbitraires,  et  cette  intégrale  satisfera  à  la 
proposée.  La  solution  particulière  peut  elle-même  avoir 
une  solution  particulière,  mais  il  est  très-important  de 
remarquer  que  cette  solution  ne  satisfait  pas,  en  général, 
à  la  proposée. 

En  effet,  par  hypothèse,  réquation(  a)  est  bien  satisfaite 
quand  on  y  substitue  les  vakurs  dej^^""*^  et  dey^"^  tirées 
de  l'équation  (i)  et  de  celle  qu'on  en  déduit  par  la  diffé- 
rentiation  ;  mais  cette  dernière  équation  est 

du   ^     ,dn  .,     du 

57^r'^4-...4.r^«)^j^^=o, 

et  elle  cesse  de  déterminer  ^^"^  comme  on  l'a  vu  au 

numéro  précédent,  quand  il  s'agit  de  la  solution  parti- 
culière de  l'équation  (i). 

application  de  la  théorie  précédente 
à  un  exemple. 

647.  Je  crois  devoir  éclaircir,  par  un  exemple,  l'im- 
portante théorie  que  nous  venons  de  présenter.  Soit 
Téquation 

(i)  jr  —  a.T^ — bx  —  4^' — ^'  =  o, 

où  a  et  i  sont  deux  constantes  arbitraires  et  que  Lagrange 
a  considérée  dans  ses  Leçons  sur  le  calcul  des  Jonctions. 
On  en  lire 

(2)  — lax  —  ^=:^o. 

^  elx 

L'élimination  de  b  donne 
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et  Ton  a,  par  celle  de  a. 
Ensuite  Téquation  (  a  )  donne 

d'où  a  =  -  ~  •  En  portant  cette  valeur  de  a  dans  l'équa- 
lion  (3),  il  vient 

L'équation  (6)  estune  équation  différentielle  du  deuxième 
ordre:  les  équations  (3)  et  (4)  sont  ses  intégrales  pre- 
mières, Téquation  (i)  est  son  intégrale  générale. 

En  exprimant  l'égalité  des  racines  a  de  l'équation  (3  ) 
ou  celle  des  racines  h  de  l'équation  (4)i  on  trouve  la 
solution  particulière  de  l'équation  (6),  savoir  : 

Si  l'on  veut  tirer  cette  équation  (7  )  de  l'équation  diffé- 
rentielle (6),  on  différentiera  cette  dernière,  et  Ton 
trouvera 

d^r 
En  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  --^  »  on  a 

.rs.  ,  .N  dh  dr        X* 

(8)  ('-^^')^-^^-4=*'' 
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enfin  rélîmination  de  -7-^  entre  les  équations  (6)  et    (^^) 

donne  l'équation  (7),  que  nous  venons  d'obtenir  par  h 
moyen  des  intégrales  premières. 

Si  l'on  résout  l'équation  (7)   par  rapport  à  t-»^^ 

trouvera 

dy 2  JT  -f-  .r*       v^i  -+-  X*  ^16/  -h  4-^'  ■^"•^* 

dx  4  4 

et  l'on  peut  écrire 


dr 
8  -f-  H- 4'"  -+-  '>^ 

dx 


J  —  2^1  H- j-*=:  o. 


y'iëj  -i-  4**  -J- 

Or  la  première  partie  du  premier  membre  est  la  dé- 
rivée du  radical  \j iGj '\- J^x^-i- x^ ,  tandis  que  la  seconde 
partie  2  ^i  -k-  x^  est  la  dérivée  de 

x\Jl  -h  j:*-f-  log(jr  -4-  y/l  -+-  x')  . 

Donc  la  solution  particulière  (7)  s'obtient  en  difTéren- 
tiant  l'équation 

(9)      ^l6j  -f-  4**  -f-  X*  —  X  y/i-h  j:'  —  log(.r  -4-  ^i  -f-  x*J  =  H, 

OÙ  H  désigne  une  constante  arbitraire;  en  d'autres  termes, 
l'équation  (9)  est  l'intégrale  générale  de  cette  solution 
particulière. 

L'écjuation  (7)  a  elle-même  une  solution  particulière, 
et  on  peut  la  tirer  de  son  intégrale  générale  (9).  Comme 
celle-ci  est  résolue  par  rapport  à  la  constante  arbitraire, 
il  sudira  d'égaler  à  l'infini  la  dérivée  de  son  premier 
membre  prise  par  rapport  kj.  On  trouve  ainsi 

iG^  H-  4-*'  +  -^^  =  o>     d'où    ^  = -, -;  • 

4        10 
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[^tte  valeur  de  y  satisfait  bien  à  l'équation  (7),  mais 
elle  ne  vérifie  pas  Féquation  (1). 

m 

Sur  une  classe  remarquable  d'équations 

différentielles . 

648.  En  terminant  ce  Chapitre,  je  présenterai  quelques 
notions  très-sommaires  relatives  à  une  classe  d'équations 
diflerentielles  étudiées  d'abord  par  Lagrange  et  dont  j'ai 
donné  une  théorie  très-développée  dans  un  Mémoire  qui 
fait  partie  du  Tome  XVIlIdu  Journal  de  Mathématiques 
pures  et  appliquées. 

Soient  X,  j  deux  variables  ;  j^,  j '',.. .  les  dérivées 
successives  de  j^  ;  a  et  6  deux  constantes  arbitraires.  Si 
les  deux  équations 

\'^\^.y.y 7^''M  =  « 

sont  deux  intégrales  premières  d'une  même  équation 
différentielle  V  =  o,  et  que 

W  f[^^y.y r^''-»),a,e)  =  o 

en  résulte  par  l'élimination  de^^"^,  cette  dernière  sera 
une  intégrale  deuxième  de  Téquation  V=  o.  J'ajoute 
que  la  même  équation  (2)  sera  une  intégrale  première 
de  l'équation 

(3)  F(^^^)  =  o, 

où  F  désigne  une  fonction  quelconque ,  pourvu  que  l'on  y 
considère  a  et  6  comme  des  constantes  liées  entre  elles 
par  l'équation 

(4)  F(«,6)=o. 
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Effectivement,  si  Ton  résout  par  rapport  à  a  et  S 
système  formé  de  Téquation  (2)  et  de  celle  qu'on  i 
déduit  par  la  différentiation,  on  trouvera,  par  notre  hyp 
thèse,  a  =  9,  6=  ^»  et,  puisqu'on  suppose  a  et  S  li 
par  l'équation  (4),  il  est  clair  que  l'équation  (3)  se 
satisfaite. 

Maintenant,  pour  avoir  la  solution  particulière  ^ 
l'équation  (3),  on  peut  employer  son  intégrale  pr 
mière'(  2  ).  Nous  supposerons  cette  intégrale  écrite  de  tel 

manière  que  la  dérivée  ^  ._^^  ne  puisse  devenir  infinii 

alors  il  suffira  de  différentier  l'équation  (a)  par  rapport 
l'arbitraire  a,  en  regardant  6  comme  une  fonction  de  1 
il  vient  ainsi 

D'ailleurs  l'équation  (4)  donne 

ÔF  ^        dF  ^^ 

et  il  en  résulte,  par  l'élimination  du  rapport  — > 
(^\  dfdF_^dF_ 

cette  équation  (5)  est  précisément  la  solution  pai 
culière  demandée. 

649.  Exemple  I. —  Supposons  qu'on  demande 
trouver  une  courbe  plane,  connaissant  la  courbe  1 
des  centres  de  courbure. 

Si  Ton  désigne  par  x,j  les  coordonnées  de  la  cou 
demandée,  par  a,  S  celles  du  centre  de  courbure. 
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aura  (n'ISS) 

(l)          a_x- 

rfV        '   ^=^^    dy 

djr*                                      dr» 

^99 


si  donc 

(1)  F(a,  e)=rO 

est  Téquation  de  la  courbe  donnée,  Téquation  difl'éren- 
tielle  du  problème  sera 

elle  est  du  deuxième  ordre.  Mais,  si  Ton  regarde  a  et  6 
comme  des  constantes arbitraires,les équations (i)  seront 
deux  intégrales  premières  de  la  même  équation  du  troi- 
sième ordre 

(4)        y-^d^^jd^-^^d^yd^j  =^^ 

on  est  donc  ici  dans  le  cas  considéré  au  numéro  précé- 

d*r 
dent.  En  éliminant  -7-5-  entre  les  équations  (i),  on  obtient 

(5)  (a-^)-f-(€-r)  J=o, 

et  cette  équation  est  une  intégrale  première  de  l'équa- 
tion (3),  a  et  6  étant  des  constantes  liées  entre  elles  par 
l'équation  (a).  Le  premier  membre  de  réquation(5)  est, 
à  un  facteur  constant  près,  la  dérivée  de 

si  donc  on  désigne  par  R  une  nouvelle  constante  arbi- 
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traire,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (3)  sera 

a  et  6  étant  liés  par  l'équation  (2).  La  solution  gén 
du  problème  proposé  est  donc  donnée  par  une  cû 
férence  de  rajon  arbitraire  et  dont  le  centre  est  e 
point  arbitraire  de  la  courbe  donnée.  Mais,  au  poi 
vue  de  la  Géométrie,  ce  n'est  pas  là  la  vraie  solu 
celle-ci  n'est  autre  chose  que  la  solution  particuliè 
l'équation  (3).  Pour  l'obtenir,  il  faut  différentier  1'» 
tion  (5  )  en  regardant  a  et  6  cojnme  seules  variable 
qui  donne 

le  rapport  --  devant  être  tiré  de  l'équation  (ti).  L'< 

tion  (6),  qui  n'est  que  du  premier  ordre,  est  pr^ 
ment  celle  qu'il  faut  poser  quand  on  se  propose  de  tr< 
les  développantes  de  la  courbe  donnée. 

650.  Exemple  II.  —  Proposons-nous  de  trouva 
lignes  de  courbure  d*une  surface  de  deuxième  or( 
centre. 

L'équation  de  la  surface  donnée  étant 

^    '  p'  p-  —  fc>'  p^  —  c' 

l'équation  différentielle  des  projections  des  lignes  de  < 
bure  sur  le  plan  xj  sera  (n**  3-41  ),  en  faisant  dj  =j 


.t  ' 


c^—b* 


ou 

(3)  ft-e  — 6'=o, 
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en  posant 

Or,  quand  on  regarde  ot  el  6  comme  des  constantes  arbi- 
traires, les  précédentes  équations  s'accordent  à  donner, 
parla  dififérentiation, 

xyy"  —  r/  -h  ^/*  =  o; 

ellies  sont  donc  deux  Intégrales  premières  de  cette  der- 
nière équation,  et  Ton  peut  appliquera  Téquation  (a)  le 
théorème  du  n®  648.  En  éliminant  y'  entre  les  équa- 
tions (4)»  on  trouve 

c*  x^       c' —  A*  y* 

*ct  Sétant  li'^s  par  l'équation  (3),  nous  poserons  a  =  /x*, 
^^=/i' — i*,  et  l'équation  des  projections  des  lignes  de 
^Urbure  sera  finalement 

^    ^tant  la  constante  arbitraire. 

Gomme  cette  équation  (  5  )  est  symétrique  par  rapport 
^  P  etp,  si  l'on  considère  p  comme  un  paramètre  variable 
^  f*  comme  une  quantité  déterminée,  elle  représentera 
Salement  les  projections  des  lignes  de  courbure  de  la 
^ï^face 

^>  si  p  et  fx  ont  en  même  temps  des  valeurs  déterminées, 
^^uation  (5)  représentera  la  projection  d'une  ligne  de 
^^rbure  commune  aux  surfaces  (i)  et  (6),  laquelle  sera 
"^•^•^c  l'intersection  de  ces  deux  surfaces. 
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Si  dans  réquation  (i)  on  a  p>c>ft,  /x  devra 
compris  entre  b  et  c,  ou  inférieur  à  c,  car  autrement,  I^^ 
deux  surfaces  ne  se  couperaient  pas.  On  conclut  de  i^ 
que  les  trois  équations 


x^ 

■ 

P*     b^ 

X' 

-!- 

3« 

— 

I» 
I, 

P' 

3« 

c* 

c« 

Z* 

f^' 

V* 

^«— v« 

c« 

^_ 

v« 

dans  lesquelles  i  et  c]>  i  sont  des  constantes  détermi- 
nées, p,  [ly  y  trois  paramètres  variables,  compris,  le  pre- 
mier entre  c  et  oo  ,  le  deuxième  entre  i  et  c  et  le  troi- 
sième entre  o  et  b,  représentent  un  système  de  trois 
familles  telles,  que  Tune  quelconque  des  surfaces  de  Tune 
des  familles  est  coupée,  suivant  ses  lignes  de  courbure, 
par  toutes  les  surfaces  des  deux  autres  familles,  propriété 
que  nous  avons  déjà  démontrée  au  moyen  du  théorème 
deDupin(n°338). 

651.  Exemple  III.  —  L'équation 

sur  laquelle  nous  reviendrons  dans  le  Chapitre  suivant, 
appartient  à  la  classe  de  celles  dont  nous  nous  occupons, 
car  les  équations 

oi!i  a  et  |3  désignent  deux  constantes  arbitraires,  sont  les 
intégrales  premières  de  Téquation 
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En  éliminant  -:-  9  on  a 


ce  qui  est  Tintégrale  générale  de  la  proposée  quand  on 
regarde  ^  et  a  comme  liés  par  Téquation 

La  solution  particulière  s'obtiendra  évidemment  en 
éliminant  a  entre  les  deux  équations 

Y=:ax  -+-/(a),      o  =  x  4- /'(a). 


96. 
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CHAPITRE  VIL 

DE  L'INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLE 
DU  PREMIER  ORDRE  A  DEUX  VARIABLES. 


De  la  séparation  des  variables* 

652.  Après  avoir  exposé  les  principes  généraux  de  la 
théorie  des  équations  différentielles,  nous  devons  exa- 
miner les  cas  dans  lesquels  on  sait  trouver  les  intégrales. 
Nous  ne  nous  occuperons,  dans  ce  Chapitre,  que  des 
équations  du  premier  ordre  à  deux  variables. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  dans  lequel  les  variables 
sont  séparées;  alors  Tintégration  de  Téquation  diiTéreiH 
tielle  ne  dépend  que  des  quadratures.  Nous  disons  que 
les  variables  sont  séparées  dans  une  équation  différen- 
tielle lorsque  cette  équation  est  ramenée  à  la  forme 

dx 
OU 

(i)  x^-»-Y<r  =  o, 

X  étant  une  fonction  donnée  de  j:  et  Y  une  fonction 
donnée  dej^.  Si  Ton  désigne  par  x^  qIJq  des  quantités 
déterminées  quelconques,  par  C  une  constante  arbitraire, 
rintégrale  générale  de  Téquation  (i)  sera  évidemment 

(2)  r  iLdx^  Ç  YûEr=C- 
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On  peut  même  prendre  pour  celle  intégrale 

(3)  rxdx-i-  C  Yrfr  =  o, 

Xq  étant  une  valeur  déterminée  quelconque  et  y^  dési- 
gnant une  constante  arbitraire;  cette  constante  est  pré- 
cisément la  valeur  que  prend  j^  quand  on  donne  à  x  la 
valeur  Xq. 

Le  problème  qui  a  pour  objet  l'intégration  d'une  équa- 
tion diflerentielle  doit  être  regardé  comme  résolu  lorsque 
les  variables  sont  séparées;  on  parvient  quelquefois  à 
eOectuer  la  séparation  par  le  moyen  d'un  changement  de 
variables;  on  enverra  divers  exemples  dans  ce  Chapitre. 

Si  l'équation  ~  =  o  a  la  racine  a,   l'équation  diffé- 

rentielle  (i)  admettra  évidemment  la  solution  a:  =  a, 
qui  sera,  suivant  les  cas  (n°  641  ),  une  solution  particu- 
lière ou  une  intégrale  particulière.  De  même,  si  l'équa- 
tion Y  ^^  ^  admet  une  racine  b^  l'équation  proposée 
aura  la  solution  particulière  ou  l'intégrale  particulière 

r  =  b. 

653.  Exemples.  —  i*'  Considérons  l'équation  difle- 
rentielle 

dr       I  —  r* 

au:         I  —  .r' 

on  peut  lui  donner  la  forme 

dx  dr 

I  —  x'         1  —  /  ' 

if 

et  son  intégrale  est 


« 


r':4v.-rT^- 
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Or  on  a 
et  de  même 


X'r^-^V^ 


y 


Si  donc  on  écrit  log^^  au  lieu  de  C,  Tintégrale  préc^ 
dente  deviendra 

(i-i-x)(r-f-r)  ^  ^ 

L'hypothèse   C  =  o   donne  les  intégrales  particulière^ 
j:  =  —  ï  >  J=  —  I  ;  rhypothèse  C  =  oo  donnera  les  deu' 
autres  intégrales  particulières  a:=--Hi,j=-|-i,  ce  qu^ 
s'accorde  avec  les  résultats  établis  au  n^  641. 
a®  Soit  en  second  lieu  l'équation 


V* 


--  H =  O; 


on  peut  lui  donner  la  forme 


dx  dr 

-h     —.^  =0, 


^1— -X*        Vi— J* 
et  elle  a  pour  intégrale  générale 

arc  sinx  -h  arc  sinj  =  arc  sinC, 

C  étant  k  constante  arbitraire.  Si  l'on  prend  les  sinus 
des  deux  membres,  il  viendra 


X  v/i  — /'  +  Jv^»  —  x«  =  C 

Comme  dans  l'exemple  précédent,  l'équation  différentielles 
proposée  est  satisfaite  en  posant  x=±iyy=z±i;  mai^ 
on  voit  que  ces  solutions  sont  ici  des  solutions  particu— 
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Hères  et  non  des  Intégrales  particulières,  car  Tintégrale 
générale  ne  peut  devenir  identique  pour  aucune  valeur 
de  la  constante  arbitraire  quand  on  y  suppose  x^=±i 
ou^=  zh  I  ;  cette  conclusion  est  conforme  à  la  théorie 
dun«641. 

Intégration  des  équations  de  la  forme  -^  =^f  (  -  )  • 

654.  Lorsqu'il  s'agit  d'une  équation  différentielle  de 
la  forme 


(■)         1=/© 


on  arrive  à  séparer  les  variables  par  le   moyen  de  la 
substitution 

z  étant  une  nouvelle  variable. 

En  effet,  on  a 
/  o  \  dy  dz 

et,  en  substituant  les  précédentes  valeurs  de  j^  et  de  — 
dans  l'équation  (i),  elle  devient 

(4)  ^è-^^^-^(^)' 

d'où 

dz  dx 

=o. 


/(c)—  3  X 

On  aura  donc,  en  intégrant  et  en  désignant  par  C  une 
constante  arbitraire, 

ou 
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Les  valeurs  Xo  et  Zq  peuvent  être  choisies  à  volonté  ;  si 
l'on  regarde  Zq  comme  une  constante  arbitraire,  oo  peut 
écrire  plus  simplement 


X 


rfz 


.r 


Az)^z 


—  l"g  T  =  0> 


ainsi  que  nous  Tavons  déjà  dit  au  n^  652. 
Il  est  évident  que  Téquation 


P-hQ-^  =  o     ou     Pdr-i-Qdjr 
dx 


=  o, 


dans  laquelle  P  et  Q  désignent  des  fonctions  homogènes 

d'un  même  degré  des  deux  variables  x  eljj  a  la  même 

p 

forme  que  l'équation  (i),  car  le  rapport  -  est  une  fonc- 
tion homogène  du  degré  zéro  des  variables  Xj  y^  et,  par 
conséquent,  on  peut  poser 


Q 


=--© 


655.  Exemple  I.  —  Etant  donnés  deux  itxes  rectait- 
gulaires  Ox,  Oy^  trouver  une  courbe  MNP  telle  que 
le  rayon  vecteur  OM  soit  égal  à  la  distance  OT  de 


l'origine  des  coordonnées  au  point  T  où  la  tangente 
en  M  rencontre  l'axe  des  y. 
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Uéquation  de  la  tangente  MT  au  poînt  M(j:,  j^)  est 


et,  sî  Ton  y  fait  X=:  o,  Y  =  —  \]x^  -^-J^y  on  obtiendra 
réquation  diiTérenticIle  de  la  courbe  cherchée,  savoir  : 


1 


Posons 

dy  dz 

y  z=z  X.Z,     -  -  =  ^  -7-  4-  2i 
dx  ax 

réquation  précédente  devient 


dz         I z  dz  dx 


X- 


z=z^l-\-Z^      ou 


dx  ^H-3« 


X 


1 


les  variables  sont  séparées,  et,  comme  on  a 

r—  =  log X  -h  const.,    /  - — !!^=  =  log(z  -+-  /ï+Vj  -4-  consl., 

l'intégrale  sera 

log  (z  -h  y^I  H-  3*)  =  logJT  —  logC, 

logC  étant  la  constante  arbitraire.  On  peut  écrire  aussi 


Ci 


et,  en  prenant  les  inverses  des  deux  membres, 


X 

Retranchant  enfin  la  dernière  équation  de  la  précédente, 

il  vient 

X       C 
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OU,  en  remettant  -  au  lieu  de  z. 


X 


Cette  équation  représente  des  paraboles  qui  ont  pour 

foyer  l'origine  des  coordonnées  et  dont  l'axe  coïncide 

avec  Taxe  des  y.  En  différentiant  par  rapport  à  G,  il 

vient 

j  -h  C  -=  o, 

ce  qui  donne  la  solution  particulière  imaginaire 

X*  4-  j*  =  o  ; 

l'équation  différentielle  du  problème  est  efiectivement 
satisfaite  quand  on  pose  j  =  x  \' —  i . 

656.  Exemple  IL  —  Trouver  l'intégrale  de  l'équor 
tion  différenlielle 

[ax  H-  by)dx-^-[a'x  -t-  b'x)dy^o^ 

dans  laquelle  a,  i,  a',  b'  désignent  des  constantes  don- 
nées. 

Par  la  substitution 

jrzrzxz^     dr  z=  xdz -\- zdxy 

l'équation  proposée  devient 

la'-\-b'z]dz               dx 
. ^ j — o 

a-^[b  -^a!)z'\-  b'z^        x 
OU 

dx  [b-^a'y-^oJ/z  [ei'—b]  _ 

^  X  '^  a-h[b-ha')z^b'z^       '^  a-h{b-i-a')z-^b'z*'^^  —  ^' 

Les  deux  premiers  termes  de  cette  équation  forment  la 
différentielle  de  la  somme 

logar«-4-  log[fl-h(^-+-a')5-+-  b'z*]  — j  log  [«x* -h  (A  H-a')jc^  -4-  b'j 
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on  a  donc,  par  l'intégration, 

log[ax«  +  (^  +  fl')xr  +  ^'^«]+  f f^!lzii^^__  =  const. 

Si  l'on  pose 

H  étant  une  quantité  positive,  le  dernier  terme  de  la 
formule  précédente  aura  pour  valeur 

a'-^b,      nb'z-h  b-ha'—  JH 
■ — 7=-  log -^^ 

\/H  ib'z-]-b-ha'-h\/H 

ou 

aia'—b)                  ib'z-h  b  -t-  a! 
— ^ —  _     -  arc  tancr ^z: j 

sJW  VH 

selon  que  =ti  H  sera  positif  ou  négatif.  L'intégrale  de 
l'équation  proposée  sera  donc,  dans  le  premier  cas, 

r       •       /f  i\  i.f  *^       a'  —  b.      ib\r-^(b-ha' —\/'n).T      ^ 

VU  ib'jr  H-  [b-i-a'-h  VUjx 

et,  dans  le  second  cas, 

^[ax*'h{b'ha)xjr-hby*]-h  -^ — r::— ^arctang — ■ = '—  =C, 

C  désignant  la  constante  arbitraire.  Dans  le  cas  de  H  =  o, 
le  dernier  terme  est  algébrique,  et  Ton  reconnaît  facile- 
ment qu'il  a  pour  valeur 

—  i{a'—b)x 


1  by  -r-[b  -^  a')x 


11  est  évident  que  l'intégrale  de  l'équation  proposée  ne 
peut  être  algébrique  que  si  la  quantité  d=  H  est  positive. 
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ety  dans  ce  cas,  il  faut  en  outre  que  Ton  ait 

a'  —  h m 

m  et  72  étant  des  nombres  entiers. 

6o7.  Exemple  III.  —  Trouver  l'intégrale  de  l'équor 
tion  différentielle 

L'équation  dont  il  s'agit  n'est  pas  homogène  par  rap- 
port aux  variables  a:,  j^  mais  on  peut  la  ramener  à  la 
forme  des  équations  homogènes  par  un  changement  de 
variables.  Posons 

af  et  y  étant  les  nouvelles  variables,  et  déterminons  les 
constantes  x^,  Jq  par  les  équations 

axç^  -+-  6jo  -+-  c  =  o,     a!x^  -h  b'y^  -h  c'  =:  o. 

L'équation  transformée  sera 

[ax'-^by)dx'-^[a'j^+by]dy=zo, 

et  elle  coïncide  avec  celle  de  l'exemple  précédent. 
On  peut  encore  procéder  comme  il  suit.  Posons 

ax  -^  by  -\-  c  z=  Uy     ax  -t-  b'y  -+-  c'  =  f, 

u  elv  étant  de  nouvelles  variables  ;  on  aura 

_  b'{u  —  c]'-b{v--c']  _  a{v  —  c')  —  a'(u^r^ 

"^■^  ab' —  ba'  '      •^""  ab'—ba' 

et  l'équation  proposée  deviendra 

u[b' du  —  bdv]-{-  v[adv  —  a' du)  =  o 

ou 

[b' u  —  a'9)du  -{-[av —  bu)d9=^0. 
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ce  qui  est  une  équation  homogène  par  rapport  aux  va- 
riables u  et  V. 

Les  deux  transformations  que  nous  venons  d'employer 
ne  sont  pas  praticables  lorsque 

ab' -r  ba'=o; 
alors  on  a 

a 
et  l'équation  proposée  est 

(ax  -H  A/ -h  c )  r/j- -h     _  (ax  +  by]  -4-  c'     r// =  o. 

Pour  séparer  les  variables,  il  suffit  de  poser 

,                  ,,  ,       _         dz  —  adx 
ax  -h  bx  =  z,     d  ou     ajr^= j ^ 

Téquation  devient  alors 

{a' z-h  fic']dz 

adx  -h  77 j-\ 7~rL TT  =®' 

[b  —  a']z-\-[bc  —  ac  ] 

et  les  variables  sont  séparées.  Ce  résultat  persiste  dans 
le  cas  de  al=z  o,  i'  =  o;  mais,  si  Ton  a  a=o,  b  =o,  il 
faudra  employer  la  transformation 

a!  X  -f-  b'x  =  z. 

Intégration  de  l'équation  linéaire  du  premier  ordre, 

658.  Une  équation  différentielle  du  premier  ordre  est 
dite  linéaire  lorsqu'elle  est  du  premier  degré  relative- 
ment à  Tune  des  variables  et  à  sa  dérivée;  une  telle 
équation  est  donc  de  la  forme 

(i)  g-f-Xjr-+-Xt=:o, 
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X  et  X|  étant  des  fonctions  données  de  la  variable  i 
pendante  x. 

On  peut  intégrer  facilement  l'équation  (i)  en  y 
cutant  la  séparation  des  variables.  A  cet  effet,  posoi 

z  étant  une  nouvelle  variable  et  9  désignant  une  f 
tion  de  x  que  nous  nous  réservons  de  délermin 
volonté.  L'équation  (ii)  donne 

^    '  dx  d.r.  dx 

et,  en  substituant  les  valeurs  de  r  et  de  -f-  dans  ré< 

•^  dx 

tion  (i)y  on  obtient 

Maintenant  nous  pouvons  déterminer  la  fonction  i 
la  condition  qu'elle  satisfasse  à  l'équation 

d^ 
(5)  ^^^X«  =  o. 

et  l'assujettir  en  outre  à  se  réduire  à  l'unité  pour  x= 

L'équation  (5)  est  une  équation  différentielle  dan 

quelle  on  peut  séparer  les  variables  en  l'écrivant  coi 

il  suity 

d^ 

-r-  -h  X  ^J?  =  G, 

V 

et  l'on  en  conclut 
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Ensuite,  à  cause  de  réquation  (5),  l'équation  (4)  se 
réduit  à 

9 l-X,  =  o     OU     dz-\ — =0; 

les  variables  sont  encore  séparées,  et  Tintégration  donne 

— X.— *<=■ 

C^t^nlla  constante  arbitraire.  On  a  donc,  pour  l'inté- 
6^^  générale  de  l'équation  (i), 


(7) 


-e    *''.  c-    /      «  '•       X.rfr     . 


^*ï*Tès  les  résultats  obtenus  aux  n"  639  et  suivants,  îl 
'^'     évident  que  les  équations  linéaires  ne  peuvent  pas 
***•  de  solutions  particulières. 

^*^i9.  Exemple  I.  —  On  demande  d'intégrer  l'équa- 
^*"*»    différentielle 

nt  une  constante  donnée, 
n  a  ici 


X                                n 
TC                         1     X                          1 

d'^* 

IH-  or*                         H-  ar* 

P*»îs 

—  /    Xd:r  =  log  Vi  -+- *%     Ô  —  v^i-f- x« 

—  ax 

const 
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l'intégrale  demandée  est  donc 


^  =  flx  -h  C  ^  I  -t-  j:*, 
C  étant  la  constante  arbitraire. 

660.  Exemple  II.  —  On  demande  d'intégrer  Véquor 
tion  différentielle 


dx  X        J^ 

On  a  ici 


sm.r   , 

OXm 

X 

o 


puis 


C  I 


ensuite 


d'ailleurs 

I  x'  -—  dx=z  —  I  jc»  sinx ^x 

=  ( «c*  —  2 )  cosa:  —  20?  sînx  H-  const.; 


donc 


/Xi    ,  x^    r'  sinx  . 


X* —  2  2 


- —  cosx  -*-  -  X  smx  -f-  const.; 
l'intégrale  demandée  est  donc 


C       X    /*' sin.r  ,        X*  — 


—  2  2  slnjT 


cosor —  :r 


3    X 
c  étant  la  constante  arbitraire. 
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D'une  classe  d'équations  différentielles  réductibles 

à  la  forme  linéaire, 

661 .  Les  équations  de  la  forme 

où  X  et  X,  désignent  des  fonctions  données  de  a:,  se  ra- 
mènent à  la  forme  linéaire  par  la  substitution 


I  —  n 


=  3,     d*()ù    x^'*djr-=dz\ 


effectivement,  l'équation  proposée  divisée  parj^"  devient 

7-«  ■£  -f-  X/*-"  4-  Xi  =  o, 

et,  par  notre  substitution,  on  trouve 

dz        ,  , „         „ 

ce  qui  est  une  équation  linéaire. 

Au  reste,  il  est  inutile  d'opérer  la  réduction,  et  on 
peut  appliquer  directement  à  Téquation  (i)  le  procédé 
d'intégration  dont*  nous  avons  fait  usage  au  n^  658.  Si 
l'on  pose 

dy dz  dB 

dx  dx  dx 

l'équation  (i)  deviendra 

et  cette  équation  se  réduira  à  la  suivante: 
(3)  ^+X.0'-'*»=o, 

S»  —  Cale,  ini,  27 
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si  Ton  détermine  9  de  manière  que  Ton  ait 

(4)  £-^'"^=- 

L'équatîon  (4)  donne,  comme  au  n®  658, 


0 


-r 


'i 


ensuite  Téquation  (3)  devient,  en  séparant  les  variabl 


—  4-Xiô"-»£/x  =  o. 


Intégrant  et  désignant  parC  la  constante,  il  vienl 
rintégrale  de  l'équation  (i)  est  donc 

^(i-n)  1     Xdrl  r      (i-n)   r   \dx 


dx  -\- 


D'une  classe  d' équations  dont  on  peut  déterminer  l 
tégrale  générale  quand  on  connaît  une  intégr 
particulière. 

662.  Les  équations  différentielles  dont  je  veux  pai 
ici  ont  la  forme 

(  I  )  %'^^^^^  ^'^  4-  X,  =  G, 

X,  X|,  X2  étant  des  fonctions  données  de  x.  Si  I 
satisfait  à  Téquation  (i)  en  posant^  =  Y,  Y  étant  v 
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fonction   donnée  de  Xy  on  pourra  trouver  Fiotégrale 
générale.  Pour  cela,  il  sufïira  de  poser 

dx        dx         dx 

z  étant  une  nouvelle  variable.  Comme  on  a,  par  hypo- 
thèse, 

^  -i-XY*H-XjY  -hX,=:o, 
dx 

l'équation  transformée  en  z  sera 

(2;  ^^-h  ;Xi-t-2XY)z-HX3-  =  o. 

Cette  équation  (2)  est  comprise  dans  celle  que  nous 
avons  considérée  au  numéro  précédent,  et  elle  répond 
au  cas  de  /i  =  2  ;  on  pourra  donc  obtenir  son  intégrale 
générale  en  appliquant  l'un  ou  l'autre  des  procédés  que 
nous  avons  indiqués. 

Par  exemple,  Téquation 

^  H-  X^»  -h  Xir  -  (X.r'  -h  Xi^r  -4-  0  rrr  O, 

est  satisfaite  quand  on  pose^  =:.x\  donc  la  substitution 

yzrzx  -v  z 
ramènera  cette  équation  à  la  suivante  : 

dz 

--  -h  iX,  H-  2X.r    3  H-  X3*=:0, 
dx 


De  l'équation  de  Riccati. 

603.  L'équation  dite  de  Riccati  appartient  à  la  classe 
de  celles  dont  il  a  été  question  au  numéro  précédent  ; 
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cette  équation  est  la  suivante  : 

fl  et  i  étant  des  coefficients  constants. 

Dans  le  cas  de  m  =  o,  les  variables  se  séparent  in 
diatenient;  on  a 

^^* 

-J-  adx  z=  o, 

d'où,  en  intégrant  et  en  désignant  par  c  une  const: 

-\     -i  'og ■■  -î-  "(J^  —  Cl=:0. 

Si  Ton  résout  par  rapport  à  j) ,  on  trouvera 

Il  .     /6 


v/- _,-'"'-*  V-- 


lorsque  -  est  négatif,  on  peut  écrire  (n**  368) 

L'équation  (i)  est  intégrable,  dans  certains  cas,  p 
moyen  des  fonctions  algébriques  et  logarithmique 
circulaires;  la  marche  que  nous  allons  suivre  dans  • 
recherche  consiste  à  ramener  Téquation  différenlic 
une  autre  de  même  forme,  et  dans  laquelle  Texposa 
soit  nul. 
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66 i.  Nous  ferons  d^aborcl  la  transformation  suivante: 

X  =  M j'  -h  N, 

y  étant  une  nouvelle  variable  et  M,  N  désignant  des 
fonctions  de  x  que  nous  pourrons  déterminer  à  volonté  ; 
on  aura  aussi 

dr       ,.  dr'         ,  </M       dS 

-7-  =  M  --  -I-  r'  -  -  -f-  -r-  » 

dx  ax        "      fi.tr         dx 

et,  si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  Téquation  (i),  il 
viendra 

-f-  I -^ h  aN*— •  ix'"  j=:o. 

Posons  maintenant,  pour  déterminer  M  et  N, 

-7-  -h  /iN*  =  0,      -7 — h  2aMN  =  o. 
dx  dx 

Dans  la  première  de'ces  équations,  les  variables  se  sépa- 
rent immédiatement;  on  peut  écrire 


et  il  en  résulte 


Nous  prendrons 


—  H-  adx  =  o, 


I 

—  rr  -hflXrrrCOnSt. 


«  =  -; 


l*âutre  équation  devient  alors 


----H =0     ou      —-4 =  o, 

dx         X  si  X 
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et^  en  int^ranfe, 

logM -r- logx*  =  const.     ou     Mjr*  =  const.; 
nous  prendrons 


en  sorte  que  la  transformalîon  emplojrée  sera 


y  I 


(^)  y'^-:h-^T:? 


./••        ax 


et  elle  donnera  pour  transformée 

Dans  le  cas  de  m  =  —  2,  celte  équation  devien 

-■—  =6  —  a' —  ) 
dx  X* 

et,  comme  le  second  membre  est  une  fonction  d 

r' 
rapport— 5  elle  est  intégrable  par  le  procédé  dan 

Ainsi  notre  transformation  permet  d'intégrer  Téqi 
de  Riccati  lorsque  m  =  —  2. 

L'équation  (3)  n'a  plus  la  forme  de  la  proposée 
on  peut  l'y  ramener  par  un  nouveau  changem^ 
variables;  nous  ferons 


1 
1 


(4)  y^v    *  =  '."*"'' 

d'où 

si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  Téquatioa  (3),  e 
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Ton  fasse,  pour  abréger, 

b  a  /72-i-4 

^    '        *       m  -h  3  i/i  -♦-  3  /«  -h  3 

il  viendra 

[6)  ^+«.7Î  =  è,x7«. 

Cette  équation  est  toute  semblable  à  Téquation  (i);  elle 
est  intégrable  lorsque  mi  =  o,  ce  qui  donne  m  =  —  4  » 
donc  Téquation  (i)  est  elle-même  intégrable  dans  cette 
hypothèse. 

665.  La  transformation  par  laquelle  on  passe  de  Té-^ 
quation  (i)  à  l'équation  (6)  peut  être  appliquée  à  celle- 
ci,  et,  en  poursuivant  la  mémo  marche,  on  obtiendra 
une  infinité  de  transformées  successives,  qu'on  peut 
représenter  d'une  manière  générale  par 

Si  Ton  rencontre  une  transformée  dans  laquelle  m/  soit 
nul,  cette  transformée  sera  intégrable  comme  on  Ta 
vu,  et  toutes  les  transformées  qui  précèdent  le  seront 
aussi.  Il  est  facile  de  trouver  les  cas  dans  lesquels  cette 
circonstance  se  présente. 

Désignons  par  Om  la  fonction  de  m  définie  par  la  for- 
mule 

m-t-4 
m  -r  3 

et  faisons,  pour  abréger, 
il  est  évident  que  Ton  aura 


•  •  •» 
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et  l'on  trouve  {voir  mon  Cours  d' Algèbre  supérieure 
4"  édition,  t.  II,  p.  356) 

(  9.  /  —  T 1  m  -{-  4  ' 

'"'  =  ■"    — \ —. — r  ' 

im  -f-  ['Il  -\-  1  ' 

cette  formule  s'accorde  avec  les  formules  (5)  pour  i  = 
et  il  est  facile  de  s'assurer  que,  si  elle  a  lieu  pour  \m 
indice  i,  elle  subsiste  pour  l'indice  i  -f- 1 . 

D'après  cela,  pour  que  l'on  trouve  m/  =  o,  il  faut  qa 
Ton  ait 

Lorsque  le  nombre  m  a  cette  forme,  i  étant  un  entia 
positif,  l'équation  de  Riccati  est  intégrable  par  le  moy£ 
des  fonctions  algébriques  et  logarithmiques  ;  mais 
existe,  comme  on  va  voir,  un  autre  cas  d'intégrabilités 
En  effet,  si  l'on  fait  la  substitution 

dans  l'équation  proposée  (i),  on  trouvera  la  transformé 


r/Y 

h 

». 

-m 

-f- 

_ 

Y« 

aYJ" 

i-l-l 

^X 

m 

-h 

1 

qui  a  encore  la  même  forme,  et,  d'après  ce  qui  précède 
cette  transformée  et  la  proposée  seront  intégrables  t 
Ton  a 

— —     ou     m=z ^ 


m -h  I  11  —  I  ii-\-i 

Donc,  en  résumé,  nous  savons  intégrer  l'équation  d( 
Riccati  lorsque  le  nombre  m  a  la  forme 

-4' 


CHAPITRE    VII.  4^5 

I  étant  un  entier  positif;  le  cas  de  m  =  —  2  considéré 
plus  haut  répond  à  1  =  oo  . 

De  l'équation  h (xdj — jdx) — Mdj-^Ndx  =  o,  dans 
laquelle  L,  M,  N  désignent  des  fonctions  linéaires. 

666.  LMquation  dififérentielle 

Pé/jT  -+-  Qf(;-  =  o 

s'intègre  aisément  (n°  657)  lorsque  P  et  Q  sont  des 
fonctions  linéaires  des  deux  variables  x  et  j^.  Euler  et 
d'autres  géomètres  après  lui  ont  étudié  le  cas  où  Pet  Q 
sont  des  fonctions  entières  du  deuxième  degré^  mais  ils 
n'ont  pu  trouver  l'intégrale  qu'en  restreignant  la  géné- 
ralité des  polynômes  P  et  Q. 

Les  équations  dififérentiellcs  de  la  forme  dont  nous 
parlons,  et  que  l'on  était  parvenu  à  intégrer,  sont  com- 
prises, comme  cas  particulier,  dans  une  équation  gé- 
nérale dont  nous  allons  nous  occuper  et  pour  laquelle 
Jacobi  a  donné  le  premier  une  méthode  d'intégration. 
L'équation  dont  il  s'agit  est  la  suivante  : 

(1)  h[xdx  —  jr/.r)  —  Mfl[r -l-N//r  — o, 

où  L,  M,  N  désignent  des  fonctions  linéaires  données, 

savoir 

IL  =  A  -f-  A' x  4-  A^j, 
M=B  -h  B' a: -I- B'>, 
N  =  CH-C';r-|-CV, 

A.,  A', . . .  étant  des  constantes  données.  La  méthode  que 
je  vais  exposer  ne  difiere  pas  au  fond  de  celle  que  Jacobi 
a  fait  connaître. 


4a6 


Soient 


(3) 
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u  = 

U': 


a  -\-  hx    -^  cjr, 
a'  -+■  b'.r  -f   c'j^, 


trois  fonctions  linéaires  dont  les  coeflicicnts  sont 
terminés;  posons  en  outre 

/  a  -.-:.-  h'c"-  b"c\     ê  7=  <^a"  —  c^a\     y  =:afb" 

(4)    )  a'  -.  b^c  -  -  bc\      e'  r-.  c'^a  -  -  ca%       y   :  ---  a^b 

b'    - 


(  a'  —  bc'  —  b'c^       6"=  ca'   —  c'a,       f  z=^a 


et 


(5.)    t^:^^a[b'c"  —  1"^)  ■\-b[d  a''  —  c"a!)-\-  c[a!  h'  ^ 


on  aura  évidemment 


(6) 


aa  H- //a' 4-  a"  t^^ ■=  L, 


^a 

^^- 

^'a' 

-h 

b' 

'a" 

-  ■ 

o, 

z^e 

H- 

^'6' 

j 

1 

b"t" 

— ^• 

A, 

6y 

-h 

b'y' 

-h 

b" 

/ 

- 

0, 

c%  -4- c'a'  -4-  c"a"  —  o, 
cg  4-c'ê'  -h  c"e"^o, 
I  C7  -hc'7'H-c"7"  =  A, 


et  à  cause  de  ces  rçlations^  les  formules  (3)  doi 


(7) 


A 


aU-ha'U'H-a'^U", 
eu  -f  é'  11'  -h  6^  U% 
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Si  Ton  fait,  pour  abréger  Técriture, 

A,  =Aa  -4-A'e  -f-A"7, 

.lo'^Aa'-f-A'e'H-A^/, 

al,"^Aa"-hA'S^-t-A'''/, 


4ij 


Ift,  - 

:Ba 

-4-B'€  -4-B^7, 

lft,= 

:Ba 

-hB'e'H-B"/, 

1JI>'= 

:B«' 

'-t-B'6''-4-BV» 

:«) 


e  =  Ca  -+-  C'€  -•-  C'y, 
e'=Ca'-f-C'^-f-'C"7', 

^'<iue  Ton  ajoute  les  équations  (7),  après  les  avoir  mul- 
M'ées  respectivement  par  A,  A',  A'^  puis  par  B,  B',  B'^, 
Puis  enfin  par  C,  C,  C^  on  aura 

(   AL  —  .l,U  -t-  X'IV  -h  .l."U^ 
^9)  I   AM  =nr  ift,U  -f-  Ift,'  U'  -f-  Ift,"  L", 

(  AN  —  cu-f-a'u'-hS'^u*'. 

^^s  équations  (3)  donnent  par  la  différentiation 
''^^  ùfix-hcdy,  d\V7     b'dx^c'dy,  dV  =  b*" dx '\- c' dyx 
^^se  des  formules  (4),  on  déduit  les  suivantes  : 

Vi  dV."  —  X^" d\}'  ==  OL  [xdx  —  xdx)—^dy-^ydx, 
lJ^£/U  -  U  d\}"^-  a'  [xdy  —yd.r.)  —  & dy  -+-  y  dx, 
TJ    d\}'  —  U'^U    =  0L"[xdy  —  ydx)  —  fdy  H-  y''dx, 

^^llcs-cî  donnent,  ea  faisant  usage  des  formules  (^), 

;    ^[xdr  —  ydx)=a'\}''^a"\}')dV-r  [a" Vi -^  a\]")  d\}' 

(«U'  — «'lJ)r/U", 


S 


;îo)  ;  -Ai^r=(ô'U''— ^"u')r/u-t  [b"\}  —  b\}"]d\r 
\  <-[b'\}'  --b'\]]dj}\ 

I  ^dx=  [c'V-'  c^VidU  -•-  (c"U  -  cV")dV'. 
y  4- (cU'— c'U)^U". 
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Nous  allons  maintenant  substituer  dans  l'équationH 
proposée  les  valeurs  de  L,  M,  N,  xdy — jdxy  dj-etdjcz 
tirées  des  formules  (9)  et  (10).  Le  résultat  de  cette  sub- 
stitution sera  une  équation  entre  les  variables  U,  U',  U'*"" 
et  leurs  différentielles  ;  l'une  de  ces  variables  est  expri- 
mable par  les  deux  autres  au  moyen  de  la  première  équa- 
tion (7),  mais  il  vaut  mieux,  pour  notre  objet,les  conservca 
toutes  les  trois.  Les  neuf  constantes  des  polynômes  U,  U 
U'' étant  indéterminées,  nous  les  assujettirons  à  satisfaire 
à  six  relations,  et,  en  introduisant  trois  nouvelles  indéter-: 
minées  A,  X',  X'',  nous  poserons  les  neuf  équations 

€1  X  -f-  ^  Ul>  -h  c  G  =  A>, 
a  ^^'  -h  b  ub'  -î-  c  C  -=  o, 
a  X'-hb  Ub'' -{- c  C"  =  o, 

rt'  el»  -4-  b'  \|l,  -f-  c'  G   —  o, 

aM/'-h^'llï>"-f-c'G"=o, 

a'^J^  -f  6"irt,  -^  c^G  nr  o, 
a"X'-hb"d\,'  -*c"Q  -^o, 
û''JL"-h  b^Mh"  -f-  c^Q'^  A  V  , 

Alors  l'équation  proposée  deviendra,  après  la  substitu- 
tion dont  nous  venons  de  parler, 

(V— r)U'U"</UH-(V'-X)U^Ur/U'-f-(X  — V)UU'€/U'-=o 

ou 

Dans  cette  équation,  les  trois  variables  sont  séparées  ; 
en  intégrant  et  en  désignant  par  H  une  constante  arbi- 
traire, on  a 

(i3)  (V-rjiogU4-(X^-X)logU'-h(X-V)logU-'=logH, 
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et,  sî  l'on  convient  de  représenter  par  IP'"^"  la  quantité  ' 
donl  le  logarithme  est  (X' — X'^)  logU,  même  dans  le  cas 
où  X' —  X'''  et  U  sont  imaginaires,  Tintégrale  de  Téquation 
proposée  sera 

(i4)  U^'-^''U'^"-^U''^-^'--=  H. 

Il  reste  à  calculer  les  coefficients  des  fonctions  U,  U', 
U'",  ainsi  que  les  exposants  X,  X',  X".  A  cet  effet,  considé- 
rons les  trois  équations  du  premier  des  groupes  (ii); 
ajoutons  ces  trois  équations  après  les  avoir  multipliées 
respectivement  par  a,  d^  a",  puis  par  J,  J',  b",  puis 
par  c,  cfjcf'\  il  viendra,  à  cause  des  équations  (8)  et  (6), 

A"a-^B"ô^-  (C"-X)c  =  o. 

Il  est  évident  qu'en  opérant  de  la  même  manière  sur 
les  équations  des  deux  derniers  groupes  (  1 1  )  on  obtiendra 
deux  systèmes  d'équations  qui  peuvent  se  déduire  du 
svstème  (i5),  en  remplaçante,  i,  c,  Xpar  a!,  b'j  (/,  X', 
puis  par  a\  b",  d' ,  X". 

Les  équations  (i5)  sont  homogènes  par  rapport  à  a, 
by  c,  et,  si  Ton  élimine  entre  elles  c«s  trois  quantités,  on 
obtiendra  une  équation  du  troisième  degré 

(i6)  F(X)=o, 

dont  le  premier  membre  aura  pour  valeur  le  déterminant 

A— X    B  C 

A'  B'  — X    C 

ainsi  Ton  aura 

(  f{Xj  =  ;a-x)(b'-xV'c"->)-b"c'(a->) 

(*7)  j  _ a"C^B'— X;  ■  -A'B(C  -X]-h A'B"C-hA''BC'. 
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Les  équations  (i5)  ne  peuvent  déterminer  quç  les  rap — 
ports  de  deux  des  trois  constantes  a,  b,  c  à  la  troisième.  ^ 
Si  Ton  fait,  pour  abréger, 

C'A"    -CA' :=D', 

^'     ^  '    A'li"-A"B':--:D'', 

B'  4-  C"  —  E, 

on  aura,  par  les  deux  dernières  équations  (i5), 

a  b  c 

D_E>-t- i?  ~  D  -f-A'X  ^  D^n-A'l' 

il  est  permis  de  prendre  ces  rapports  égaux  à  Tunité,  et: 
alors  on  aura 

(19)  «=:D  — E>-h>*,     ft  =  D'-f-A'X,     cr  =  D"n-A''X. 

Il  est  évident  que  Téquation  (16)  a  pour  racines  les 
trois  quantités  X,  V,  V^  et  si  l'on  remplace  dans  les  for- 
mules (19)  X  par  }!  et  par  X'^,  ces  formules  donneront  les 
valeurs  de  a',  b\  d  et  de  a'',  V  ^  cf.  On  a  donc  en  résumé 

/  U  ==;D-E>  -hX«)  -f-(D'-f-A'>  jx-^-^D-'-hA^X  )r, 

(20)  I  U'  =  (D-EV4-V»;-f-(D'-hA'V)a:-.-,;D"-4-A-^V)r, 

en  sorte  que,  pour  intégrer  Téquation  difTérentielle 
proposée,  il  suffit  de  résoudre  Téquation  du  troisième 
degré  (16). 

687.  L'intégrale  (i3)  ou  (i4)  que  nous  avons  obtenue 
devient  illusoire  lorsque  l'équation  (16)  en  X  a  des  racines 
égales;  mais  il  est  facile  de  déduire  de  notre  analyse  .la 
solution  de  ce  cas  particulier.  Si  l'on  pose 

logU=r/(X), 


cBAPimis  TïT,  43r 

rintégrale  (i3)  sera 

(ai)  {V-r)/(>)-h(r->)/(V)-i-(X-V)/:r)=const., 
ou,  en  faisant  X'=  î.  -f-  A  et  en  divisant  par  A, 

[r-^x/^^^^^^-^'^''  -;-/(>)  _/(X-  =.const. 

Les  coefficients  A,  B,  . . .  de  Téquation  proposée  étant 
regardés  d'abord  comme  des  indéterminées,  faisons-les 
tendre  vers  certaines  valeurs  pour  lesquelles  Téquation 
correspondante  en  X  ait  deux  racines  égales.  Pour  chaque 
système  de  valeurs  des  coefficients,  Téquation  précédente 
constitue  l'intégrale  de  la  proposée  ;  la  même  chose  sub- 
sistera donc  à  la  limite,  et  Ton  aura  pour  cette  intégrale 

(-JL^)  (r-X)/'(X)-h/(X)-/(X")  =  const. 

ou 

(  23  )  ( X''  -X  )  ^  -+-  logU  —  logU"  =  const., 

U|  étant  l'a  dérivée  de  U  prise  par  rapport  à  A,  savoir 

(24)  U,=:  (aX  — E)-*-A'x-f.AV- 

I 

Si   Ton    pose   X''  =  X  +  A   dans    Téquation    (aa),  il 

h* 
viendra,  en  divisant  par » 


/(>-HA)-/(i)-V(^) 


=  oonBt. 


1 .2 


Supposons  que  les  coefficients  A,  B, . . .  ne  soient  assu- 
jettis qu'à  la  seule  relation  nécessaire  pour  l'égalité  de 
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deux  racines  égales  de  Téquation  (  1 6) ,et  faisons-les  tend 
vers  des  limites  déterminées  qui  répondent  à  une  éq 
tion  (i6)  dont  les  trois  racines  soient  égales;  à  la  lim 
l'équation  précédente  deviendra 


ou 


f[\]  =const., 

ou  enfin 

(25)  HU'-:-U;  — 2U=o. 

Ainsi,  dans  le  cas  où  Téqualion  (i6)  a  ses  trois  racii 
égales,  l'intégrale  de  la  proposée  est  une  équation 
deuxième  degré. 

Considérons,  par  exemple,  le  cas  où  l'équation  (i(> 
trois  racines  nulles.  On  a  d'abord 

U  =DH  D'x4-D*>,     Ui=  A-f- A'x-hAV  =  L, 

puis 

DL-l-D'M-f-D''N=ro, 

AL-+-A'M-h  A'^N^zU, 

ainsi  qu'on  le  reconnaît  facilement.  Si  l'on  regarde         -^i 
h! y  h!'j  D,  D',  D'^  comme  des  quantités  données,  et  c=X  *^ 
les  fonctions  M,  N  soient  déterminées  par  les  deux  pi:^^"^ 
cédentes  équations,  l'intégrale  del'équation  différenti^^  ^^ 

^^[xdy  — fdx) —  M r/j^  -h  N £/j?  =  o 

sera 

HU*—  213  -hL*=:o, 

II  étant  la  constante  arbitraire. 


es 
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équations  différentielles  F  (  x,  ^,  -^  |  =  o,  qui  nk 
sont  pas  résolues  par  rapport  à  ^• 

668.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'à  présent  que  des 
allons  difTérentielles  résolues  par  rapport  à  la  dérivée 
<{t2  i  y  figure  ;  nous  allons  examiner  ici  quelques  cas  dans 
lescjuels  on  peut  obtenir  l'intégrale  demandée,  bien  que 
uation  dififérentielle  proposée,  savoir 


F(x.r,|)  =  o, 


soit  pas  résolue  par  rapport  à  -^• 

M,  °  D'abord,  si  l'équation  proposée  ne  renferme  ni  or 
*^*  jyj  elle  est  de  la  forme 


Kl)=«- 


^*-  elle  exprime  que 

dx 


^    ^tant  une  racine  de  l'équation  F  (a)  =0.  L'intégra- 
^lon  donne  y  =  «x  -+-  C,  C  étant  la  constante;  on  tire 

^e  là  a  = »  et  Ton  a,  par  suite, 


K^)=° 


pour  l'intégrale  demandée. 

a°  Lorsque  l'équation  proposée  ne  renferme  pas^, 
1  intégration  se  ramène  aux  quadratures  en  résolvant 

*  équation  par  rapport  à  -^  •  Si  cette  résolution  ne  peut 

S.  —  Cale.  ine.  a8 
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pas  être  exécutée,  mais  que  Ton  sache  résoudre  Téqua 
lion  par  rapport  à  x,  on  pourra  encore  ramener  le 
blême  aux  quadratures.  Posons  en  effet 

—  z=zp^     d'où     djr=pdx, 
et  supposons  qu'on  ait  tiré  de  Téquatlon  proposée 

on  aura  aussi,  par  la  difTérentiation,  dx  =J\p)dp  01 

à  cause  de  dx  =^  — » 

P 

dx  =  pr[p)dp; 

c'est  là  une  équation  difTérentielle  dans  laquelle  les 
riables^  etp  sont  séparées;  on  en  tire  par  l'intégratL 


y'=  f  p/'(p)^p-^Cf 


C  étant  la  constante  arbitraire.  On  a  ainsi  deuxéqualî 
qui  expriment  les  valeurs  de  a:  et  de  j-  en  fonction  d^ 
lorsqu^il  sera  possible  d'éliminer  p  entre  ces  équatio» 
rintégrale  de  la  proposée  sera  exprimable  par  une  é 
tion  entre  x^y  et  G. 

3"  Lorsque  Féquation  proposée  ne  renferme  pas 
qu'on  peut  la  résoudre  par  rapport  à  y,  on  obtient  l 
légrale  demandée  par  le  procédé  que  nous  venons  d"" 
ployer.  Car  si  Ton  fait,  comme  précédemment, 


Téquation  proposée  prendra  la  forme 
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et  la  différentîation  donnera 

dx=f[p)dp, 
ou 

ce  qui  donne,  par  rintégratîon, 


-=/- 

•/d. 


'  ^'{p) 


p.  p 


dp-\-Q, 


C  étant  la  constante.  Comme  dans  le  cas  précédent,  Tîn- 
tégraJe  demandée  est  représentée  par  deux  équations 
entre  x^y^  C  et  la  variable  p^  qui  doit  être  éliminée. 

669.  Le  cas  que  nous  venons  d'examiner  est  compris 
dans  celui  où  Téquation  diOérentielle  proposée  peut  être 
résolue  par  rapport  ky.  Supposons  que  cette  équation 
soit  mise  sous  la  forme 

(i)  x^A^.p). 

dr 
p  désignant,  comme  précédemment,  la  dérivée  —  •  En 

différentiant  Féquation  (i),  on  aura 

ce  qui  est  une  équation  différentielle  du  premier  ordre 
entre  les  variables  x  et  p.  Supposons  que  Ton  sache 
trouver  Tintégrale 

(3)  *(.r,;;,  C)r=:o 

de  cette  équation  (2);  il  est  évident  que  l'élimination 
de  p  entre  les  équations  (i)  et  (3)  donnera  une  équation 

(4)  F(x,7,C)  =  o 
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entre  x,  y  et  la  constante  C,  qui  sera  l'Intégrale  gén 
raie  de  Téquation  (i). 

Des  équations  différentielles  linéaires  par  rappori 

aux  variables, 

670.  Les  équations  différentielles  dont  il  s'agit 
sont  de  la  forme 

où  Ton  fait 

-± 

et  OÙ  9(p),  t(;(y9)  désignent  des  fonctions  données  de 
Nous  appliquerons  ici  le  procédé  dont  nous  avons 
usage  au  numéro  précédent  ;  la  différentlation  de  Féc^ 
tion  (i)  donne 

(a)  P^-^  =  ^?{p)  -^  [^  ?' (p)-^  ^'(p)]ifp 

ou 

(3)        ^^ ,   ?'ip)  , ,    np)  _^^ 

dp     f[p)—p       f(p)-p 

Regardons  x  comme  fonction  de  la  variable  indép 
dante  p'^  l'équation  (3)  est  linéaire,  et  elle  a  pour  i  tf 
grale  (n«  658) 

rp  f'ip)*ip  r         /^^    rP  Y^p^dp 

on  obtiendra  donc  Tintégrale  de  l'équation  (i)  en 
minant/;  entre  les  équations  (i)  et  (4)- 

671.  Les  formules  que  nous  venons  d'obtenir  s* 
illusoires  lorsque  Ton  a  (f[p)  =  p;  ce  cas  mérite  d*é 
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examiné  avec  attention.  L^équatlon  (i)  est  alors 

(5)  X^P^-^^ip), 

et  réqaation  (a)  qu'on  en  tire  par  la  dlfférentiation  se 
réduit  à 

O^  a  donc 

(7)  dp=io 
ou 

(8)  x-i-^'(/})  =  o. 

Considérons  d'abord  l'équation  (7);  elle  noas  donne 
P^i*  l'intégration 

CI  étant  une  constante,  et,  en  substituant  cettevaleur  dans 
**écjuation  (5),  il  vient 


qui  est  l'intégrale  générale  de  la  proposée,  comme  on 
l*^  déjà  vu  au  n«  651. 

Considérons  en  second  lieu  l'équation  (8)  :  si  l'on  en 
tii^ela  valeur  de  p  pour  la  substituer  dans  l'équation  (5), 
On  aura  une  solution  de  cette  équation  différentielle  qui 
n'est  autre  chose  que  la  solution  particulière  dont  nous 
connaissons  Texistence.  Ce  résultat  s'accorde  avec  la 
théorie  des  solutions  particulières  que  nous  avons  déve- 
loppée dans  le  Chapitre  précédent  ;  effectivement  l'équa- 
tion (8)  n'est  autre  chose  que  la  dérivée  de  l'équation  (5) 

prise  par  rapport  à  ^^  l'élimination  de/?  doit  donc  don- 
ner la  solution  particulière.  On  voit  aussi  que  le  calcul 
i^écessaire  pour  cette  élimination  est  identique  à  celui 
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qu*exige  réiiminatlon  de  C  entre  Tintégrale  générale  (9] 
et  sa  dérivée  relative  à  C. 


Application  à  quelques  exemples. 

672.  Problème  I.  —  Étant  donnés  deux  points  F  e 
F'  dont  la  distance  est  ac,  trouver  une  courbe  telle  q 
le  produit  des  distances  de  ces  points  à  chaque  tan 
gente  soit  égal  à  une  quantité  donnée  &'. 


A      a 


Prenous  la  droite  FF^  pour  axe  des  x  et  la  perpendi- 
culaire menée  à  cette  ligne  par  son  milieu  O  pour  axe 

dr 
des^;  en  faisant  -j-  z=  p,  l'équation  de  la  tangente  au 

point  {Xfjr)  de  la  courbe  demandée  sera 

Les  dislances  FH^  F'II'  de  cette  tangente  aux  points  F 
et  F'  ont  pour  valeurs 


PH^-r-pxH-pc^    ^g,^ 


l'équation  du  problème  sera  donc 

I4-P*  ' 

ou,  en  faisant  a^^^c^zh  i*, 

^  =  /?«  -4-  ^a*p*±^  0\ 


~  — /         « — > 


/ 
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L'intégrale  générale  de  cette  équation  sera  (n^  671  ), 
en  désignant  par  C  la  constante^ 


elle  représente  des  lignes  droites;  mais  la  véritable  ré- 
ponse au  problème  proposé  est  donnée  par  la  solution 
particulière  de  Téquation  dilTérentielle,  pour  laquello 

on  a 

«'C  —  rt*C 

X  H .  =  O      ou      xz= 


en  portant  cette  valeur  de  x  dans  Téquation  précédente; 
on  a 

m 

et  l'élimination  de  C  donne  ensuite 


(^y-©'=- 


équation  qui  représente  une  ellipse  ou  une  hjperbolo 
ayant  pour  foyers  les  points  F  et  P. 

673.  Problème  II.  —  Etunt  données  deux  parallèles 
et  sur  chacune  d'elles  un  point  fixe,  on  demande  de 
trouver  la  courbe  dont  les  tangentes  interceptent  sur 
les  parallèles  données  et,  à  poi^tir  des  points  donnés, 
des  segments  dont  le  produit  soit  égal  à  une  quantité 
donnée. 

Soient  AP,  A'P'  les  parallèles  données,  A  et  A'  les 
points  donnés  sur  ces  droites  {voir  la  figure  du  n°672); 
prenons  pour  axe  des  x  la  ligne  A  A'  et  pour  axe  des^ 
une  parallèle  aux  droites  AP,  A'P  menée  parle  milieu  O 
de  AA'.  La  tangente  de  la  courbe  cherchée  a  pour  équa- 
tion 
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et,  si  rôn  désigne  parsala  distance  AA^leslongaeursAP 
A'P  comprises  entre  les  points  A,  A^  et  la  tangen 
ont  pour  valeurs 

l'équatioii  (lu  problème  sera  donc 

r 


ou 


y=:px-\-  ^a^p^dzT*. 


On  voit  qu'elle  est  la  même  que  celle  du  problème 
cèdent.  La  véritable  solution  est  encore  donnée  ici  p 
la  solution  particulière 

—  ±  —  =  1, 


qui  représente  une  ellipse  ou  une  hyperbole  rapportée  i 
deux  diamètres  conjugués. 

674.  Problème  III.  —  Trouî^er  la  courbe  telle  que  la 
partie  de  ses  tangentes  interceptée  entre  deux  droites 
rectangulaires  soit  égale  à  une  quantité  donnée  a. 


T  k     SB 


Soient  T  et  S  les  points  où  la  tangente  de  la  courbe 
deofiandée  rencontre  les  droites  données  *,  celles-ci  étant 
prises  pour  axes,  l'équation  de  la  tangente  sera 
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et  l'on  aura 

Téquation  du  problème  sera  donc 


(r~/'^)*(i-f-^^=aS 


ou 

ap 


(i)  y-^px 


sji-^p' 


Comme  dans  les  deux  problèmes  précédents,  Tintëgrale 
générale  s'obtiendra  en  remplaçant  p  par  une  constante^ 
et  la  solution  particulière  qui  représente  la  courbe  de- 
mandée s'obtiendra  en  éliminant  p  entre  l'équation  dif- 
férentielle et  sa  dérivée  relative  à  p,  savoir 

(2)  0  =  J:H :r* 

Des  équations  (i)  et  (2)  on  tire 

__        ap 


a  —3 


X  = 


T>   y 


(H-^«)T  (l +/>')* 


élevant  ces  équations  à  la  puissance  ^  et  ajoutant  ensuite^ 
on  obtient  l'équation 


1        1        j 


qui  représente  une  épicycioïde  engendrée  par  un  cercle 

de  rayon  égal  à  j  roulant  dans  l'intérieur  d'un  cercle  de 

rayon  a. 

Ce  résultat  peut  être  établi  très  simplement  par  des 
considérations  géométriques.  En  effet,  construisons  sur 
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OS  et  OT  le  rectangle  OSKT;  joignons  OK,  qui 
contre  ST  en  II,  et  décrivons  le  cercle  AKB  du  points  O 
comme  centre  avec  le  rayon  OK  =  a  ;  décrivons  enfii^  1* 
cercle  O'  sur  HK  comme  diamètre,  et  soit  M  le  point  ^>*^ 
la  circonférence  de  ce  cercle  rencontre  de  nouveau-  *^ 
droite  ST.  L'angle  KHT  est  double  de  KOA  et  il  ^st 
moitié  de  KO'M;  ce  dernier  angle  est  donc  quadru^i>*^ 
de  KOA;  d'ailleurs  le  rayon  O'K  est  le  quart  du  ray^-^>^ 
OK;  donc  les  deux  arcs  de  cercle  KM  et  KA  sont  ég».«^^ 
entre  eux.  Il  résulte  de  là  que  le  lieu  du  point  M  est  «  ^^  * 
épicycloïde  dont  l'origine  est  en  A  ;  nous  savons  que  \SM^  * 
ou  ST  est  tangente  à  cette  épicycloïde,  qui  est  ainsi  l'en^  — 
veloppe  de  la  droite  mobile  ST. 

Du  problème  des  trajectoires. 

675.  Le  problème  dont  il  s'agit  ici  est  le  suivant: 

Etant  donnée  une  famille  de  courbes  représentées 
par  une  équation  gui  renferme  un  paramètre  vcuiable^ 
trouv^er  les  lignes  qui  coupent  les  courbes  données  sous 
un  angle  donné. 

Lorsque  l'angle  donné  est  droit,  les  courbes  demandées 
sont  dites  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  don- 
nées. 

Le  problème  des  trajectoires  conduit  toujours  à  une 
équation  diiTérentielle  du  premier  ordre.  Supposons  que 
les  courbes  données  soient  rapportées  à  deux  axes  rec* 
tangulaires,  et  représentons  par 

(l)  F(aT,^,a)  =  0 

leur  équation,  a  étant  un  paramètre  variable.  Soit  M  (x,  y) 
l'un  des  points  d'intersection  de  l'une  des  courbes  (  i )  avec 
l'une  des  tiajectoires  demandées,  et  désignons  par  c,  C\ 
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les  coefficients  d'inclinaison  des  tangentes  en  M  anxdeox 
courbesy  par  V  la  tangente  de  l*angle  donné  des  mêmes 
courbes  :  on  aura 


iH-rc, 


=  V; 


le  coefficient  c  est  la  valeur  de  —  tirée  de  l'équation  (i); 
par  conséquent,  on  a 

dx 
ensuite,  C|  étant  la  valeur  de  -~  relative  à  la  courbe  de- 

UJC 

mandée,  on  a 

dF       dF4x 
dx       ày  dx 


àF_dFdx 

dy       dx  dx 
on 


=:V 


'"     {f*''g)l-(£-'f)=». 

^*>  sî  Fonéliminea  entre  les  équations  (i)  et  (2),  on  ob- 
''^ûclya  une  équation  résultante 


(3) 


♦(''^'S""' 


T^  ^«ra  l'équation  différentielle  des  trajectoires  deman- 
dées^ 

■^^nslecas  des  trajectoires  orthogonales,  on  aV=  00  , 
^^1* équation  (a)  se  réduit  à 

àf       dx  dx         ' 
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rélimination  de  a  entre  les  équations  (i)  et  (4)  sen 
Féquation  différentielle  des  trajectoires  orthogonales. 

676.  Exemple  I.  —  Trousser  les  courbes  qui  coupent 
sous  un  angle  constant  et  donné  les  courbes  repré- 
sentées en  coordonnées  rectangulaires  par  l'équation 

La  valeur  de  ^  tirée  de  cette  équation  est  max^^^ 

on  m  -  ^  si  donc  on  désigne  par  -  la  tangente  de  l'angle 

donnéy  Téquation  diiTérentielle  des  trajectoires  deman- 
dées sera 

df       y  r  .  I 

—. m—  m  — h-r 

dx  X  \  dy  X        k 

=  -      oii        -^  — 


Y  dy        k  dx  m  y 

i  +  /n-  -7-  I—  -r  - 

X  dx  k   X 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  une  fonction 

de  -;  on  pourra  donc  intégrer  par  la  méthode  du  n®654. 

Examinons  le  cas  de  m  =  i  :  les  courbes  données  'se 
réduisent  à  un  système  de  droites  passant  par  Torigine; 
l'équation  différentielle  est  alors 

xdx-\-jrdjr^=.  k[xdx  — y^^)* 

On  reconnaît  immédiatement  que  xdy — ydx  estla  dif- 
férentielle du  double  du  secteur  formé  par  le  rayon  vec- 
teur du  point  (j:,j^)  avec  un  rayon  fixe,  et  dans  le  sys- 
tème des  coordonnées  polaires  cette  même  différentielle 
est  exprimée  par  p*rf&).  Pareillement  xdx^jdj  est  la 
demi-différentielle  pdp  du  carré  p^  ;  on  a  donc 

^d^zzik^^dtù     ou     -^  =  X-^M, 

P 
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et  rintégratLon  donne 


P  =  Ctf^--, 


C  étant  la  constante  arbitraire.  On  voit  que  les  trajec- 
toires demandées  sont  des  spirales  logarithmiques,  ce  qui 
s'accorde  avec  la  propriété  connue  de  ces  courbes  (n^  247). 

677.  Exemple  II.  —  Trouver  les  trajectoires  ortho^ 
gonales  d'un  système  d'ellipses  homofocales. 

L'équation  des  ellipses  données  est 


1   "^.«..^i  — '» 


p  désignant  le  paramètre  variable   et   b  une  quantité 
donnée.  La  difTérentiation  donne 

et  Ton  tire  de  là 


2  ^       ,../•     1      ^W^  ,^ï 


X    xdx  '\'  ydy  r'       y   xdx -^  ydy 

puis,  en  ajoutant, 

( jrr/r  — ydx)  [^xdx  -f-  fdy^ 
b^dxdy 

Cette  équation  appartient  aux  ellipses  données.  Pour 
en  conclure  celle  des  trajectoires  orthogonales,  il  faut 

remplacer  -j-  par —  —  o\x  dy  par — dx  et  dx  par  dy\ 

or  Téquation  reste  la  même  après  un  tel  changement: 
donc  son  intégrale  reste  aussi  la  même,  et  par  conséquent 
Téquation  des  ellipses  données  représente  en  même  temps 
les  trajectoires  demandées.  Seulement,  pour  distinguer 
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les  deux  systèmes,  il  faut  remplacer p*  par  un  autre  para- 
mètre jEx^  et  écrire 


K        "        '       '' 


.«       ^t  _  .-« 


Si  Ton  suppose  |M^<^i*,  celte  équation  représentera  des 
hyperboles  qui  ont  mêmes  foyers  que  les  ellipses  données 
et  qui  coupent  celles-ci  à  angle  droit. 

678.  Exemple  III.  —  Trouv^er  les  trajectoires  ortho- 
gonales des  hyperboles  équilatères  dont  lecentreesten  un 
point  donné  et  qui  passent  par  un  second  point  donné. 

Dans  le  système  des  coordonnées  polaires,  les  hyper- 
boles données  ont  pour  équation 

a'cos2à  ,  »  a*8in3o* 

û'  = :      ou     cot2w  — 2a)=-^ 9 

'         cos(?.&/ — 2a)  p' — a'cosau 

OL  étant  le  paramètre  variable  et  a  désignant  la  distance 
du  point  donné  au  centre  commun.  La  dilTérentiation  lo- 
garithmique donne 

(h  dû  p* — û'cos2M 

— ^  =  tang  2w  —  2a)     ou     — 7- = '^ — t—- • 

p"w  paw  a'sm2&> 

Or  —7-  est  la  tangente  de  Tangle  formé  par  la  normale 

de  la  courbe  avec  le  rayon  vecteur;  on  obtiendra  donc 
Téquation  différentielle  des  courbes  cherchées  en  prenant 

pour——  rinversc  changé  de  signe  de  la  précédente  ex- 
pression; on  a  ainsi 

d^   ^l'sinaw 

ou 

</f/7*cos2Ml  2 ,   .  » 

— ^ ; '  :z= (a'cosaw)  4-  2p. 

€/p  p  ^ 
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Cette  équation  est  linéaire  quand  on  prend  pour  va- 
riables €z^cosaot)  et  p  ;  eu  désignant  par  a*  —  i*  la  con- 
stante arbitraire,  on  trouve  l'intégrale 

a*oosa»=: r  [p^-h  fl* —  ^*1 

oo 

cette  équation,  dans  laquelle  b  est  le  paramètt'e  variable, 
représente  un  système  d'ovales  de  Cassini  (n^'Stîo)  ayant 
les  Ole  taxes  fojers. 

»J^s y^cicteurs  propres  à  rendre  différentielle  exeicte 
une  expression  de  la  forme  Vdx  •+-  Q4^* 

^' ^«  Soit  l'équation  différentielle 

% = 'c-i 

résol\i^  par  rapport  à  la  dérivée  y-  \  on  peut  poser  d'une 
iniiaité  de  manières  différentes 

1  et  <^  étant  des  fonctions  de  x  et  j^;  alors  l'équation 
P'^posée  prendra  la  forme 

Pcfjr-+-Qr/r  =  o. 

^  «es  fonctions  P  et  Q  ont  clé  choisies  de  manière 
que  l>^jr  _j»  Ç^dy  soit  une  différentielle  exacte  quand  on 
''^S^rcjç  X  et  y  comme  des  variables  indépendantes,  et 
^"^  l'on  ait 

"  ^^^t^t  une  fonction  de  x  et  de  j ,  il  est  évident  que  l'î»- 
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tégrale  de  Téquatlon  différentielle  proposée  sera 

H  =  const. 

Siy  après  avoir  choisi  les  fonctions  représentées  p 
et  Q,  on  veut  en  prendre  d'autres,  celles-ci  seront  r* 
pectivement  égales   aux  premières  multipliées  par 
même  facteur  i^,  et  Téquation  différentielle  proposée  aL: 
la  forme 

vVdr  -h  vQdjr  =  o. 

Alors,  si  le  premier  membre  est  la  différentielle  exacl 
d'une  fonction  u  des  variables  x  eiyy  l'intégrale  de  l'é- 
quation proposée  sera,  comme  on  vient  de  le  dire, 

u  =  const. 

Les  fonctions  P  et  Q  ayant  été  choisies  à  volonté,  il  existi 
toujours  un  facteur  v  qui  réalise  l'hypothèse  dans  la 
quelle  nous  venons  de  nous  placer  ;  c'est  ce  que  nou 
nous  proposons  d'établir  ici. 

680.  Théorème  I. —  Soient  P  ei  Q  deux  fonction 
données  de  deux  variables  indépendantes  x,  y  ;  il  exist 
toujours  un  facteur  v  tel,  qu'on  obtient  une  différen 
tielle  exacte  en  multipliant  par  ce  Jacteur  l'expressio 
Pdx-^Qdj. 

En  effet,  considérons  l'équation  différentielle 
(i)  Pdc-\-  Qr/j=ro; 

nous  savons  que  cette  équation  admet  une  intégrale,  et  i 
l'on  suppose  cette  intégrale  résolue  par  rapport  à  la  coi 
slante  arbitraire  qu'elle  renferme,  elle  aura  la  forme 

u  étant  une  fonction  des  variables  x  etj^.  L'équation  (a 
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donne,  par  la  différentiation, 

dy    , 
et  il  faut  que  la  valeur  de  ~  tirée  de  Téquation  (3)  soit 

'précisément  égale  à  celle  que  fournit  Téquation  diffé- 
rentielle (i);  on  a  donc 

du       du 

(4)  ^  =  5. 

Cette  équation  (4)  a  lieu  en  vertu  de  Téquation  [i)y  mais 
j'ajoute  qu'elle  est  identique;  car  elle  est  indépendante 
de  G,  et  la  valeur  dej^  donnée  par  l'équation  (a)  est  une 
fonction  de  x  et  de  C. 

Si  l'on  désigne  par  v  la  valeur  commune  des  deux 
membres  de  l'équation  (4)y  on  aura 

au        ^      au        ^ 
d^  ôy         ^ 

ety  par  conséquent, 

(5)  ç(Pdjc-hQdy)  =  ^ilr^  ^dy  =  du. 

'  w  dy 

L'expression  Pdx-h  Q^  devient  donc  une  différen- 
tielle exacte,  lorsqu'elle  a  été  multipliée  par  le  facteur  sf. 

681 .  Théorème  II.  —  Il  existe  une  in  fini  té  de  facteurs 
propres  à  rendre  r expression  T?dx-^Qdj  une  diffé- 
rentielle  exacte. 

En  effet,  nous  venons  de  prouver  qu'il  existe  un  tel 
facteur,  et  en  le  désignant  par  ^  nous  avons 

v{Pdx  'hQdy)  =  dUy 

fi  étant  une  fonction  dex  et  dey.  Si  l'on  multiplie  cette 

s.—  Cmle,  int,  29 
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équation  par  une  fonction  quelconque  ^(u)  de  a,  ii 
viendra 

ce  qui  est  encore  une  difTérentielIe  exacte. 

Ainsiy  quelle  que  soit  la  fonction  cp(i/),  l'expression 
Pdx  •i-Qdj'  devient  une  différentielle  exacte  quand  on* 
la  multiplie  par  le  facteur  i^cp(i/). 

J'ajoute  que  v<f{u)  est  l'expression  générale  des  fac- 
teurs qui  possèdent  cette  propriété.  En  effet,  soit  V  l'un 
de  ces  facteurs,  et  supposons  que  l'on  ait 

Y{Pdx4-Qeijr)  =  d[J, 

U  étant  une  fonction  de  x  et  de  jr,  on  aura 

dU       du 

Vf 

d'où 

V 

dV=-du. 

V 

Or,  puisque  u  est  fonction  de  x  et  dej^,  on  peut  regarder 
y  comme  fonction  de  x  et  de  u;  alors  U  devient  une 
fonction  de  u  et  de  x,  et  la  formule  précédente  montre 
que  la  dérivée  partielle  de  U  relative  à  x  est  nulle.  Il 
s'ensuit  que  U  est  une  fonction  de  u;  il  en  est  de  même 

de  sa  dérivée  -t->  et  l'on  peut  écrire 

V 

7  =  ?(")      ou      V=.i;y(«), 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

682.   Théorème   III.  —  Si  Y  et  t^  désignent  deux 
facLeiu^s  propres  à  rendre  l' expression  Pdx-^Q^dj  une 
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différentielle  exacte,  et  que  le  rapport  de  ces  facteurs 
ne  se  réduise  pas  à  une  constante,  l'intégrale  générale 

y 

de  l'équation  différentielle  P  r/x  H-  Q  rf^=  o  sera  —  =  C, 
C  étant  une  constante  arbitraire. 
En  effet,  par  hypothèse,  on  a 

et,  puisque  le  produit  V(Prfj? -h  Q^)  est  aussi  diffé- 
rentielle exacte,  on  a,  par  le  théorème  précédent, 

<^(u)  désignant  une  certaine  fonction  de  u. 
Cela  posé,  Téquation  différentielle 

P^4-Qr//  =  o 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

(lu  z=z  G  ; 

son  intégrale  est  donc  u  =  const.,  ou,  ce  qui  revient  au 
même, 

y  (  </  )  rr:  COUSt. 

ou 

V 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

On  trouvera  plus  loin  des  applications  importantes  de 
ce  théorème. 

683.  Le  l'acteur  v  qui  rend  Pdx-i-  Qdj  une  différen- 
tielle exacte  ne  donne  pas  seulement  l'intégrale  générale 
de  Téquation   différentielle   PJx-i- Qc/j^  =  o,    mais  il 
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fournit  aussi  immédiatement  la  solution  particulière 
quand  elle  existe. 

En  eflet,  Téquation  différentielle  peut  être  mise  sou. 
la  forme 

—  du  z=  o, 
et,  par  conséquent,  elle  se  décompose  en  deux  autres 

du  =  C),       -  =  o  ; 

la  première,  du=^o,  donne  l'intégrale  générale;  la  se- 
conde contient  les  solutions  particulières. 

On  peut  déduire  ce  résultat  de  notre  théorie  des  solu- 
tions particulières.  Effectivement,  l'intégrale  générale 

étant  ici 

u  — Cr=  o, 

il  faut  égaler  à  zéro,  pour  avoir  les  solutions  particu- 
lières, le  rapport  des  dérivées  partielles  de  u  —  C  rela- 
tives à  C  et  à  j'  ou  à  C  et  à  x;  la  première  de  ces  dérivées 
se  réduit  ici  à  —  i ,  et  l'on  a 

I  I 

au  du 

djr  ôx 
à  cause  de 

ces  équations  donnent 

I 

-  :^0. 

V 

Recherche  du  facteur  propre  à  rendre  Pdjc  -r-  Qrfv 

une  différentielle  exacte. 

GSi.  La  condition  pour  que  l'expression 
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soit  une  diflerentielle  exacte  est  (n"  483) 

df  àx 

ou 

i     ^  r.^»'  ^^»'  /^Q         àV\ 

Cette  équation,  de  laquelle  dépend  la  fonction  in- 
connue s^j  est  une  équation  aux  dérivées  partielles;  la 
recherche  de  v  constitue  donc  un  problème  d'un  ordre 
plus  élevé  que  celui  qui  a  pour  objet  l'intégration  de 
Téquation  difTérentielle 

il  y  a  cependant  des  cas  dans  lesquels  le  facteur  v  peut 
être  obtenu  facilement;  nous  indiquerons  ici  les  plus 
simples. 

685.  Cas  ou  P  et  Q  sont  des  fonctiows  homogènes 
DU  MEME  DEGRÉ.  —  Si  P  ct  Q  sout  dcs  fouctious  homo- 
gènes  du  degré  m,  on  peut  trouver  une  fonction  homo- 
gène V  d'un  certain  degré  /i,  telle  que 

(i)  vl^ dx -\^' v()^iix 

soit  une  différentielle  exacte. 

En  effet,  soit  \f  une  fonction  homogène  du  degré  /z, 
vV  sera  une  fonction  homogène  du  degré  m-f-/i,  et  l'on 
aura  identiquement  (n®*  84  et  136) 

dx  df 

La  condition  pour  que  l'expression  (i)  soit  différen- 
tielle exacte,  savoir  : 
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peut  donc  élrc  écrite  comme  il  suit  : 

ou,  à  cause  de  r-V^  =     \^     et  x-V"^  =-4 — ^  - 

•^      (/j:  dx  ôje  Ôx 

de  la  manière  suivante  : 

*•   ^      . ^^^^^-^  =(m  -h  71 -h  i)(;P. 

Le  nombre  n  étant  indéterminé,  posons 

m  -+-  /i  -f- 1  =  a; 
alors  la  condition  (a)  équivaudra  à  celle-ci 

(3)  i^lllf-tm  =  o., 

^      '  OX 

un  raisonnement  semblable  prouverait  que  la  co 
tion  (a)  peut  être  mise  sous  la  forme 

(4)  ^WZf^±Qi)]^^, 

dr 

Les  formules  (3)  et  (4)  expriment  que  i'(Px  -f-  Ç 
une  constante,  et,  en  prenant  cette  constante  ég 
on  a 

I 


;5) 


Px  +  Qj 


Il  suit  delà  que,  si  Pet  Q  sont  des  fonctions  h 
du  même  degré,  l'expression 

Vdx-ifÇ^ây 
Px-4-Qj 

sera  une  dilTérentielle  exacte. 
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Donc,  s'il  s'agit  d'intégrer  Téquation  difTéren  tielle 

(6)  Vdjr-hQdf^zo, 

il  suflira  de  chercher,  d'après  la  méthode  du  n^  483,  Tin- 

téfirrale  de  la  diflTérentielle  — 77-^  >  et  Ton  égralera  en- 

Px  -+■  i^x 

suite  cette  intégrale  à  une  constante  arbitraire. 

Si  le  premier  membre  de  l'équation  (6)  est  une  diffé- 
rentielle exacte,  nous  connaissons  deux  facteurs,  sa- 
voir : — -  et  1 ,  propres  à  rendre  Pdx  -hQdy  dific- 

rentielle  exacte  ;  si  donc  on  égale  à  une  constante  C  le 
quotient  de  ces  deux  facteurs,  on  obtiendra  (n®682) 
l'intégrale  générale  de  l'équation  (6),  laquelle  sera 

Il  faut  remarquer  que  la  méthode  précédente  ne  dif- 
fère pas  au  fond  de  celle  que  nous  avons  employée  au 
n»  654;  car  soit 

le  premier  membre  de  l'équation  (6)  se  réduira  à 
ou,  en  posant  j^=r  xz,  dj  =  xdz  -h  zdji\  à 

Q-[^-/(^)][--Hj37(i)} 

C'est  par  cette  transformation  que  nous  avons  effectué  la 
séparation  des  variables  au  n**  654,  et  l'on  voit  que  l'ex- 
pression précédente  devient  une  différentielle  exacte,  si 
on  la  muliplie  par  le  facteur 


Q-r[z -/(«)]  ""Px  4-0/ 
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686.  On  peut  encore  déterminer  facîleineDt  le   2 
teur  t^f  propre  à  rendre 

une  difTérentielle  exacte,  lorsque  ce  facteur  ne  dép* 
que  d'une  seule  variable  x  ou^.  Supposons,  par  ei.4 

pie,  que  1^  ne  dépende  que  de  x,  alors  on  aura  -r-  = 
et  r  équation  (2)  du  n®  685  deviendra 

d.r       dr       dx 
V~        Q 

Notre  hypothèse  exige  donc  que  Ton  ait 


dy       àx 


=  X, 


X  étant  une  fonction  de  x.  Si  cela  a  lieu,  on  aura 
d'où 

X^/X  -hCODSl., 


logPrr:   / 


et  l'on  pourra  prendre 

Supposons,  comme  cela  est  permis,  Q  =  i  ;  dans 
cas,  la  dérivée  -r-  est  indépendante  dej^,  et  Ton  a 

p  =  Xr-*-x„ 

X  et  X|  étant  des  fonctions  de  x\  par  conséquent,  F 
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pression  proposée  a  la  forme 

et  le  facteur  qui  la  rend  intégrable  est  e  '•  •  D'après 
cela,  pour  intégrer  Téquation  linéaire 

flÇr -+- (  X  j -+- Xi  )  dlr  =  o, 

dont  nous  nous  sommes  déjà  occupé  au  n^  658,  il  suffit 
de  la  multiplier  par  le  facteur  que  nous  venons  de 
trouver  ;  elle  devient  ainsi 

/      \dx  i     Xdx  j      Xdr 

d'où,  par  l'intégration, 


C  étant  la  constante  arbitraire. 

687.  Examinons  enfin  le  cas  où  l'expression 
Pdx  -h  Qrfy  devient  une  dilTérentielle  exacte,  quand 
on  la  multiplie  par  un  facteur  v  de  la  forme  XY,  X  et 
Y  étant  respectivement  des  fonctions  de  x  et  dey.  L'é- 
quation de  condition  est  ici 

c?[XYP)  _  <^(XYQ) 

on 

d\         âY 

dy       do:  ""  ^  X  Y  ' 

ce  qui  exige  que  la  différence  -r ^  soit  de  la  forme 
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Lorsque  celle  condition  est  remplie,  on  peut  faire 
d'où 

j      f{r)dx  Ç    ^{y)dr 

Application  du  Calcul  intégral  à  la  démonstration  à& 
propriétés  fondamentales  des  transcendantes  simples 
à  dijfférentielles  algébriques, 

688.  Le  Calcul  intégral  conduit  très-aisément  aux 
propriétés  caractéristiques  des  logarithmes  et  des  fonc- 
tions circulaires  inverses.  Si  la  théorie  de  ces  transcen- 
dantes n'avait  pas  été  préalablement  constituée,  on  en 
aurait  certainement  posé  les  bases  dès  les  premiers  pas 
que  Ton  eût  faits  dans  la  théorie  des  équations  diffé- 
rentielles, comme  cela  est  arrivé  effectivement  à  l'é- 
gard des  fonctions  elliptiques  et  des  transcendantes  à 
différentielles  algébriques  plus  composées  Je  me  pro- 
pose d'entrer  ici  dans  quelques  développements  à  ce 
sujet. 

Considérons  l'équation  différentielle 

/  \  dr       dr 

les  variables  sont  séparées,  mais  l'intégration  de  chaque 
terme  exige  la  notion  des  logarithmes.  Si  cette  notion 
n'est  pas  acquise,  l'intégrale  devra  être  représentée  par 


Si  l'on  veut  que  la  valeur  de  y  se  réduise  à  une  quan- 
tité donnée  z  pour  x  =  i ,  il  faudra  déterminer  la  con- 
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stante  par  la  condition 

en  écrivant  z  an  lieu  de  y  sous  le  signe  |  ;  alors  notre 
intégrale  sera 

D'un  autre  côté,  il  est  évident  que  l'équation  (i) 
admet  une  intégrale  algébrique;  car  si  l'on  chasse  les 
dénominateurs  elle  devient 

jrdx  -\-  xdjr  zzio     ou     d[xj)z=:o' 

l'intégrale  est  donc 

XX  =,  const., 

et,  si  l'on  détermine  la  constante  de  manière  que  l'on 
ait  j=  2  pour  x  =  1 ,  on  aura 

(3)  XJ=3. 

On  voit  que  les  équations  (2)  et  (3)  expriment  la  même 
relation  entre  les  quantités  x^j,  z;  en  d'autres  termes, 
elles  sont  équivalentes. 

/'dr 
—  nous  apparaît   pour 

la  première  £ois,  il  faut  lui  donner  un  nom  ;  je  choisis 
celui  de  logarithme,  et  je  pose 

dx      , 

—  =  logx; 


r^ 


alors  la  formule  (a)  nous  donne,  en  mettant  xj-au  lieu 
de  Zf 

logXJ  =  log  JT  -f-  logj, 

ce  qui  est  la  propriété  fondamentale  des  logarithmes. 
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Au  Jleii  des  logarithmes  nous  pouvons  introduire  les 
fonctions  inverses.  Soient 


—  z=  W, 

z 


u  étant  une  fonction  de  x,  on  peut  regarder  x  comme 
fonction  de  u;  désignons  cette  fonction  par  le  sym- 
bole e",  on  aura 

et  les  équations  (2)  et  (3)  deviendront 

d'où 

ce  qui  exprime  la  propriété  fondamentale  de  la  fonction 
exponentielle. 

689.  Considérons,  en  deuxième  lieu,  l'équation  dif- 
férentielle 

(4)  iH — ^=0; 

les  variables  sont  séparées,  et,  si  l'on  désigne  par  z  la 
valeur  que  l'on  attribue  à  j^  lorsque  x=:o,  l'intégrale 
pourra  être  représentée  par 

D'un  autre  côté,  l'équation  (4)  peut  être  écrite  comme 
il  suit  : 

ou 

[l—xy)  (i{x  4-^j  —  î-^-hr)  ^('  —  ^J-)  =  O, 
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OU  eafîn 

(.-xr)«  -^' 

le  pr^Knier  membre  est  la  différentielle  de j  quan- 

i—xx    ^ 

tué  cj^i  se  réduit  à  z  pour  a:  =  o,y=z;  donc  Tinté- 
ëT^e  de  Téquation  (4),  représentée  déjà  par  l'équa- 
tion ^5),  peut  l'être  aussi  par  l'équation 


(6)  "^-^^ 

I  —Jrjr 

'^^^ons 


=  z. 


r'^     dx  r^     dr  r'    dz 

"  ^^^'•iit  une  fonction  de  j:,  on  peut  regarder  x  comme 
lonc  ^ion  de  u  ;  désignons  cette  fonction  par  le  symbole 
tang^  «^  ;  on  aura 

X  r=  tangtt,     X  =  tangt»,     z  =  tang^f^  ; 

P"*^      les  équations  (5)  et  (6)  donneront 

tangM  -h  tangi^ 

«  4-  f  =  w, —  =^  tancfi', 

I  —  tangu  tangt*  " 

^^»  J>  ar  conséquent, 

,  .  Xrixsu  taner 

tang   «  4-P   = , 

°  I  —  tangtttangc 

^ui  est  la  propriété  fondamentale    de  la  fonction 
tai^ 


ce     ,^ 

M. 


^"^0.  Considérons  l'équation 

/  V  dx  dr 

(7>  __^  H-  -7—^— =o. 

*^  •'•^légrale,  prise  de  manière  que  j^  se  réduise  à  z  pour 
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x  =  o,  sera  évidemment 


(8) 


1  v'^^^  V.  •'^rr'"~i  v'i^^* 


mais,   si  Ton  multiplie    l'équation   (7)  par  le  facte 
\IT—x^ ^i  — j^  —  xj,  elle  deviendra 

ou 

d[x  v/i— j*)  -f-  dix  V^r^"^*)  =  0; 

l'intégrale  de  l'équation  (7),  prise  de  manière  que  Te 
aitj^  =  z  pour  x  =  o,  peut  donc  se  mettre  sous  la  fora 


(9)  x^l— J*  H-JV^i  — x*r=  z. 

En  outre,  le  premier  membre  de  Téquation  (7),  qi 
est  une  différentielle  exacte,  demeure  une  différentiel] 
exacte  quand  on  le  multiplie  par  le  facteur 


il  suflQt  donc  (n°682)  d'égaler  ce  facteur  à  une  con 
stante  pour  avoir  l'intégrale  de  Téquation  (7).  Si  To 
détermine  cette  constante  par  la  condition  que  Ton  a 
j^  =  z  pour  j:  =  o,  on  aura 


(10)  ^l—x^^i—x* — j:jrz=^i — z', 

en  sorte  que  chacune  des  trois  équations  (8),  {9),  (i 
exprime  la  même  relation  entre  les  quantités  Xjj', 
les  deux  dernières  sont  algébriques,  tandis  que  la  pi 
mière  renferme  des  transcendantes. 
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Posons 


IV, 


u  étant  fonction   de  x,  nous  pouvons  regarder  x  et 

^i  —  x^  comme  des  fonctions  de  u;  représentons  ces 
fonctions  par  les  symboles  sinu,  cosi/;  on  aura 

xz=sinu^  j'  =  sin<',  z=^sinw, 

^'l  — Jr*r=COSI/,        VI — J*  =  COSf,        ^l  — 3*  =  COStf; 

Téquation  (8)  deviendra 

et  les  équations  (9)  et  (10)  donneront 

sin  [u  -f-  f  )  =  sinK  cosc  -+-  costt  sinp, 
cos(«  -f-  «»)  =  costt  cosf  —  sin  usine, 

formules  qui  expriment  la  propriété  fondamentale  des 
fonctions  sinus  et  cosinus.  On  pourrait  retrouver  aisé- 
ment, par  cette  voie,  les  autres  propriétés  connues,  celle 
de  la  périodicité,  par  exemple  ;  mais  il  n^est  pas  utile 
de  nous  arrêter  davantage  sur  ce  sujet,  et  nous  allons 
appliquer,  diaprés  Euler,  les  considérations  dont  nous 
venons  de  faire  usage  à  la  démonstration  de  la  pro- 
priété caractéristique  des  fonctions  elliptiques. 

Propriété  fondamentale  des  fonctions  elliptiques. 
691.   Considérons  Téquation  différentielle 

I  - , H • =  o, 

OÙ  k^  désigne   une   constante  donnée  comprise   entre 
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o  et  I.  Les  variables  étant  séparées,  si  Ton  prend  Tin- 
tégrale  de  Téquation  (i)  de  manière  que  j^  se  réduise 
à  z  pour  j:  =  o,  on  aura 

formule  où  chaque  terme  est  une  intégrale  elliptique  de 
première  espèce. 

Euler  a  reconnu  que  Téquation  (  i  )  admet  une  inté- 
grale algébrique,  et  il  est  facile  de  trouver  cette  inté- 
grale en  opérant  comme  il  suit. 

Posons 

Téquation  proposée  sera 

djT  fÎY 

—=^    H -r-   Z=  O, 

ou,  en  chassant  les  dénominateurs  et  en  multipliant,  en 
outre,  par  une  fonction  indéterminée  T  de  x  et  de  j^, 

(3)  Tv/Y/ir-hTv/Xr(r==o. 

Or  on  a 

Tv/x^^  =  c/(Tv^xxr)-^-rv^x^, 

2yX 


CHAPITRE    VII.  465 

^t  i*dqaation  (3)  peut  ainsi  être  mise  sous  la  forme 

f  —  (xv^Y-hjv^XJ^Tnzo, 

^'  et  Y'  désicTiant  les  dérivées  -—■>  ---  • 

^  dx     dy 

Cela  posé,  on  peut  disposer  de  la  fonction  indéter- 
"^'ïiée  T  de  manière  que  Téquation  (4)  se  réduise  sim- 
ple naent  à 

^  ^  )  rf[T(x  v^Y  -f-  j  V^X) j  —  o. 

1  our  cela,  il  faut  et  il  suffit  que  les  autres  termes  de 
^S talion  (4)  se  détruisent  en  vertu  de  Téquation  (i). 
^'ïi plaçons  donc  rfT  par 

ar  ,        &\  ^ 

-—  dv  H-  -r-  dy 
ox  Oy 

^^    ï*emarqiions  que  dx  et  dy  sont  proportionnels  à  ^X 

^  — —  ^,  d'après  Téquation  (i);  la  condition  à  laquelle 
^oil  satisfaire  sera 

^elte  équation  est  aux  dérivées  partielles  ;  mais  il  suffit 

^^^i*  notre  objet  d'en  connaître  une  solution  quelconque. 

**>    il  est  naturel  de  chercher  s'il  n'existerait  pas  une 

^"^ur  de  T  rationnelle  ;  il  est  évident  que,  si  celte  valeur 

^*ste,  elle  doit  être  telle  que  les  dérivées   partielles 

d.^  ^^3~  soient  proportionnelles  ^y  et  x,  afin  que  les 

^^îcaux  disparaissent  de  l'équation  (6).  On  remplira 
^^t^  condition  en  prenant  pour  T  une  fonction  du  pro- 

.S.  —  CaUm  inu  3o 
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duîl  xjy  car,  en  désignant  par  T  la  dérivée  de  T  par 
rapport  au  produit  dont  il  s'agit,  on  aura 

dx  ôy 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  Téquation  (6)  donne 

ou,  en  mettant  au  lieu  de  X,  Y,  X',  Y'  leurs  valeurs, 

T'  2  k^xy 


(7) 


T  "~  I  — X«xV' 


T'  . 

cette  expression  de  ;p  est  bien  une  fonction  rationnelle 

du  produit  xjy   et  cette  fonction  est  la  dérivée    de 

—  log(i  —  li^x^y^)\  l'intégrale  de  l'équation   (7)   est 

donc 

logT  —  —  log  (  1  —  A*  X* j*  )  -4-  const. 

Mais  on  peut  supposer  la  constante  nulle  et  l'on  aura 


(8)  T  = 


I  — x«^V' 


cette  valeur  de  T  satisfait  à  l'équation  (6),  et  par  cons 
quent  l'équation  (i)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

d'où,  en  intégrant, 

Si  l'on  remet  au  lieu  de  X  et  de  Y  leurs  valeur 
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que  l'on  détermine  la  constante  de  manière  que  l'on  ait 
en  même  temps  x=  o,  j'=  ^,  on  aura 


x\l\  —  r*  v/  î  —  /•*  r*  -f-  Y  \l  I  —  .r*  \/  r  —  k 


»^* 


('^) i-/«xV> -  =  *• 

Au  moyen  de  cette  équation,  on  peut  exprimer  en  fonc- 
tion de  X  et  de  j^  les  deux  radicaux  \/T— 3^,  ^i — k'^z^-. 

qui  représentent  les  valeurs  de  yT—j^et  de  ^1 — A^J-* 
correspondant  à  j:  =  o;  on  trouve  facilement 


,      -    Jt  —  r*  \/ 1  —  y*  —  .ry  \/i  —  A*.r^  \/ 1  —  X*  r-  / r 

(«•)  .  -  /'X-J-' -=V'— -'. 

692.  Chacune  des  équations  (2),  (10,  (11)9  (12)  re- 
présente rintégrale  de  l'équation  (i)  prise  de  telle  ma- 
nière que  Ton  ait  j^  =  z  pour  x  :=  o.  Si  Ton  pose 


I      -T== — =u^ 


f  ày  ^ 


et  que  Ton  fasse,  comme  au  n**  438, 

jr  =  sinamtf, 
^1  —  x*  =  qosamu, 
^i  —  X*jr*  =  Aamu , 


3o. 
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Téquation  (a)  deviendra 

et  ks  équations  (lo),  (i  i),  (la)  donneront  ensuite 

,          ,      sinamr/cosamf'Aamc^  +  sinamPCO<;ainr/AaTnir 
smam  (u-hp)= 75 — = r-r 

^,   ,  ,         ,      cosam//cosamc»— sinam//sinamcAaîni/Aamr 

,      Aam//Aamp  — /-'sinani//sinampcosam//cosam< 

Ces  formules  expriment  la  propriété  fondamentale  des 
fonctions  elliptiques  sinamii,  cosami/,  Aamii.  Nous  de- 
vons nous  borner  ici  au  résultat  que  nous  venons  d'établir 
et  dont  nous  ne  saurions  développer  les  conséquences 
sans  sortir  des  limites  que  nous  nous  sommes  fixées. 
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CHAPITRE  VIII.  ^ 

DE  LINTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 

DES  ORDRES  SUPÉRIEURS. 


gfny. 

De  l'équation  -7-^  =  X,  oà  X  désigne  une  fonction 

donnée  de  x. 

693.  Tous  les  cas  des  équations  difTérentielles  ordi- 
naires se  ramènent,  comme  on  Ta  vu,  quel  que  soit  le 
nombre  des  variables,  au  cas  d'une  équation  difTérentielle 
d'un  certain  ordre  à  deux  variables.  Après  avoir  exposé 
les  résultats  connus  de  la  théorie  des  équations  du  premier 
ordre,  nous  devons  considérer  les  équations  des  ordres 
supérieurs.  Mais,  si  l'on  excepte  les  équations  linéaires, 
qui  seront  pour  nous,  plus  loin,  l'objet  d'une  étude 
spéciale,  la  théorie  qui  nous  occupe  ne  possède  aucun 
principe  général,  aucune  méthode  d'intégration,  et  les 
développements  qui  vont  suivre  sont  nécessairement 
bornés  à  un  très-petit  nombre  de  cas  particuliers. 

Nous  nous  arrêterons  d'abord  un  instant  sur  le  cas  le 
plus  simple,  celui  où  l'on  donne  une  dérivée  d'un  certain 
ordre  de  la  fonction  inconnue;  il  est  évident  que  l'inté- 
gration à  exécuter  ne  dépend  que  des  quadratures. 

Soit  donc  l'équation 

et   supposons  qu'on  veuille    déterminer  son  intégrale 
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générale  ;  désignons  par ^^0*^0?  •  •  •  J^f"~*  *  ^^^  valeurs  qc^ 
doivent  prendre,  pour  j:  =  Xo,  la  fonction j^  et  ses  n — ^ 
premières  dérivées.  En  multipliant  Téquation  (i)  fdjd:^ 
et  en  intégrant  ensuite,  on  a 


lu 


intégrant  de  même  cette  équation  après  l'avoir  multi- 
pliée par  dXf  on  a 

et  l'on  aura,  en  continuant  de  la  même  manière, 

y  ^^X.rt-4-P„_j, 
formule  où  l'on  fait,  pour  abréger, 


X  —  ar. 


P/i-i  =  Jo  H- ji —  -h  .  .  .  -f-  J 


.(n-l)      (•^  — -^o) 


n-i 


I  °  i  ,1.  .  .[n  —  I  ) 

et  où  X,2  désigne  le  terme  de  rang  ti  +  i  dans  la  suite 

CCS  fonctions,  à  partir  de  la  deuxième,  s'annulent  pou 
x=^Xq  et  chacune  d'elles  est  la  dérivée  de  la  suivante 
On  a  évidemment 

'     dx  1     tlx, , .   /     X</x, 


'0        *^  •*"• 


formule  où  le  nombre  des  intégrations  à  exécuter  es 
égal  à  71. 

L'intégration  par  parties  permet  de  transformer  L 
formule  précédente  et  de  ramener  le  calcul  de  Xj^  à  im« 
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quadrature  unique^  tel  est  Tobjet  que  nous  nous  pro- 
posons ici. 
On  a 

(3)  X,=  r  Xdx, 

et  de  même 


s  -:=■    j       Xf  dx. 


X. 

^'0 


L'intégration  par  parties  change  l'expression  de  Xa  en 
la  suivante  • 


c'est-à-dire 


"X.  S'^'^'' 


(4)  X,=:x/     X^—  /     HLxdjc. 


Pareillement,  on  a 


B  =    /       X,^> 


X. 


et,  en  intégrant  par  parties, 


Xj^^XjX —    I      îxéfjrmXfX —   I      "jL^xdx 

=  XjX  —  X, h  /     -5 dxj 

c'est-à-dire,  à  cause  des  formules  (3)  et  (4)> 

(5)      X,=:  ~  r  JLdx  —  x  j    Xxdx-^  j    X^dx. 

La  comparaison  des  formules  (3),  (4)»  (5)  fait  près- 
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sentir  que  Ton  a  généralement 


i.a...(/i-i)[        J^^  I  J^^ 

(6)  /  +(-'r   ,.a.  r  ^"^  / 


X 

X 

4-i-i)«-»  /      Xx»- >^r 


et  pour  établir  cette  formule  il  suffit  de  prouver  que  si 
elle  a  lieu,  pour  une  certaine  valeur  de  n,  elle  subsiste 
aussi  quand  n  augmente  de  i  •  Multiplions  donc  la  for- 
mule {6)  par  dx  et  intégrons  ensuite,  à  partir  de  x  =  x©  ; 
on  aura  dans  le  premier  membre  X/^^,  :  passons  au  second 
membre.  Le  terme 


r     x«-'-i  r   Xj^V/x    dx 


^«+1 


deviendra,  en  appliquant  l'intégration  par  parties, 
— ^.  X'*-'  /     li,T'dx '—  /     X.r«^x, 

et  si  Ton  donne  à  i  toutes  les  valeurs  o,  i,  2,...  (/i  — r), 
on  voit  que,  dans  la  formule  qui  nous  occupe,  Tintégrale 

Jf     Xx^rfx  se  trouvera  multipliée  par 

—  IH ^ ^  —...-h   -!'»->  -  K 

I  .  2 .  .  .  /I  L  »  '  •  2  I J 

quantité  qui  est  égale  à  -^ —  >  à  cause  de  (  i —  i  )"  =  o# 

On  aura  donc 

=  — î —    x»  /     X/ilr— -x«-«  /     Xx£6r+...4- (—!)'•  ;     Xj 
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ce  qui  est  bien  le  résultat  obtenu  en  changeant  /i  en  «  -f-  i 
dstxis  la  formule  (6). 

Aif  aintenanty  si  Ton  écrit  z  au  lieu  de  x  sous  chacun  des 

sîgxàes  /  du  second  membre  de  la  formule  (6)  et  qu'on 

désigne  par  Z  ce  que  devient  X  après  ce  changement,  on 

pourra  faire  passer,  sous  chaque  signe  /  ,  les  facteurs  x 

qui     le  multiplient.  Réunissant  ensuite  toutes  les  inté- 
grales en  une  seule,  on  aura 


Tàdzj 


(7)  X^= ^ r    {x-^z\'^^Zdz. 


siTintégrale  générale  de  l'équation  (i)  est 

*»- —  «  étant  un  polynôme  arbitraire  en  x,  du  degré  n  —  i . 

^^4.  Supposons  que  la  fonction   X   soit  la  dérivée 
^    **    (or),  d'ordre  /i,  d'une  fonction  donnéey^(x);  il  est 
^^idem  que  l'équation 


X  —  .r. 


^^^  "intégrale  de  réquallon(i),  prise  de  manière  que^  et 

^^  ^' — I  premières  dérivées  se  réduisent  à  zéro  pour 

^^  JCfi.  Mais  la  même  intégrale  sera  donnée  aussi  par 

formule  (8),  si  l'on  y  remplace  Z  par/''»  (z)  et  que  l'on 
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fasse  Pn_<  =  o  ;  on«  a  donc 

m  -/w  -  ^^v  w  -...-  ij5^j/(-o  (X.) 
-.■.■■.'(.-)/V-^)"-'/^'>(^)'^. 


ou,  en  posant  j:  =  Xo-hA  et  z  =  Xo-\-h  —  t   sous  le 
signe  J  , 

^«  — i) 

-t-  î :    r  /<«>  (x,  -I-  A  —  r)t— «  dt. 

i.a...(«  — I)  J„  ' 


/(x. + //) = /(x.)  +  ^  /'{x.) + . . .  +  --'—-zrr)  -^'"""  w 


Notre  analyse  nous  fournit  ainsi  une  démonstration  nou- 
velle de  la  formule  de  Taylor. 

Des  équations  où  ne  ji garent  que  deux  dérivées  consé- 
cutives de  la /onction  inconnue. 

695.  Considérons  d'abord  une  équation  de  la  forme 

OU 

en  posant 

Supposons  que  Ton  puisse  résoudre  Féquation  (a) 
rapport  à^  et  qu'on  en  tire  —=:f(^p),  ou 

(4)  ^=;|5. 


(p) 
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on  aura 

'^'        '=0 

G  étant  une  constante  arbitraire,  po  une  valeur  initiale 
quelconque. 

Ensuite,  si  Ton  peut  résoudre  l'équation  (5)  par  rap- 
port à  Pf  de  manière  que  Ton  ait 

p  — ç,(.r)      ou     djr  =zf[a:)ilr, 

on  aura 


(6)  y=  f  f{^) 


^H-C, 


(7  étant  une  deuxième  arbitraire;  Téquation  (6)  est  l'in- 
tégrale générale  de  la  proposée. 

On  peut  encore  obtenir  cette  intégrale  par  le  procédé 
suivant,  qu'on  devra  toujours  employer  quand  l'équa- 
tion (5)  ne  pourra  pas  être  résolue  par  rapport  à  p.  En 
multipliant  l'équation  (4)  par  p^  elle  devient 

d'où 


p 


Cl  étant  une  constante  arbitraire.  Il  est  évident  que 
l'intégrale  générale  demandée  résulte  de  l'élimination 
de  p  entre  les  équations  (5)  et  (7). 

696.  Si  l'on  ne  peut  pas  résoudre  l'équation  (a)  par 

rapport  à  -^»  mais  qu'on  sache  la  résoudre  par  rapport 

à  Pj  on  obtiendra  comme  il  suit  l'intégrale  demandée. 
Posons 
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et  supposons  que  l'équation  proposée  donne 

(8)  P  =  ?(<l). 

on  aura,  en  dlITérentiant, 

d'ailleurs, 

flp  pdp 

donc 

d'où,  en  intégrant, 

G  et  Cf  étant  deux  constantes  arbitraires;  Tint 
demandée  sera  le  résultat  de  l'élimination  de  q  en 
deux  équations  (9  ). 

697.  Supposons,  enfin,  que  l'équation  propoi 
puisse  élre  résolue  ni  par  rapport  à  /?  ni  par  n 
à  y,  mais  qu'on  sache  exprimer  p  et  y  en  fonction 
nouvelle  variable  2,  de  manière  que  l'on  ait 

(10)  p  =  ^[t).    7=^^(0; 

on  tire  de  là 

dp  —  nj'(/)J/, 

et  les  formules 


deviennent  alors 


H  1 


<fc  =  —  dl,    djr  =  — ~f-'  dt, 
d'où 
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C  et  Cf  étant  deux  arbitraires;  Tintégrale  demandée  est 
ainsi  donnée  par  les  équations  (i  i). 

698.  Exemple.  —  Trouver  la  courbe  plane  dont  le 
rayon  de  courbure  a  une  projection  de  longueur  con^ 
stante  sur  une  direction  Jixe, 

Le  rayon  de  courbure  a  pour  expression,  dans  le  cas 


Lires,  J ^±-L^,  et  le 


des  coordonnées  rectanerulaires,  -^ : i_,  et  le  co- 

sinus  de  l'angle  que  forme  sa  direction  avec  Taxe  des  x 

d.r 

est  —         — •  Si  donc  on  prend  pour  axe  des  x  la 
direction  fixe  donnée,  Téquation  du  problème  sera 


dx  \  '   '    fix^  I 


d^ 
di:^ 


a  étant  une  ligne   donnée.  En  faisant,  comme  précé- 
dx 

dx 


demment,  -—  z=  p^  cette  équation  devient 


dx  a        ' 

d'où 

dx  dp        dp  pdp 

~â        P[^-^P^)         P  l4-/>* 

dy dp 

Intégrant  et  désignant  par  Xo,  j^o  deux  constantes  arbi- 
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trairesy  on  a 

— -—  =  log  ,— — ->      —Z^  =  arc tang;;, 
et  rélimmation  de  p  donne 

=  loff  sin • 

a  ^  a 

699.  Considérons  plus  généralement  Téquation  dif- 
férentielle 

qui  se  réduit  à 
quand  on  pose 


Supposons  que  l'équation  (  2  )  puisse  être  résolue  par 
± 


rapport  à  -j-  et  que  Ton  en  tire 


(3)  !=/{/>); 

on  aura,  par  l'intégration, 

C  étant  une  constante.  Si  cette  équation  peut  être  ré- 
solue par  rapport  à  p,  on  sera  ramené  à  une  équation 
de  la  forme 

X  étant  une  fonction  donnée  de  x  ;  c'est  le  cas  dan®  683« 
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700.  Supposons  que  Téquation  {^)ne  puisse  pas  être 
résolue  par  rapport  à  p.  On  a,  à  cause  de  Téquation  (3), 

^r«-«        ^  f[p)' 


d'où,  C|  étant  une  constante  arbitraire. 
Si  Ton  fait,  pour  abréger, 


'^-'  ~x.  f[p)  '  ^" 


Jp,  Ap) 

on  pourra  écrire 
et,  en  intégrant. 


en  continuant  ainsi,  on  obtiendra  la  valeur  de^  par  des 
quadratures. 

Des  équations  où  ne  figurent  que  deux  dérivées  dont 
les  ordres  diffèrent  de  deux  unités. 

701.  Soit  d'abord  Téquation 

qui  ne  renferme  que  la  fonction  inconnue  y  avec  sa 
dérivée  du  deuxième  ordre. 

Supposons,  en  premier  lieu,  qu'on  puisse  résoudre 
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Téquation  par  rapport  à  ^-^9  et  qu'on  en  tire 

(-)  5P=/W- 

On  aura,  en  multipliant  par  idy^ 

Le  premier  membre  est  maintenant  la  difTérenticlle 

de  (  -^  I  ^  on  a  donc,  en  intégrant  et  en  désignant  par  C 

une  constante  arbitraire,  par^o  une  valeur  initiale  quel- 
conque dej^, 

On  tire  de  là 

rfr' 


dx  =z •■ 


puis,  comme  les  variables  sont  séparées, 

C  étant  une    nouvelle  constante    arbitraire.    L'équa- 
tion (3)  est  rinlégrale  générale  de  la  proposée. 

702.  Supposons  qu'on  ne  puisse  pas  résoudre  la  pro- 
posée por  rapport  à  -^  >  mais  qu'on  sacbe  la  résoudre 
par  rapport  à  j".  Posons 

(4)  ^=^'    5x==^' 
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et  soit 

(5)  r  =  f(i) 

la  valeur  dejr  tirée  de  Téquation  (i).  La  diiTérentiatioQ 
donne 

d*ailleurs  on  a,  par  les  équations  (4),  dy  =  ^-^i  donc 

équation  où  les  variables  sont  séparées.  L'intégration 
donne,  en  désignant  par  C  une  constante, 

(6)  p^=  f      ^qf"[q)dq-^C, 

d'où 


^L 


1 
'>q^'[q)fiq  H- C; 

7* 


réqaation  dx=  -^  =i  ^  ^^'  ^  devient  alors 

P  P 


^^  ,'f7U7 


/{ 


d'où,  en  désignant  par  C,  une  deuxième  arbitraire, 


iVz, 


rintégrale  générale  demandée  est  le  résultat  de  l'élimi- 
na tlon  de  q  entre  les  équations  (3)  et  (7). 

703.  Exemple.  —  Considérons  Téquation 

éPr 

S.  —  Cale.  int.  3i 
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on  en  tire 


d'où 


'  s -s?  -  ""^  •*■ = »' 


(l)'="l^'-'=). 


puis 


^mdxz= 


dr 


» 


et 


^       dy_ 

y.    ^?~^^ 

xyfmzrz  log {jr  -+-  v(r*HHC)  —  logC, 
C  étant  une  deuxième  constante.  On  a  ainsi 


/-     r     '^^ 


ou 


et,  en  prenant  les  inverses  de  chaque  membre  y 

En  retranchant  cette  formule  de  la  précédente,  et  écri- 

C      C 

vaut  simplement  C,  Q  au  lieu  de  —  >  —-79  on  obtient 

ce  qui  est  l'intégrale  générale  de  la  proposée. 

Si  m  est  un  nombre  négatif  —  /i*,  on  peut  écrire 

V  =  C h  G' p.= 9 

ou 

y  r=  Ccos/ix  -f-  G'  sin/ix, 

c  et  c  désignant  encore  deux  constantes  arbitraires.  On 


CHÂPlTaE   TIII.  4^3. 

peut  faire 

G=Aoo8a,     C'  =  — Asina, 

et  l'intégrale  générale^  deviendra 

J^  =  AC0S(/lA-  -f-  cr), 

A  et  a  étant  les  deux  consumes  arbitraires. 

704.  On  peut  ramener  au  cas  du  n*'  701   celui  de 
l'équation 

qui  ne  renferme  que  les  dérivées  -j~  »       ^'^  • 
II  sufBt  eflectivement  de  poser 

et  la  proposée  deviendra 

La  détermination  de  p  en  fonction  de  x  n'offre  que 
les  difCcultés  de  l'élimination,  et  elle  se  ramène,  comme 
on  l'a  vu,  aux  quadratures. 

Supposons  que  l'équation  (3)  puisse  être  résolue  par 

rapport  a  j-^>  et  que  1  on  ait 

(4)  ^  =APh 

on  aura  (n°  701) 


puis 

C  et  (7  étant  deux  constantes  arbitraires. 

3i. 
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SI  Téquation  (5)  peut  être  résolue  par  rapport âp, 
on  déterminera  j^  par  Téquation  (a),  qui  rentre  dans  le 
cas  du  n^  693.  Mais  si  Ton  ne  sait  pas  résoudre  Féqua- 
tlon  (5),  on  opérera  comme  au  n^  700  :  on  a 

eU"-*       '^  +(/») 

d'où 

C|  étant  une  constante.  On  a  ensuite 
d'où 


C2  étant  une  nouvelle  constante.  Il  est  évident  qu'en 
continuant  ainsi  on  obtiendra  la  valeur  de  r  par  de 
simples  quadratures. 

Cas  oîi  l'on  peut  abaisser  l'ordre  des  équations 

différentielles, 

705.  On  peut  abaisser  Tordre  d'une  équation  diffé- 
rentielle, lorsque  celle-ci  ne  renferme  pas  la  fonction 
Inconnue,  mais  seulement  ses  dérivées.  Soit,  en  effet, 
l'équation  d'ordre  /i, 

/     d"' Y    d"  +■» r  r/" r \ 

qui  ne  renferme  pas  j  et  dans  laquelle  — ^*;-  désigne  It 
dérivée  de  Tordre  le  moins  élevé.  SI  Ton  pose 
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réquation  proposée  se  réduira  à  l'équation  d'ordre  n — m. 


»    .  •  .  5   )  rrr  o. 


Quand  la  valeur  de  p  sera  connue,  on  aura  jr  par  des 
quadratures. 

En  second  lieu,  on  peut  toujours  abaisser  d'une  unité 
Tordre  d'une  équation  différenlielle  qui  ne  renferme  pas 
la  variable  indépendante.  Car  soit  l'équation  d'ordre  n 


l       dy  d'^rX 


où  ne  figure  pas  la  variable  indépendante  x\  il  est  évi- 
dent que,  si  l'on  prend  y  pour  variable  indépendante, 
réquation    proposée  rentrera   dans   le  cas  précédent. 

Posant  donc 

dr 


on  aura 


dx 


d^X        dp  dp 

#Z?~5i~^  d}^ 


d^Y  

di?~^^'         dj 


Vdr]  _^(dpy  ^      d^p 


et,  après  la  substitution  de  ces  valeurs,  l'équation  se 
réduira  à  l'ordre  n — i.  La  valeur  àe  p  en  j  étant 
connue,  il  restera  à  déterminer  x  par  l'équation 

da:^"^^^, 
P 

ce  qui  n'exige  qu'une  quadrature. 

706.  Des  équations  homogènes  par  bappout  a  la  fonc- 
TiOB  HfconiKVE  ETA  SES  nÉRivÉEs. —  Si  l'équation  diiTé- 
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rentielle  d'ordre  n. 


/  dr  fi^r\ 


est  homogène  par  rapport  à  j^,  —9  •••»  ^-^j  on  peut 
la  ramener  à  Tordre  n  —  i  par  la  substitution 

z  étant  une  nouvelle  fonction  inconnue.  EflecUvement, 
la  diiTérentiation  donne 

/        MdX 


d^_( 

djr^         \ 


J\      Mdx 


Après  la  substitution  de  ces  valeurs,  l'exponentielle 
disparaîtra  nécessairement  de  l'équation  proposée, 
puisque  cette  équation  est  homogène  par  rapport  à  fi 

-—  >>  •  •  •  9  et  1  on  aura  une  équation  en  z 


7  dz  d'^'-^ZK 

dont  l'ordre  sera  seulement  n —  i.  La  valeur  de  r  étant 
connue,  on  aura  celle  de  j  par  une  quadrature. 

707.  On  peut  ramener  au  cas  que  nous  venons  de 
considérer  celui  d'une  équation 

/       dy    d^r  d'^rX 
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cpii  ne  renferme  pas  la  variable  indépendante  x  et  qui 
est  Ikomogène  par  rapport  à 


on  ^, 


'  d^r 

d»r 

dy        dr^ 

dr» 

dx'      dy 

d'x 

Ibc 

dx* 

;i  Ton 

ira 

pose 

dx' 

=  />. 

dx*" 

-Pdr 

d^Y 

•  •  •  « 


(I)' 


...5 


^P**és  la  substitution  de  ces  valeurs,  on  aura  une  équa- 
^*^ï:i  d'ordre  n  —  i,  laquelle  sera  homogène  par  rapport 

*  />,  -T'i  -T^»  •  •   ï  et  qui,  en  conséquence,  se  ramènera 

^  **ordre  n  —  2. 

*708.   Des  équatious  différentielles  du  deuxième 

^^IDRE,  homogènes  PAR  RAPPORT  AUX  VARIABLES  ET  A  LEURS 
^^^^^FÉREHTIELLES. Soît 


'•>       ,  K'-s-S:) 


-o 


\t  équation  du  deuxième  ordre,  homogène  par  rap- 
I^Ort  à  X,  j^,  rfx,  dy^  d'^j.  Si  Ton  pose 

C  T^)  yz^ux,      dy    -pdx,      d!^ y  zzn  J- dx*, 

X 

^   équation  (i),  après  la  substitution  de  ces  valeurs,  ne 
^«ntiendra  plus  x,  et  elle  sera  de  la  forme 

^n  effet,  par  hypothèse,  Téquation  (i)  ne  change  pas 
^uand  on  multiplie  chacune  des  quantités  x,y,  dx,  djr, 
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d^j  par  un  facteur  quelconque;  mais,  après  cette  mnl- 
tîplicatîon,  les  valeurs  de  u,  p^  q  sont  restées  les  mêmes; 
donc  l'équation  (3)  ne  peut  pas  renfermer  x. 
Les  formules  (a)  donnent 

djr  =  udx  -f-  xdu  z^pdx^     d^y  =  dpdx  z=.  ~  €/a?% 

X 

d'où 

, , .  dx  du  dp 

4)  —  = =  —• 

*  X  p  U  f/ 

Supposons  maintenant  que  Ton  tire  de  réquation  (3) 
on  aura,  par  la  formule  (4)» 

du  dp 


(5) 


p—u        f[u,p) 


équation  différentielle  du  premier  ordre  entre  les  varia- 
bles p  et  u.  Lorsque  cette  équation  aura  été  intégrée, 
la  solution  de  la  question  proposée  n'exigera  plus 
qu'une  quadrature,  car,  la  valeur  de  p  étant  connue  en 
fonction  de  u,  on  aura  celle  de  j:  au  moyen  de  la  formule 


dx  du 


X       p  —  a 
dans  laquelle  les  variables  sont  séparées. 

^application  des  résultats  qui  précèdent  à   quelques 

exemples. 

709.  Problème  L  —  Trouver  la  courbe  plane  dans 
laquelle  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  à  unfi 
fonction  donnée  de  l'abscisse. 

Si  Ton  désigne  par  x  ely  des  coordonnées  rectangu- 
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laires,  l'équation  du  problème  sera 


Elle  ne  renferme  pas^,  et  on  rabaissera  au  premier  ordre 
en  posant 

dx       ^'    ciLr»         car' 

elle  devient  alors 

dp  dx 

Ici  les  variables  sont  séparées  et  l'intégration  donne 


d*où 


/  7 — ^c 

P=  —  = -  —==y(xU 

on  aura  j^  par  une  nouvelle  quadrature,  savoir  : 


€U  H-  C,. 


Considérons,  par  exemple,  le  cas  où  la  fonction  donnée 
/(x)  a  pour  valeur 


n^ 


f(x)=—y 


a  étant  une  constante.  On  aura,  en  prenant  Xo=  o  cl 
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en  écrivant  -r  au  lieu  de  C, 


fi  je  X*  ,    .  s^A-c 


puis 


,,/i^)        «•       ^'    ^       ^a*_(^«4-c)«' 


r  =    /       ■  -     ■-■       -  —r^=  dx  -\-  Cj. 


La  courbe  représentée  par  cette  équation  se  rencontre 
dans  la  Mécanique  et  elle  a  reçu  le  nom  de  courbe  élas- 
tique; son  rayon  de  courbure  varie  en  raison  inverse  de 
Tabscisse. 

710.  Problème  II.  —  Trouver  la  courbe  plane  dans 
laquelle  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  au 
cube  dé  la  normale. 

Si  Ton  désigne  par  x  et  y  des  coordonnées  rectangu- 

dr 
laires,  par^  la  dérivée  --j  le  rayon  de  courbure  e  t  la  nor- 

maie  auront  respectivement  pour  valeurs 


dp 

dx 


Xsji  -\-p*\ 


l'équation  du  problème  proposé  est  donc 

dr  j«' 

a  étant  une  ligne  donnée.  Cette  équation  du  deuxième 

ordre  ne  renferme  pas  j:;  il  faut  donc  prendre  j^  pour 

ily 
variable  indépendante,  et,  en  remplaçant  dx  par    ->  on  a 

•        dp         <7*  o}dY 


CHAPITRE    VIII.  491 

Lesyariables  sont  séparées,  et  Ton  a,  par  Tintégration, 
en  désignant  par  -  une  constante  arbitraire, 


a*       I 


d'où 


/^•~=b  — +  -, 


et 


^/*  zn  /la* 


intégrant  et  désignant  par  Xq  une  nouvelle  constante 
arbitraire,  on  trouve 


X  —  .r^,  =  ^  ^y^  db  /ta* 

OU 

La  courbe  demandée  est  donc,  en  général,  une  ellipse 
OU  une  hyperbole.  Dans  le  cas  de  -  =  0,  on  trouve  une 
parabole. 

711.  PbovlemeIII.  — '•  Trousser  la  courbe  plane  dans 
laquelle  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  à  la 
normale. 

Désignons  par  n  un  nombre  donné  positif  ou  négatif. 
L'équation  du  problème  sera 

I  -f-o* 
dx 

elle  ne  renferme  pas  x  et  nous  remplacerons  dx  par  ^j 

comme  dans  le  problème  précédent^  on  aura  ainsi 

7.pt!p  1  dy 

I  4-  />*"""  /i  X 
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Les  variables  sont  séparées,  et  l'intégration  donne,  en 
désignant  par  c  une  constante  arbitraire, 


d'où 


log (i  -*-/?«)=  ^  ( \ogy  —  loge)  =  log  (^j 


1 

n 


et 


n/(0'"- 


dx  m 

une  seconde  intégration  donne  enfin 

Xo  désignant  une  constante  arbitraire  et  jt  une  valeur 
initiale  dej^  qu'on  peut  choisir  à  volonté. 

L'expression  de  dx  est  celle  d'une  différentielle  bi- 
nôme, et  les  cas  d'intégrabililé  sont  ceux  dans  lesquels 


w        n  —  I 


-  ou est  un  entier,  c'est-à-dire  ceux  dans  lesquels 

n  est  un  entier.    Les  plus  remarquables  répondent  à 


/i  =  HZ  1 ,  72  =  zn  a. 


i"  Soit  n  =^  —  I  ;  on  a,  en  prenant  jo  =  c> 

d'où 

la  courbe  demandée  est  une  circonférence. 
9?  Soit  /2.=  -+-  I  ;  on  a 


y      ^^  ^4-  v/r*— -« 


Je  six'-'-' 
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d'où 


r  -+-  vA  *  —  c* 


X— X, 


=:e 


cty  en  prenant  les  inverses  de  chaque  membre. 


—  »"• 


c 


On  a  y  en  ajoutant  les  deux  équations  précédentes. 


y=^ 


la  courbe  demandée  est  donc  une  chaînette  (n®  224). 
3®  Soit  71  =  —  2  ;  on  a 


— > 


ce  qui  est  l'équation  diflTérentielle  d'une  cycloïde  dans 
laquelle  le  diamètre  du  cercle  générateur  est  égal  à  c 
(n<>231). 

4**  Soit  /i  =  4-  2  ;  on  a 

r^     dr 

a?  —  xo  =  V  <?  ; —  'i\c\ly'-e^ 

^c    s/l  —  c 

d'où 

ce  qui  est  l'équation  d'une  parabole. 

712.  Problème:  IV.  —  Trouver  la  surface  de  révo^ 
lution  pour  laquelle  la  courbure  moyenne  aux  dwers 
points  est  constante. 

Dans  une  surface  de  révolution,  les  méridiens  et  les 
parallèles  constituent  les  deux  systèmes  de  lignes  de 
courbure.  Il  s'ensuit  que  l'un  des  rayons  de  courbure 


494  CÀLCDL    IHTÊGRAL. 

principaux  est  celui  de  la  méridienne  et  que  le  rayon 
de  la  seconde  courbure  est  la  partie  de  la  normale  com- 
prise entre  Taxe  et  la  surface.  Si  Ton  désigne  par  Rie 
premier  de  ces  rayons,  par  N  le  second ,  l'équation  du 
problème  sera 

R       K       a' 

a  étant  une  ligne  donnée.  Dans  cette  formule ,  R  et  N 
sont  de  même  signe  ou  de  signes  contraires,  selon  que 
ces  rayons  ont  la  même  direction  ou  des  directions 
opposées.  Rapportons  Tun  des  méridiens  à  deux  axes 
rectangulaires  y  dont  l'un,  celui  dex,  coïncide  avec  Taxe 

de  la  surface;  R  et  N  seront  de  même  signe  si  y  et  -rj 

sont  de  signes  contraires,  et  inversement;  il  faut  donc 
prendre 

V        dx*}  „  /        dr* 

dx* 


/' 


-  -r-5  qui  ngure  dans  ces  expres- 
sions étant  d^ailleurs  arbitraire.  Alors  Téquation  pré- 
cédente deviendra 


»  .  -       a 


(-g)'  W'-i 


Cette  équation  ne  renferme  pas  x,  et  on  l'abaissera  au 
premier  ordre  en  posant 

dx  _         d^y  _      dp 
dx-^'    d^-^^d}' 
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elle  devient  ainsi 

''Tr  ,  1 


Pour  l'intégrer,  il  sufBt  de  multiplier  par  j'rfy,  ce  qui 
donne 

pdp  dr  ydy 


—r 


(,^^t)T  V/'-^/^'  "" 


1 


le  premier  membre  est  la  différentielle  exacte  de      -^      ♦ 
et  Ton  a,  par  conséquent, 


lii  —  étant  la  constante  arbitraire  introduite  par  Tinté- 
gration.  On  tire  de  là 


_\/"4'£i"y  —  (r«±^*)' 


et,  à  cause  de  p=  -j-^ 


{Le 


^^  (r«rtA«)//r 


la  question  est  donc  ramenée  aux  quadratures. 

713.  Si  la  constante  b  est  nulle,  l'équation  précé- 
dente se  réduit  à 


dx=z 


en  faisant  abstraction  de  la  solution  particulière  ^  =  o. 
L'intégration  donne 


X  —  JTo  =  —  )/^a*  —X*  =  Oy       d'où       (JT— Xg)*  -h  j«  =  4û*, 

ce  qui  représente  une  circonférence;  il  est  évident  a 
priori  que  la  sphère  est  Tune  des  surfaces  demandées. 


49^  CALCUL    IlVTtollAL. 

Si  Ton  pose  i^  =  ca,  c  étant  une  nouvelle  constante, 
et  que  Ton  fasse  ensuite  a  =:  oo  ,  Téquation  différen- 
tielle que  nous  avons  obtenue  se  réduira  à  la  suivante: 

d'où  Ton  tire 


=  log 


v^ 


1 

-C 
2 


et 


[>(x  — X,)  >fx— x,)-[ 

c 

Xo  étant  la  constante  arbitraire.  Cette  équation  est  celle 
de  la  chaînette,  qui  est  le  lieu  décrit  par  le  foyer  d^une 
parabole  roulant  sans  glisser  sur  une  droite  fixe  (n^^Sâi), 
et  la  surface  de  révolution  que  cette  courbe  engendre 
en  tournant  autour  de  Taxe  des  abscisses  a  celle  pro- 
priété que  la  courbure  moyenne  est  nulle  en  chaque 
point,  c'est-à-dire  que  les  rayons  des  courbures  princi- 
pales sont  égaux  et  dirigés  en  sens  contraire. 

En  partant  de  ce  fait  et  en  remarquant  que,  dansie 
cas  général  où  les  constantes  a  et  i  restent  indétermi- 
nées, rintégrale  de  la  différentielle  Jx  ne  renferme  pas 
d'autres  transcendantes  que  celles  qui  expriment  les 
arcs  d'ellipse  ou  d'hyperbole,  Delaunay  a  pensé  que  la 
méridienne  de  la  surface  de  révolution  de  courbure 
moyenne  constante  devait  pouvoir  être  engendrée  par 
le  foyer  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  roulant  sans 
glisser  sur  une  droite  fixe,  Il  a  effectivement  démontré 
cette  élégante  proposition  dans  un  article  qui  fait  partie 
du  tome  VI,  i*^*  série,  du  Journal  de  Mathématiques 
pures  et  appliquées;  on  peut  en  vérifier  l'exactitude 
comme  il  suit. 
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Soit 


a/« 


r'I 


=  I 


Inéquation  d'une  ellipse  rapportée  à  ses  axes;  désignons 

par  c  la  distance  sjà^ —  b^  du  centre  au  foyer  F,  par  / 
i'arc  AM  de  rellipse,  compris  entre  le  sommet  Â  et  le 


P^^iA  M(a/,^).  Menons  au  point  M  la  tangente  Ox, 
nons  à  partir  de  M  une  longueur  MO  =:/  et  élevons 
le  point  O  la  droite  Oj%  perpendiculaire  à  O x.  Dé- 
ons  enfin  par  j' la  perpendiculaire  FP  abaissée  du 
tfi^er  F  sur  la  tangente  Ox  et  par  x  la  distance  PO  du 
^^d  de  cette  perpendiculaire  au  point  O.  On  aura,  par 
formules  connues, 


^=  V^*-H^ 


—  ex 
ex' 


=  S''- 


cyr 


^  première  de  ces  équations  et  celle  de  Tellipse  déter- 
inent  j/  tly'  en  fonction  dejr^  on  trouve 


^=- 


e  ^*  -+-  ^' 


8.- 


Cale,  int. 


Sa 


i 
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d'où  l'on  conclut  facilement 


ds'= 


--    d   {YY')=    '^  \  ,fy^ 

La  différence  des  premiers  membres  de  ces  formules  n*est 
autre  chose  que  dx\  on  a  donc 


Il  est  évident  que  cette  équation  différentielle  est  celle 
de  la  courbe  décrite  par  le  foyer  F  quand  relHpse  roule 
sans  glisser  sur  la  droite  Ox,  et,  si  Ton  veut  substituer 
une  hyperbole  à  l'ellipse,  il  suffira  d'écrire  —  i*  au  lieu 
de  -f-i^,  dans  la  précédente  équation.  On  voit  que  celle-ci 
coïncide  avec  l'équation  du  problème  que  nous  nous 
étions  proposé. 

714.  Problème  V.  —  On  demande  de  trouver  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation  du  deuxième  ordre 

dy  d^X       a.r*  

tix  d.r*  x^ 

Cette  équation  est  homogène  par  rapport  ky,  -->  tj) 
on  doit  donc  poser  (n"  706) 

et,  après  la  substitution,  on  a  Téquation  du  premier  ordre 

dz         ^        1 

Z h  «   H =  O. 

dx  X»  ' 

que  l'on  peut  intégrer  facilement,  car  on  la  rend  homo- 
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gène  en  posant 

I        .  dt 

i  /*' 

elle  devient  effectivement,  par  cette  substitution. 

Enfin,  si  l'on  pose  (n°  634) 

Z^=:  ut,      eiz:=r.  udt-h  tdUy 

elle  prendra  la  forme 

dt  udu 


t  11^  —  «'  -f-  2 

on 


rrzO 


dt        i     du  l     (u  —  1 1  ^a  3  du 

T  ''  5  u-hl  ""  5  {u  —  ij*"-^^'  "~  5  (tf  — i)«+T  ~"    ' 

intégrant,  et  remettant  -  au  lieu  de  t,  zx  au  lieu  de  a,  il 

X 

vient 

I                 JTZ  -\-i  3  ,  , 

—  logx-i-  ^  log --rr  _  ^r  arclaag(  3—1) 

La  valeur  de  z  étant  définie  par  cette  équation,  l'inté- 
grale générale  demandée  sera 


/ 


X 
tdX 


X  -- -  e  '» 


elle  renferme  les  deux  constantes  arbitraires  Xo  et  C. 

715.  Problème  VI.  —  Trouver  la  courbe  plane  dont 
les  arcs  sont  proportionnels  aux  arcs  correspondants 
de  la  développée. 

Désignons  par  5  l'arc  de  la  courbe  inconnue  compté  à 
partir  d'un  point  fixe  de  cette  courbe,  par  s^  l'arc  cor- 
respondant de   la  développée,    par   a  une  constante 
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donnée  ;  Téquation  du  problème  proposé  sera 

jj  =  as     ou     dsi  =  X  ds, 

ou,  comme  dst  est  égale  à  la  diiTérentielle  du  rayon  de 
courbure  R  de  la  courbe  demandée, 

dR  —  v.ds. 

Si  Ton  introduit  les  coordonnées  rectangulaires  x,  j^ 
cette  équation  sera  de  troisième  ordre,  et,  par  consé- 
quent, rintégration  amènera  trois  constantes  arbitraires. 
On  effectue  facilement  cette  intégration  en  opérant 
comme  il  suit. 

Soit  f  rinclinaison  de  la  tangente  de  la  courbe  cher^ 
chée  sur  Taxe  des  x  ;  on  aura 

et  notre  équation  différentielle  deviendra 

l'intégration  donne 

logR  —  log«  =  «9»     ou     R  =  né^^y 
a  étant  une  constante  arbitraire.  On  a  donc  aussi 

ds  r=  ûf*?  t/y, 

et  par  conséquent 

dx  -.=2  ae^^  ces  y  df^     dy  z=  ae*^  sin  f  df. 

Ajoutons  ces  équations;  après  avoir  multiplié  la  seconde 
par  ^ —  1 ,  il  viendra 

Intégrant  et  désignant  par  x©  H- j^o  V^ — i  une  constante 
arbitraire,  on  a 

(x  ~  jTo)  -4-  (7  -  jo)  s/~= ^-=  e^^^^f. 
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Cette  équation  se  décompose  en  deux  autres,  et,  si 
entre  celles-ci  on  élimine  l'angle  ç,  on  obtiendra  l'in- 
tégrale générale  demandée,  qui  renfermera  les  trois 
arbitraires  a,  a*o<)  j^o* 

Posons 

a  4-  ^ — l 

puis 

X  —  j:,j=rp  cos(w -I- u),     jr — t'q^  p  sîn(« -f- ft^; 

p  et  CD  seront  des  coordonnées  polaires,  et  l'équation 
précédente  deviendra 

d'où 

et  par  conséquent 

p  rrr:  me^*". 

Ainsi  la  spirale  logarithmique  est  la  seule  courbe  qui 
possède  la  propriété  en  question. 

La  solution  précédente  fournit  un  exemple  des  sim- 
plifications que  peuvent  comporter  les  problèmes  du 
genre  de  celui  que  nous  venons  de  traiter. 

716.  PnoBLiEME  VII.  —  Trouver  la  courbe  plane  dans 
laquelle  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  au 
rayon  vecteur  issu  d'un  point  fixe. 

Considérant  la  courbe  inconnue  comme  l'enveloppe 
de  ses  tangentes,  nous  emploierons  (n*'  210}  les  deux 

équations 

arsin^)  — ^co8y=/(y), 

qui  permettent  d'exprimer  les  coordonnées  rectangu- 
laires Xfj  en  fonction  des  variables  ^  ety  (^ ).  On  tire 
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de  ces  équations 

xz=i     f{if)  siny  -!-/'(y)cosç, 

d'où 


puis 


et 


Le  rayon  de  courbure  étant  égal  à  — -  et  le  rayon  vec- 
teur à  \Jx'-^y'^i  Féquation  du  problème  sera 


m  étant  un  nombre  donné.   Comme  elle  ne  renferme 
pas  f ,  nous  poserons 


et  il  viendra 


d^      ■'   '    df      •'    df^ 


..df    . 


f'^f<'f'---myjP-..fK 


Celte  équation  du  premier  ordre  s'intègre  immédiate- 
ment, car  on  peut  lui  donner  la  forme 

fdf^f'df 

le  premier    membre   est   la    différentielle    exacte  de 
y(/ =*-{-/'=*,  et  rintégration  donne 


df 
C  étant  une  constante  arbitraire.  Commet  =  ~,  ona 
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ensuite 


v//7i«(/-C)«-/* 

Si  l'on  a  m  <C  I  ;  rintégration  donnera 

I  ./>  —  '«'>.        \ 

^i  —  m*  \    mC  / 

foutant  une  constante.  On  tire  de  là,  en  faisant -,=  «i 

\li — m^  =  |i, 


f[ff)-—. —  a^i  —  p*  +  asîn;i(y  —  ^q)» 

ce  qui  montre  que  la  courbe  demandée  est  algébrique 
quand  [k  est  commensurable. 

Si  Ton  a  m  ^  I  y  l'intégration  de  la  différentielle  d^ 
donnera 

?  —  ?o  = -7-^— log(^  +  V^<*  —  0  » 
V  w*  —  I 

/7l'  —  I 

t  désignant  la  quantité  —     ~f — m,  et  (fo  étant  la  con- 

mC 


stante;  on  tire  de  là,  en  faisant  —^ =a,  Jm^ — 1  =u, 


f[ff)  r=û^l  -f-^u*-ha 


<?'<*(?—?•)  +  c^-i'Ct-To) 


2 

Enfin,  dans  le  cas  de  m  =  1 ,  on  a 

a»  =    -  : z=J 

V-2C/-HC» 
d'où  l'on  tire,  en  posant  -  =  a, 

/{y)==rt[i  — (y  — yo)']- 
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Usage  d'un  facteur  pour  l'intégration  des  équations 
dijfférentielles  d'ordre  quelconque. 

717.  Considérons  une  équation  différentielle  d'ordren 
entre  les  variables  x  et  y  y  et  supposons  qu^on  Tait  mise 
sous  la  forme 

(0  ï-^  +  Q^o. 

P  et  Q  étant  des  fonctions  de  x.  y,  -:-»  ••  •?  -, — -r  0^^ 
peut  écrire 

et  s'il  arrive  que  le  premier  membre  de  cette  équation 

soit  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  u  dex^jf) 

dr  d^^^r 

y'  •  •  •  >  "j-^zi  '  î^  est  évident  que  l'équation 

u  =  const. 

sera  l'une  des  intégrales  premières  de  la  proposée. 

Quelles  que  soient  les  fonctions  P  et  Q,  il  existe  tou- 
jours des  facteurs  X  propres  à  rendre  le  premier  membre 
de  l'équation  (2)  la  différentielle  exacte  d'une  fonction 

de  X,  y  y  -  -  9  •  •  •  5    r-j^r^  •  En  effet,  considérons  l'une  des 
intégrales  premières  de  l'équation  (a),  et  soit 

cette  intégrale  résolue  par  rapport  à  la  constante  qu'elle 

renferme.  Différentions-la  et  écrivons,  pour  abréger,  y^** 

d'y 
au  lieu  de  -7--  ;  on  aura 

du       du    ,      du    „  du        ,. 

et  la  valeur  dej^"^  tirée  de  cette  équation  coïncidera 


CHAPITHB    VIIT.  5nj 

une  dîITérentielle  exacte.  On  a 

et,  par  conséquent, 

C  étant  une  constante. 

Le  facteur  dont  nous  avons  fait  usage  est 

2(7  -+-  2^X  -h  tJ-*} 2(^  H-  «Jr)^, 

et  nous  en  concluons  celte  intégrale  première  de  la 
proposée,  savoir 

(7 -H  a<rx  +  .x«)  ^^  )  '  -  2  (  J -r  ex) j -£ 

<y  ±3^±-^±'*L  -  +  ,^>  +  c  -  o 

P(Pj-*  -t- 7  +  »«*•'  -^■  ••^*)  -+■  ^  - «• 

Usage  de  la  différentiation  pour  l'intégration  des 

équations  différentielles. 

719.  Soit 

(,)  U.--0 

une  équation  différentielle  d'un  ordre  quelconque  n 
entre  les  deux  variables  x  et  j^.  En  la  différentiant,  011 
obtiendra  une  équation  d'ordre  n  -;- 1 

(2)  Ui-    o, 

et  Ton  pourra  former  ensuite  diverses  combinaisons  des 
équations  (i)  et  (2).  Soit 

(3)  Vi:=:0 

l'équation  d'ordre  7i-;-i  qui  résulte  de  Tune  de  ces  com- 
binaisons. Si  l'on  peut  trouver  une  intégrale  première 


5o6  CALCUL    INTÉGBÀL. 

propre  à  rendre  son  premier  membre,  la  difTérentielle 

dr 
exacte  d'une  fonction  m  de  x,  r,  -f--  Si  une  telle  fonc- 

dx 

tion  u  existe,  la  partie  — —  d  —  de  sa  difTérentielle  to- 

dx 
taie  aura  pour  valeur 

^df  dx 

dx 

et  Ton  aura,  en  conséquence, 

u  étant  une  fonction  des  seules  variables  x  et  j'.  En 
égalant  à  zéro  la  différentielle  du,  on  a 


■^(^^^^^•)(si)  -'---d^^di'^^''^d:^='^ 

et,  pour  que  celte  équation  coïncide  avec  la  proposée, 
il  faut  que  Ton  ait 

nU  Tzz ^ 

(  ?/'  -t-  y  H-  a^x  -t-  t.r»  j» 

La  première  partie   de  cette  valeur  de  dU  deviendra 
une  différentielle  exacte  si  Ton  pose 

Xi  :=  7  -h  2(ÎJ?  -:-  tx*y 

I  ^X| 
et  il  arrive  alors  que  la  partie  restante  est  elle-même 
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^t réiimmation  de  x^  —  Ay^  —  B  entre  les  équations  (i) 
^t  (a)  donne,  après  la  suppression  du  facteur  A^-|  -î-  1 
<^ommun  à  tous  les  termes, 

/ji  fl^r        I     dr  \  dr 

Si  l'on  divise  cette  équation  par  o^  — »  elle  devient 

iPr       dy 

dx*         dx        I 
— h 1^0; 

d,r 

variables  sont  séparées,  et  Ton  a,  par  Tintégration^ 


dx 


X  d.t 

^  ,     ,       ,  dr 

"^     ^tant  une  constante.  L'élimination  de  -^  entre  les 

dx 


dations  (i)  et  (4)  donne 

At*  -;-  I 

'   qui  s'accorde  avec  les  résultats  obtenus  précédem- 
«nt  par  d'autres  méthodes  (n°*  338  et  650). 

^lution  d'un  problème  qui  exige  V intégration  d'un 
système  d'équations  dijj'érentielles  simultanées, 

721.  Nous  avons  vu  que  l'intégration  d'un  système 
^'équations    différentielles  simultanées  d'ordres  quel- 
conques se  ramène  toujours,  par  l'élimination,  à  l'in- 
tégration d'une  ou  de  plusieurs  équations  qui  ne  ren- 
ferment  chacune   que   deux  variables^  mais   une  telle 
réduction  n'est  pas  toujours  de  nature  à  simplifier  le 
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de  l'équation  (  3  )  distincte  de  la  proposée,  on  connaîtra 
aussi  une  intégrale  première  de  cette  dernière  ;  car,  si 

(4)  v  =  o 

est  une  intégrale  première  de  l'équation  (3),  et  queTé- 
limination  de  --—  entre  les  équations  (i)  et  (4)  donne 
pour  résultat 

(5)  W=:0, 

cette  équation  (5),  qui  est  de  Tordre  n  —  i  et  qui  ren- 
ferme une  constante  arbitraire,  sera  évidemment  une 
intégrale  première  de  Téquation  (i). 

Si  l'équation  (i)  est  du  premier  ordre,  l'équation  (5) 
fera  connaître  son  intégrale  générale. 

720.  Exemple.  —  Pour  donner  un  exemple  de  cette 
méthode  d'intégration,  proposons-nous  de  trouver  les 
lignes  de  courbure  d'une  surface  du  deuxième  ordre  à 
centre.  L'équation  de  cette  surface  étant 

si  l'on  pose 

l'équation  différentielle  des  projections  des  lignes  de 
courbure  sur  le  plan  xj  sera  (  n°  341  ) 

On  a,  par  la  différentiation  de  cette  équation, 
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Cela  pose,  chaque  membre  de  la  formule  (a)  est  égal  à 
ds^  et  Ton  a,  en  conséquence^ 

(4)  dxzzidscosaf     dx  =  dscosSj     dz  =z  ils  cosy. 
Posons 

(5)  xcos> -h  j^cosjùt -4- 3COSV  =  U; 

en  diflTérentiant  deux  fois  cette  équation  (5)  et  ayant 
égard  aux  équations  (4)y  on  aura  (n"  274) 

(6)  xeosÇ-î- rcosTQ -{- zcosÇi=r  - -1 


^  '  '  -^  '  d<T\  (h 

La  comparaison  des  équations  (i)  et  [y)  donne 

,^x  dr         ^^  d(j 

(8)  _--H-u=---«-. 

D'après  la  première  équation  (  3  ),  rfa  est  le  produit  par  dt 
d'une  fonction  donnée  de  «,  puisque  cosa,cos  S,  cosy  sont 
elles-mêmes  des  fonctions  données  de  ce  paramètre.  En- 
suite, d'après  les  formules  du  n°274,  cosÇ,  cosyj,  cosÇ  et 
cosX,  cosfjiy  cosv  sont  elles-mêmes  des  fonctions  connues 
de  t  ;  enfin  dx  est,  d'après  la  deuxième  formule  (  3  ) ,  le  pro- 
duit d*une  telle  fonction  par  dt.  Il  résulte  de  là  que 
rëquation  (8)  est  une  équation  différentielle  du  deuxième 
ordre  entre  les  variables  U  et  ^;  l'intégration  amènera 
donc  deux  constantes  arbitraires.  Quand  la  valeur  de  U 
sera  connue,  les  coordonnées  Xy  y^  z  seront  données  en 
fonction  du  paramètre  t  par  les  équations  (5),  (6),  (7); 
ces  équations  peuvent  être  représentées  par 

(g)  V  =  0,       d\=^0,       d^Vrzz 

si  Ton  pose 

(10)  \  =:JCC0S> -+-^  ces /l-f- «cosv  — U. 
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problème  qu'il  s'agit  de  résoudre.  En  Tabsence  de 
toute  méthode  générale  d'intégration,  il  ne  sera  pas 
inutile  de  présenter  ici  un  exemple  particulier,  que 
nous  empruntons  à  la  Géométrie. 

Problème.  —  Trouver  les  trajectoires  orthogonales 
d'un  plan  mobile. 

Soient  X,  r>  ^  trois  coordonnées  rectangulaires,  et 

(l)  or  cosa -h^cos6  4- icosy  —  u  ~~  o 

l'équation  du  plan  mobile  ;  la  distance  u  de  ce  plan  à 
l'origine  et  les  angles  a,  6,  y  qu'elle  forme  avec  les  axes 
sont  des  fonctions  données  d'un  paramètre  t.  Les  trajec- 
toires demandées  devant  être  perpendiculaires  au  plan, 
les  équations  difl'érentielles  du  problème  sont 

.    .  iia:  dr  (h 

(a)  —  — -  —  ; 

^    '  cosa        coso         COS7 

on  peut  concevoir  que  l'on  ait  tiré  de  l'équation  (i)  la 
valeur  de  t  en  fonction  de  x,  y,  z,  et  les  cosinus  des  an- 
gles «,  6,  y  doivent  être  regardés  dans  les  équations  (2) 
comme  des  fonctions  données  des  variables  x,  j,  z.  Pour 
intégrer  ces  équations  (2),  je  ferai  usage  des  formules 
que  j'ai  établies  au  n"  274,  et  je  conserverai  les  nota- 
tions de  ce  numéro.  Ainsi,  les  angles  a,  6,  y  étant  évi- 
demment ceux  que  forme,*  avec  les  directions  des  axes, 
la  tangente  de  la  courbe  cherchée,  je  désignerai  par^» 
Tî,  X^  et  par  A,  fx,  v  les  angles  formés  avec  les  mêmes  axes 
par  la  normale  principale  et  par  l'axe  du  plan  oscilla- 
teur de  la  courbe;  en  outre,  rf<7,  dx  désigneront  les 
angles  de  contingence  et  de  torsion,  ds  la  diiTérenticUe 
de  l'arc  de  courbe,  en  sorte  que  l'on  aura 


^/<r  1^  ^/(^cosa)* -+- (r/cosé)* -h  (fl^cos'/)', 

(3)         { : 

dt^=  ^(«/cosXJ*  H-  (<icos^J*  -h  (c/cosvj*. 
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CHAPITRE  IX. 

ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  UNÉAIRES. 


Des  équations  linéaires. 

nomme  équations  différentielles  linéaires 
lesquelles  les  fonctions  inconnues  et  leurs 

'entrent  qu'au  premier  degré  et  ne  se  multi- 

entre  elles, 
lie  indépendante  étant  représentée  par  x  et 
inconnue  par^,  la  forme  générale  des  équa- 

lires  à  deux  variables  est 


P^^+-...-f-T-£-i.Ur^V, 


dr' 


dx 


& 


nts  P, . . . ,  T,  U  étant,  ainsi  que  V,  des  fonctions 
X  qui  peuvent  se  réduire  à  des  constantes. 

la  quantité  V  sera  nulle,  nous  dirons,  pour 

discours,  que  V équation  linéaire  n'a  pas  de 
bre.  On  verra  plus  loin   que  l'intégration 

ns  linéaires  pourvues  d'un  second  membre 
l'intégration  de  celles  qu'on  en  déduit  par 

ion  du  second  membre. 

vident  (n°  645)  que  les  équations  linéaires 

e  solutions  particulières. 

létés  des  équations  linéaires  dépourvues 
de  second  membre. 

SMiÈaE    PROPRIÉTÉ.  —  L' Ordre  d'une  équa-- 
Ire  sans  second  membre  peut  toujours  être 
une  unité, 
int,  33 
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L'équation  (  8)  appartient  à  la  classe  de  celles  donl 
théorie  fera  l'objet  du  Chapitre  suivant;  mais  on  V 
tègre  très-facilement  en  faisant  usage. des  formules 
n^  210.  Efiectivement,  soient  X,  Y  deux  nouvelles 
riables  définies  par  les  équations 

X  sin  T  •— y  cosT  =:  U,     XcosT-i- YsinTzi: --— -1 

on  aura 

--      --  .  dU  dU   . 

X  r=  U  sinr  -4-  --p  cosT,     Y  =  —  U  cost  -;-  -r-  siût. 


puis 

a 


d\5\ 


(''-^)" 


€iX=\U-l--^  jcosTrfT,  <^Y~\Uh-~:^  )  sint*^ 
et,  à  cause  de  l'équation  (8), 

«fX  :l=  —  tt  -7-  COST  dxj     dY  •=  — u  -r  sinr  rfr. 
ar  dv 

Intégrant  et  désignant  par  A  et  B  deux  constantes  aiU- 
traires,  on  aura 

X=:A—  /     u-y-cosrdr,     Y~B—  /    ce -r^ sinr^fr. 

et,  par  suite , 

U-  =  AsînT  — BcosT  — sinr  /    u-j-cosrdr 

(n) 

H- COST  f     tt^  sinrc/r. 


Cette  formule  (11)  donne  l'expression  de  U  en  for 
der,  ou,  si  l'on  veut,  en  fonction  du  paramètre  £;  1 
blême  proposé  est  donc  résolu. 
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CHAPITRE  IX. 

THÉORIE  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  UNÉAIRES. 


Des  équations  linéaires, 

722.  On  nomme  équations  différentielles  linéaires 
celles  dans  lesquelles  les  fonctions  inconnues  et  leurs 
dérivées  n'entrent  qu'au  premier  degré  et  ne  se  multi- 
plient pas  entre  elles. 

La  variable  indépendante  étant  représentée  par  x  et 
la  fonction  inconnue  par^,  la  forme  générale  des  équa- 
tions linéaires  à  deux  variables  est 

£/«v  d'*~^Y  dy 

dx'^  dr*^-^  dx 

les  coefficients  P, . . . ,  T,  U  étant,  ainsi  que  V,  des  fonctions 
données  de  x  qui  peuvent  se  réduire  à  des  constantes. 

Lorsque  la  quantité  V  sera  nulle,  nous  dirons,  pour 
abréger  le  discours,  que  V équation  linéaire  n'a  pas  de 
second  membre.  On  verra  plus  loin  que  Tintégration 
des  équations  linéaires  pourvues  d*un  second  membre 
se  ramène  à  l'intégration  de  celles  qu'on  en  déduit  par 
la  suppression  du  second  membre. 

U  est  évident  (n^  645)  que  les  équations  linéaires 
n'ont  pas  de  solutions  particulières» 

Propriétés  des  équations  linéaires  dépourvues 

de  second  membre. 

723,  Première  propriété.  —  L'ordre  d'une  équa^ 
tion  linéaire  sans  second  membre  peut  toujours  être 
abaissé  d'une  unité, 

S.  —  Cale,  int,  33 
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Effectivement  l'équation 

appartient  à  la  classe  des  équations  homogènes  ;  on  abais- 
sera donc  son  ordre  d'une  unité  en  posant  (n^  606) 


/: 


,r 
zdx 


d'où 


z=ze 


tir  {Lc^        \dx  ) 


9      •  •  «t 


mais  on  doit  remarquer  que  la  transformée  obtenue  n'est 
pas  linéaire. 

Par  exemple,  dans  le  cas  de  n  -  :  a,  la  proposée  est 

et  notre  transformation  donne 

dz 

-7-  -:-  «*  -H  Pz  -h  Q  r.-  O. 

ax 

724.  Deuxième  propriété.  —  Si  l'équation  linéaire 
sans  second  membre 

d'  >        ..  d-"-^  y  ^dr       ,, 

d.r"  fW*-^  dx  "^ 

est  satisfaite  quand  on  pose  y  -— j^i ,  elle  est  également 
satisfaite  par  y  s=zCtj  ^^  G  étant  une  constante  arbir 
traire. 

Effectivement,  le  résultat  de  la  substitution  de  C^i  àjr 
dans  le  premier  membre  de  l'équation  est  égal  au  produit 
de  la  constante  C  par  le  résultat  de  la  substitution  de  y%* 
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725.  Troisième  propriété.  —  Si  la  même  équation 
linéaire  est  satisfaite  quand  on  pose  y  =y\ ,  J'  =^j)'2  »  •  •  •  » 
y  '---j'iy  elle  est  aussi  satisfaite  par j  -^ji  "î"JK2  +"  •  •  •  "+"J  V* 

En  efiet,  le  résultat  de  la  substitution  de 

à  y  dans  le  premier  membre  de  Téquation  est  évidem- 
ment la  somme  des  résultats  que  Ton  obtient  quand  on 
substitue  successivement j^i , j 2»  •  •  •  > ,1  /• 

Il  résulte  de  cette  propriété  et  de  la  précédente  que, 
si  Ton  connaît  i  solutions  j>'o  Ja»  •  •  •  1  Ji  de  Téquation 
linéaire  sans  second  membre,  on  pourra  former  une  so- 
lution de  la  même  équation  contenant  i  constantes  arbi- 
traires, savoir 

Et  si  le  nombre I  est  égal  à  Tordre  n  de  l'équation,  on  aura 
de  cette  manière  Tintégrale  générale  de  Téquation  difTé- 
renlielle,  pourvu  cependant  que  les  arbitraires  soient 
telles  qu'on  puisse  attribuer  à  la  fonction  j^  et  à  ses 
n —  I  premières  dérivées  des  valeurs  arbitraires  répondant 
à  une  valeur  Xq  de  x  choisie  à  volonté.  Cette  dernière 
condition  ne  serait  pas  remplie  s'il  existait  une  relation 
linéaire  entrej^i,^'2»  •  •  •»  J/u  car,  dans  ce  cas,  on  a 

04,  /I2,  . . . ,  a„^^  étant  des  coefficients  constants;  cette 
valeur  de  jn  étant  substituée  dans  Texpression  de  j  , 
celle-ci  se  réduit  à  la  forme 

et,  comme  elle  ne  renferme  pas  n  arbitraires,  elle  ne  peut 
être  l'intégrale  générale. 

726.  Quatrième  propriété.  —  Toutes  les  solutions 
d'une  équation  linéaire  d'ordre  n,  sans  second  membre, 

33. 
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sont  comprises  dans  l'expression 

Go  Ca,  . . . ,  C«  étant  des  constantes  arbitraires  et  j^y 
y%y  •  •  •  f  yn  des  fonctions  déterminées  de  la  ^variable 
indépendante . 

Cette  proposition  est  évidente  dans  le  cas*  de  n=^iy 
car  Téquation  différentielle  est  alors 

-;--hP^~o     ou     —  —  —  Pdlr, 
et  Ton  en  tire 

en  posant 


n 


Il  suffit,  diaprés  cela,  de  démontrer  que,  si  la  propriété 
en  question  appartient  aux  équations  d'ordre  n  —  i ,  elle 
appartient  aussi  aux  équations  d*ordre  /i.  Supposons 
donc  que  Téquation 

soit  satisfaite par^=j^{,j'i  étant  une  fonction  dex  sans^ 
constante  arbitraire,  et  faisons  la  substitution 

d'où 

dv  dz  dji     d^y  dr  z  dy,  dz  ei*  r, 

d.r       -^^dx  dr  '  dr^        ^^  dr*  dx  di  di* 


ces  valeurs  a^ant  élé  substituées  dans  la  proposée,  il  €^^s| 
évident  que  le  coefficient  de  z  sera 

(W^  iW*-^  dx  "^" 
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expression  dont  la  valeur  est  nulle,  par  hypothèse.  Si 

dz 
l'on  pose  —  =  w,  Téquation  en  u  sera  linéaire,  sans  se- 

cond  membre  et  d'ordre  n  —  i  ;  la  formule  donnant 
toutes  les  solutions  sera  donc 

1/  =  C,  w,  -i-  C3  «,  -h  .  .  .  H-  C„  tt„_i, 

et,  par  conséquent,  la  valeur  générale  de  z  sera 
2  =  Cl  -f-  Cf  /    «1  ^j:  -t- . . .  -H  C;,  I    «rt-i  dx. 
Ainsi  Ton  aura,  pour  l'expression  générale  Aejr^ 

r  =  Ci^i  '^  C,  J,   /     i/j  r/x  -h  .  .  .  -h  C«^,  /     tt„_t  rfx, 
ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Intégration  d'une  équation  linéaire  pourvue  d'un  se- 
cond membre,  dans  le  cas  oii  l'on  connaît  l'intégrale 
générale  de  l'équation  priv^ée  de  second  membre. 

727.  Posons,  pour  simplifier  l'écriture, 

P,  . .  . ,  T,  U  étant  des  fonctions  données  de  x,  et  con- 
sidérons l'équation  linéaire  d'ordre  n 

(a)  *(/)-V. 

dont  le  second  membre  V  est  également  une  fonction 
donnée  de  x.  Je  dis  que,  si  l'on  connaît  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation 

(3)  *(x)  =  o 

dépourvue  de  second  membre,  on  pourra  en  conclure 
l'intégrale  de  l'équation  (2),  par  de  simples  quadratures. 


•  • 


5l8  CALCUL    IIÏTÉGRÀL. 

Soit 

(4)  j'  —  CiXi  H- c,r,  H- . . . -4- c„^« 

rinlégrale  générale  de  l'équation  (3),  C|,  Ca,   .  •  <. ,  C^ 
étant  des  constantes  arbitraires.  Si  Ton  regarde  les  arbi- 
traires C|,  Ca,  . . . ,  C„  comme  des  fonctions  de  x indé- 
terminées, le  second  membre  de  la  formule  (4)  pourra 
représenter  une  fonction    quelconque,   et,   par  consé- 
quent, cette  formule  (4)  est  susceptible  d'exprimer,  en 
particulier.  Tintégrale  générale  de  l'équation  (a).  On 
peut  même,  si  Ton  veut,  attribuer  à  «  —  i    des  arbi- 
traires G,,  Co,  . .  .,  C/,  telles  valeurs  que  l'on  voudra 
ou  établir  entre  elles /z  —  i  relations  quelconques,  car, 
l'une  de  ces  arbitraires  demeurant  une  fonction  indéter- 
minée, nous  ne  faisons  autre  chose  que  substituer  kjr 
une  variable  nouvelle. 

DifTérentiant  donc  Téquation  (4)  dans  l'hypothèse  des 
arbitraires  variables,  nous  aurons 

—  Cl   — h  b»   — h  ...  -h  C;,  --r— 

dx  doc  dj'  a.r 

et,  puisque  nous  pouvons  établir  n — i  relations  entre 
les  arbitraires,  nous  poserons  d'abord  la  suivante  : 

dC^  dCf  dCn 

par  conséquent,  la  valeur  de  y-  sera  simplement 

dx  dx  dx  dx 

en  sorte  qu'elle  a  la  même  forme  que  dans  l'hypothèse 
des  ai'bitraires  constantes.    Formons  pareillement  les 
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dérivées  saivantes  de^,  jusqu'à  celle  de  l'ordre  n  — 1,« 
en  opérant  de  la  même  manière ,  c'est-à-dire  en  établis- 
sant entre  les  arbitraires  les  relations  nécessaires  pour 
que  les  expressions  des  dérivées  de^  soient  les  mêmes 
que  dans  l'hypothèse  des  arbitraires  constantes.  Il  est 
évident  que  les  relations  dont  il  s'agit  seront 

--?:i  ^1  u- 1':*  ^  -4-. . . .:-  î?^-i  —^-^zo 

[5]    i  dj:    dx     '     djc   (dx        '"        dx     ilx  ' 


« 


d^lrx  dC,    .    rf^-y,  dC,    .  .    d--\rn  ^  ^ 

^/x"-*    dx  "^    dx"-*    dv  "^  •  •  •  "^   ^n-%     ^j.         «» 

et  l'on  aura,  en  même  temps, 

dx  dx  dx  dx 

..«•• •.... ••••••••) 

d^  Y 

n  nous  faut  encore  la  valeur  de  -— -  ^  mais  nous  ne  pou- 

€MX 

vons  plus  établir  de  relation  nouvelle  entre  les  arbi- 
traires, et  la  dernière  des  équations  (6]  nous  donnera, 
par  la  différentlation, 

(7)  \  rf»-'j^,  rfC.  ,    ^"-Vn  '/C„ 

H >    .._«        •"  -r-  .  .  . 


dlr'*-*    </^-  dx'*-^     dx 

Substituons  maintenant,  dans  l'équation  (2),  les  valeurs 
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de  y  et  de  ses  n  premières  dérivées,  tirées  des  équa- 
tions (6)  et  (7);  il  viendra 

Ci»(/i)4-c,»(r,)-*----  +  c«*(ri») 


^  d-^n  dz,^^^  d-'^m  dc_ 

£ir'*-*    cLr        '  '  '   '     dx'*"^    dx 


«";:5  =  v. 


Or  les  quantités  ^{j\)j  ^C^a)»  •  •  •  >  *(/«)  sont  nulles 
par  hypothèse  ;  donc  on  a 

d--^r,dC,      d-\r,dC^ 

^^     rfx'*-^    dx  "*"  r/ar«-»    dx 
Maintenant,  si  le  déterminant 


T^  •    •    • 


=  V, 


(9) 


dx 


dx 


•  •>•••       •• 


•  •  • 


Xn 
dXn 

dx 

•  •  •  •  •  f 

d'^-^Xn 


d.r''-^ 


n'est  pas  nul,  les  équations  (5)  et  (8)  donneront,  pour 

-7-^>  -r^j  •••5  -T-^»  des  valeurs  déterminées,  fonctions 
ilx     dx  dx 

de  X, 

Pour  obtenir  ces  valeurs,  ajoutons  les  équations  (5) 
et  (8),  après  avoir  multiplié  les  premières  par  les  fac- 
teurs Xq,  X|,  . . . ,  X/i.2y  et  posons  généralement 


cir«-* 


on  aura 


dû. 


r/C, 


r/C. 


(«0     ^(•^«)7~-WrO^'-^...-^Wr«)^  =  v. 


y/-» 

Pour  avoir  la  valeur  de  -r^>  il  faut  déterminer  les  lac- 

ax 
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leurs  X  de  manière  que  l'on  ait 

(12)  «p(7j)=o,  f(xt)  —  o,...y  f(jr„)z=o,  excepte  y(j^^)  — o, 
et  l'équation  (  1 1  )  donnera 

9*  (j")  ^^^lï^  1^  valeur  que  prend  <^{j')  lorsque  les  coef- 
ficients X  satisfont  aux  équations  (12).  Désignons  par  c/ 
une  constante  arbitraire;  on  aura,  par  l'intégration. 


par  conséquent,  si  l'on  pose 

r'Vfir      ^  f*'  \dx  f  \dx 

l'intégrale  générale  de  l'équation  (2)  sera 

C4,  Ct,  •• .,  C/2  étant  des  constantes  arbitraires.  On  voit 
qu'elle  s'obtient  en  ajoutant  la  fonction  X  à  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (3). 

Il  faut  remarquer  que  le  déterminant  (9)  ne  peut 
jamais  être  nul.  En  effet,  par  hypothèse,  l'équation  (4) 
représente  l'intégrale  générale  de  l'équation  (3),  lors- 
qu'on regarde  Q,  Ca,  ..-,  C„  comme  des  constantes 
arbitraires;  donc  les  n  équations  (6)  doivent  fournir 
pour  Cl,  Ca,  . . . ,  C„  des  valeurs  déterminées  fonctions 

fi  y  d"~^Y 

de  Xf  r,  —y  •  •  •}  -7—7-7 y  ce  qui  n'aurait  pas  lieu,  si  le 

•^      dx  d.c"~^  ^  * 

déterminant  en  question  était  nul. 

728.  Métbode  de  Cauchy.  —  La  méthode  dont  nous 
venons  de  faire  usage,  fondée  sur  la  variation  desoi'bi^ 
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traires,  a  une  importance  considérable  dans  l'Analyse, 
et  elle  nous  a  fourni  une  solution  très-élégante  du  pro- 
blème que  nous  nous  étions  proposé  ;  il  ne  sera  pas  inu- 
tile cependant  de  faire  connaître  ici  une  autre  solution 
que  Cauchy  a  donnée  de  la  même  question. 
Il  s*agit  d'intégrer  l'équation 

d^  Y  d'*~^Y  (tr 

(i)  ^-+.p^-^H-...  +  T-f -f-Ur=-.F(x), 

^   '  dx*  d.T'^-^  dx  ^     ' 

dont  nous  représentons  le  second  membre  par  F(ar), 
en  supposant  connue  l'intégrale  générale  j^  =  Y  de 
Téquation 

Les  n  arbitraires  qui  figurent  dans  la  fonction  Y  peuvent 
être  déterminées  de  manière  que  l'on  ait,  pour  x  =  a, 

et  je  dis  qu'on  satisfera  à  l'équation  (i)  en  posant 


(4)  .^-f 


YdoL. 


En  efiety  on  a,  en  différentiant  cette  formule  (4)  et  en 
représentant  par  (Y)  la  valeur  de  Y  pour  a  =  x. 


dy  _  r^dY 

dx        I       dx 


r/a-:-(Y) 


OU  simplement 

car,  les  formules  (3)  ayant  lieu  quand  on  remplace  x 
par  a,  et  par  suite  quand  on  remplace  a  par  x,  la  quan- 
tité (Y)  est  identiquement  nulle. 
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Pareillement,  les  dérivées  -— -  ?  •  •  -j r-  s'annulant 

pour  a  =  x,  on  a,  par  des  difTérentiations  successives, 

cnr  C'd}X  , 


d^r  C  d'Y 


(6;  ^      dx*         J^      d,r^ 


dotj 


1  dx 

\  •'  o 


enfin,  une  diflféren dation  nouvelle  donne 


/d^-'Y\ 
\  dx"-^  ) 


hypothèse,  ^  se  réduit  à  F(a)  pourx  =  a;  ainsiTona 


^^Z  _  r  d'Y  ^       /dj;^\ 

ilx"     "Jo      ^'*  \dr."-'^] 

if'-*  Y 
étant  la  valeur  que  prend       ^^_^   pour  a  =  x. 

Il  est  évident  que  cette  valeur  est  F(x),  puisque,  par 

Substituons  maintenant,  dans  l'équation  (i),  les  valeurs 

dv  d"  Y 

àey^~i  •••î;t4  tirées   des  formules  (4),   (5),  (6) 

et  (7);  on  aura  pour  résultat 

ce  qui  est  bien  une  identité  ;  car  le  coefficient  de  da  sous 
le  signe  1  est  nul  par  hypothèse. 

Nous  connaissons  donc,  par  cette  méthode,  une  solu- 
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tion  de  Téquation  (i);  désignons-la  par  X  et  posons 

Si  l'on  efface  les  termes  qui  se  détruisent,  le  résultat  de 
la  substitution  dans  Téquation  (i)  sera 


-f-P 


>^^--^^;îï-^^^  =  ^' 


^x'*  d. 

ce  qui  nVst  autre  chose  que  Téquation  (2),  où  la  lettre 
y  est  remplacée  par  z.  Il  s'ensuit  que,  pour  avoir  l'inté- 
grale générale  de  Téquation  (1),  ilsuflit  de  prendre  celle 
de  Téquation  (2)  et  d'y  ajouter  ensuite  X. 

Réducfion  d'une  équation  linéaire  à  une  autre  d'ordre 
inférieur,  dans  le  cas  où,  l'on  connaît  une  ou  plu- 
sieurs intégrales  particulières  de  l' équation  privée 
de  second  membre, 

729.  Posons,  comme  au  n°  727, 

P,  . . . ,  T,  U  étant  des  fonctions  données  de  x.  Nous 
venons  de  voir  qu'on  peut  obtenir,  par  des  quadratures, 
l'intégrale  générale  de  l'équation 

(2)  *Lr)-V, 

dont  le  second  membre  est  une  fonction  donnée  de  JC, 
quand  on  connaît  Tintégralc  générale  de  Téquation 

(3)  *(v)r=0. 

ou,  ce  qui  revient  au  mcme,  quand  on  connaît  n  inté- 
grales particulières  distinctes  de  cette  équation,  sans 
aucune  constante  arbitraire.  Nous  nous  proposons  ici 
de  généraliser  ce  résultat  en  démontrant  que  Tintégra- 
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tîon  de  l'équatîon ( 2)  exige  seulement rîntégratîon d'une 
équation  linéaire  d*ordre  n  —  «,  lorsque  l'on  connaît  / 
intégrales  particulières  de  Téquation  (3). 

Supposons  que  l'on  connaisse  une  intégrale  particu- 
lière^! de  l'équation  (3);  on  aura  une  intégrale  plus 
générale  en  posant 

(4)  r  =  Qr„ 

C|  étant  une  arbitraire,  et,  si  l'on  regarde  G|  comme 
variable,  l'équation  (4)  pourra  représenter  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (  2  )  ;  ce  n'est  ici  que  le  même 
changement  de  variables  déjà  pratiqué  au  n®  726.  L'équa- 
tion (4)  donne,  par  la  diOerentiation  (n®  64), 

^  _       flfrt  dC^ 

dx  dx  dx 


(5) 


dx* 

-c. 

d*rx 

dx* 

4-2 

dC, 
dx 

dn 

dx 

-^Xx 

d*Cx 

d^r 

dx" 

Cl 

dx" 

n 

-h  - 

I 

dC, 
dx 

d"' 
dx 

-'Xv 

tl-X 

■1- . . .  -1 

dx"  ' 

et,  comme  ^{y%)  est  nul  par  hypothèse,  la  substitution 
des  valeurs  (4)  et  (5)  dans  Téquation  (2)  donnera  un 
résultat  de  la  forme 

P,,  . . .,  T|  et  V,  étant  des  fonctions  connues  de  x. 
L'équation  (6),  d'où  Ton  doit  tirer  la  valeur  de  C|,  est 
linéaire  et  d'ordre  n  ;  mais,  comme  elle  ne  renferme  que 
les  dérivées  de  C|  et  non  cette  fonction  elle-même,  on 
l'abaissera  à  l'ordre  n  —  i  en  posant 


(7) 
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elle  devient  alors 

Si  Ton  peut  trouver  l'intégrale  générale  de  l'équation  (8), 
on  aura,  par  Téquation  (7),  en  désignant  par  C|  une 
constante  arbitraire, 

Cj  =  Cj  -T-   /     utix; 

enfin  Téquation  (4)  donnera 

(9)  r  =  ^1^1 -H ri/   w^-»^, 

qui  sera  Tintégrale  générale  de  l'équation  proposée  (s)* 

Ainsi  la  connaissance  d'une  intégrale  particulière  de 

l'équation  (  3  )  permet*  d'abaisser  d'une  unité  l'ordre  de 

l'équation  (a),  sans  que  la  forme  linéaire  soit  sacriGée. 

730.  Supposons  que  l'on  connaisse  i  intégrales  par- 
ticulières 

ri>  Xu  •  •  •  »  Xi 

de  l'équation  (3).  Au  moyen  de  l'intégrale j^i ,  on  ramè- 
nera, comme  on  vient  de  le  voir,  l'intégration  de  l'équa- 
tion (a)  à  celle  de  l'équation  (8),  que  nous  représen- 
terons, pour  abréger,  par 

(10)  V(«)--V„ 

et  je  dis  que  l'on  connaît  i —  i  intégrales  particulières 
de  l'équation 

(11)  ^(«jzzzo. 

En  effet,  il  est  évident  qu'on  passe  de  l'équation  (11]  à 
l'équation  (3)  par  Ja  substitution 
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et,  puisque  j^a,j^8>  •  •  •  >^<-i  sont  des  solutions  de  cette 
équation  (3),  l'équation  (11)  sera  satisfaite  par  Fane 
quelconque  des  valeurs  suivantes  de  u  : 


d^J^ 

d^^ 

rf^' 

y\ 

Ti 

Ti 

dx 

dx  ' 

■'      dx 

Ainsi  Ton  peut  appliquer  à  l'équation  (10)  tout  ce  que 
nous  avons  dit  de  l'équation  (  a  )  ;  on  ramènera  la  re- 
cherche de  son  intégrale  à  celle  d*une  équation  linéaire 
d'ordre  n  —  2  telle,  que  l'équation  correspondante  sans 
second  membre  admettra  i  —  2  intégrales  particulières 
connues.  Et,  en  poursuivant  de  la  même  manière,  on 
formera  une  équation  linéaire  d'ordre  n  — i,  dont  il  suf- 
fira de  connaître  l'intégrale  générale  pour  obtenir  celle 
de  la  proposée. 

731.  Remarques.  —  La  connaissance  d'une  intégrale 
particulière  j^i  de  l'équation  (2)  ramène,  comme  on  l'a 
vu,  l'intégration  de  cette  équation  à  celle  de  l'équa- 
tion (3);  en  d'autres  termes,  elle  donne  le  moyen  de 
faire  disparaître  le  second  membre,  mais  non  d'abaisser 
l'ordre  de  l'équation.  Il  en  résulte  que,  si  l'on  connaît  i 
intégrales  particulières  de  la  même  équation  (2),  on 
pourra  faire  disparaître  le  second  membre  et  abaisser  en 
outre  de  i  —  i  unités  l'ordre  de  l'équation  ;  car,  l'inté- 
grale y\  ayant  été  employée  pour  l'évanouissement  du 
second  membre,  on  connaîtra  i — i  intégrales  y^ — j^i, 
j% — Xi,  . . . ,  ji — y%  de  l'équation  transformée. 

Si  le  rapport  de  V  à  U  est  constant,  on  a  une  solution 

V 

de  l'équation  (a)  en  posant j^  11:::  -•,  cette  équation  est 

donc  immédiatement  ramenée  à  l'équation  (3). 

Enfin  on  voit  par  les  développements  qui  précèdent 
que  les  équations  linéaires  n'admettent  pas  de  solutions 
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parliculièrcs,  sans  qu'il  soit  nécessaire,  pour  cet  objet, 
de  recourir  à  la  théorie  générale  de  ces  solutions.  Nous 
avons  vu  eiïcctivement  que,  si  ji  désigne  une  solution 
de  l'équation  4>(j  )  =  o,  on  peut  mettre  l'intégrale  géné- 
rale de  cette  équation  sous  la  forme 

y^  est  donc  une  intégrale  particulière.  De  même,  si  y^ 
désigne  une  solution  de  4>(j^):=:  V,  l'intégrale  générale 
de  cette  équation  sera  de  la  forme 

en  sorte  que  y^  est  encore  une  intégrale  particulière. 

Autre  manière  et  effectuer  la  réduction  d'une  équation 
linéaire  à  une  équation  linéaire  d^ ordre  inférieur, 

732.  La  réduction  dont  nous  nous  sommes  occupé  au 
n"  730  peut  être  effectuée  d'une  autre  manière  ;  c'est  ce 
que  nous  allons  montrer  ici,  afin  de  donner  un  nouvel 
exemple  de  la  méthode  de  la  variation  des  arbitraires 

Reprenons  l'équation  linéaire  d'ordre  n 

(i)  ♦(r;-v, 

et  supposons  que  l'on  connaisse  /  intégrales  particulières 
de  l'équation  sans  second  membre 

(2)  ^[jr]z=o. 

On  aura   une    intégrale  particulière   plus  étendue  de 
l'équation  (a)  en  posant 

(  3  i  j  -r.  C,  ji  -;-  C,  jj  -H . . .  -f-  CiXh 

C|,  Ca,  . .  .,  C/ étant  des  constantes  arbitraires,  etsil'on 
regarde  ces  arbitraires  comme  des  variables,  fonctions 
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de  or,  Téquation  (3)  sera  susceptible  de  représenter  Tin- 
tégrale  générale  de  Téquation  (i)  ;  on  pourra  même  éta- 
l»lir  entre  les  arbitraires  i —  i  relations  choisies  à  vo- 
lonté. Procédant  ici  comme  au  n*^  727 ,  nous  choisirons 
les  relations  dont  il  s^agit  de  telle  manière  que  les  i  —  i 
premières  dérivées  de  y  aient  les  mêmes  expressions 
dans  l'hypothèse  des  arbitraires  variables  que  dans  celle 
des  arbitraires  constantes.  Ainsi  nous  poserons 

(4  )    '    dx    dx         lix    dx        "  '       dx    dx  ' 


djc'-*    dx  rir*-»     rtv  dx^^     dx 

^^  l'on  aura 

y  =  Ciji  -h  Cjjri  4- ...  -4-  C/7/, 

dy  dY\  dxt  ^  dyi 

[^  \   r  £ur      dx  dx  dx 

^;ct  -  Ci  dïJ=r  +  C,  ^j::^- + . . .  +  Q  ^^CT- 
**Sons,  en  outre, 

éy,  dC,       d'r,  dC,  d'y,  rfC,  _ 

l^  j       I 'd^  ~d^  '^  d^  ~d^  '^ ■  '  ■ '^  dx'    dx  - '*' 


d'-'y,  dCi      d—^y,  dCt  d^^y,  dC, 

\  7£r"-«    dx  ■*■  dx"-'    dx  dx"-'    dx         »~" 

».—  Ca/e.  i/i(.  3i& 
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et  faisons  aussi,  pour  abréger  récriture, 
Z  =  r, 

(7)       (2'=^;.  +  ^:.+='. 


> 


on  aura,  en  difTérentiant  la  dernière  des  équations  (5), 
et  répétant  cette  différentiatlon  jusqu'à  celle  de  Tordre 
n  —  i-^  I , 


Substituons  maintenant,  dans  Téquation  (i),  les  va- 
leurs iej  et  de  ses  n  premières  dérivées  tirées  des  for- 
mules (5)  et  (8)  ;  on  aura,  en  remarquant que"7^i,^j,  •••» 
ji  sont  des  intégrales  particulières  de  Téquation   a), 

( 9 ;  Zn-i  -+-  PZ^_,_,  H-  .  . .  -+-  SZ  ^  V. 

Mais  le  système  composé  des  équations  (4)  et  delà  pre- 
mière équation  (6)  détermine  pour 

y _j      •••9      

dx        dx  dx 

des  valeurs  de  la  forme 
/     \      '^^i       V  ^Cj       _-  dCi      _. 
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«y  Xa,  ...y  X{'  étant  des  fonctions  données  de  Xy  et 
l^s  n  —  i  dernières  équations  (6)  donnent  ensuite  pour 
j^  ^  ^  Z29  .  • .  1  z„^i  des  valeurs  telles  que 

(11)  2,  =  s,  s,       Sj  =  Sj5,        .  .  .  ,       Zn-i  =  S;,_/«, 

S ,  ,  S2,  . .  .y  S;;^*  étant  également  des  fonctions  données 
de  ^.  Il  en  résulte  que  les  quantités  désignées  par  Z^  sont 
des  fonctions  linéaires  d'ordre  k  relativement  à  z  et  à  ses 
dérivées;  Téquation  (9),  à  laquelle  nous  ramenons  la  pro- 
posée, est  donc  linéaire  comme  celle-ci,  et  d'ordre  n —  i. 
L'intégrale  générale  de  l'équation  (9)  renferme  //  —  / 
constantes   arbitraires  ;  cette  intégrale  étant  supposée 
connue,  on  aura,  par  les  équations  (10), 

Cl  :=  Cj  -+-  I     Xt  zdx^ 

Cl  =  Cl  -h  j     Xizdx, 

^»  >  Ca,   ...,    Ci  désignant  i  nouvelles    constantes  arbî- 

"^^ires.  En  employant  ces  valeurs  de  C|,  Ca,  ...,  C/,  l'é- 

^^^lion  (3)  donnera  l'intégrale  générale  de  la  proposée; 

•*^  renferme  bien,  comme  on  voit,  n  constantes  arbi- 

^res. 

Des  équations  linéaires  du  deuxième  ordre. 
733.  Considérons   l'équation  linéaire   du    deuxième 


xe 


34. 


^.H-P^  +  Qr  =  v, 
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OÙ  P,  Q,  V  sont  des  fonctions  données  de  x.  D'après  la 
théorie  exposée  précédemment  (n°729),  si  Ton  con- 
naît une  solution  y^  de  l'équation  obtenue  en  rempla- 
çant V  par  zéro,  l'intégration  de  la  proposée  ne  dé- 
pendra que  de  celle  d'une  équation  linéaire  du  premier 
ordre,  et,  comme  une  telle  équation  peut  toujours  êlre 
intégrée,  on  pourra  aussi  déterminer  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  (i).On  obtient  très-aisémenl  celte  in- 
tégrale en  opérant  comme  il  suil.  On  a,  par  hypothèse, 

En  retranchant  les  équations  ^i)  et  (2)  l'une  de  l'autre 
après  avoir  multiplié  la  première  par^'i  et  la  seconde 
par  j^,  il  vient 


V 

'dx'        • 

' 'd'x- ) -^  "  \^ ' dx      ^', 

or,  si  1 

on  fait 

(3) 

'^r          dyt 

on  aura 

(Pr          d^Xx        dz  ^ 

donc 

(4) 

dz        ^ 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  est 


(5)         z^e    •'"        VC,+J^    e--^'        Vr.dx]; 
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l'équation  (3)  donne  ensuite 


533 


-2» 


dx         jr^^ 

d'où,  en  intégrant, 

(61  j  =  C7tH-7i   /     ^dx. 

Cette  expression  (&)  de  j^  renferme  deux  constantes 
arbitraires  C,  C|. 

734.  Il  convient  d'indiquer  ici,  d'après  Sturm,  une 
propriété  des  intégrales  de  l'équation  sans  second 
membre 

Soient^i  et  j^a  deux  intégrales  particulières  avec  les- 
quelles on  peut  composer,  comme  on  sait,  l'intégrale 
générale.  On  aura,  par  ce  qui  précède, 


I       Prfx 


djc  dx 


d'où  il  suit  que  la  fonction  y  i  ~  — j^  —  a  toujours 

le  même  signe,  et,  par  conséquent,  j^i  et  -J-^  ou ^2  et  -~^ 
ne  peuvent  s'annuler  pour  la  même  valeur  x.  Supposons 

si  la  fonction  ji  s'annule  pour  a:  =  a  et  pour  j:  =  6,  on 
aura,  pour  l'une  et  l'autre  de  ces  valeurs  de  x, 
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et,  par  conséquent,  j^a  et  ~  seront  de  signes  contraires. 

Soit  b^a\  quand  x  croît  de  a  à  £,  -~  change  de  signe 

pour  une  certaine  valeur  a  de  a:;  donc  y^  doit  aussi 
changer  de  signe  avant  que  x  devienne  égal  à  b.  Par 
conséquent,  si  la  fonction  j^  reste  finie,  elle  s'éva- 
nouira pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b.  On 
voit  de  la  même  manière  que  j%  s'annule  nécessaire- 
ment, si  elle  reste  continue,  pour  une  valeur  de  x  com- 
prise entre  deux  valeurs  qui  annulent  j'a* 

Il  résulte  de  là  que,  x  croissant,  les  deux  fonctions/i 
et  y^  s'annulent  alternativement  tant  qu'elles  restent 
continues. 

Des  équations  linéaires  sans  second  membre» 
à  coejjficients  constants* 

735.  Soit,  comme  au  n®  727, 

P,  . . .,  T,  U  étant  des  constantes  ou  des  fonctions  de  x, 
et  posons,  en  outre, 

(2)  /( r)  =  r»  -+-  P/^-»  -f- .  . .  4-  Tr  -+-  U, 

;•  étant  une  indéterminée;  si  l'on  remplace  j  par  l'ex- 
ponentielle e^^,  on  aura 

(3)  <if[c'')=e'^f[r). 

Cette  formule  (3)  est  une  identité;  difTérenlîons-la  i  fois 
par  rapport  à  r;  il  est  évident  que  la  dérivée  d'ordre  i 
du  premier  membre  sera 


(d'  e^^\ 
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ant  à  la  dérivée  d'ordre  i  du  second  membre  de  la 
nule  (3),  on  Tobtiendra  par  la  règle  du  n®  66,  qui 
:  à  dîfierenlier  les  produits 5  on  aura  ainsi,  en  dési- 
nt  par/'(r),y''(r),  ...  les  dérivées  successives  du 
)môme/(r), 

>ela  posé,  considérons  l'équation  linéaire  d'ordre  n 
s  second  membre 

♦(r)=o, 

si  que  l'équation  algébrique  correspondante 

uelle  sera  dite  Véquation  caractéristique. 
ii  l'équation  caractéristique  admet  une  racine  ri  îndé- 
idante  de  x,  on  voit,  par  la  formule  (3),  que  l'équa- 
1  (5)  admettra  l'intégrale  particulière  e^t-^.  En  outre, 
elte  racine  r^  est  multiple  et  que  [k  désigne  son  degré 
3iultiplicité,  elle  appartiendra  aux  équations 

par  conséquent,  pour  les  valeurs  i,  2,  ...,  (jui —  i) 
\  la  formule  (4)  donnera 

*(x'>''t*)  =  0, 
^  il  suit  que  l'équation  (i)  admettra  les  fx  solutions 

-•orsque  les  coefficients  P,  ...,  T, U  de  l'équation  (5) 
t  constants,  l'équation  caractéristique  a  ses  n  racines 
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indépendantes  de  x,  et,  en  conséquence,  on  a  ce  th^^^^^o- 
crème  : 


Théorème.  —  Si  les  coefficients  de  l'équation  linéiû^^^re 
d'ordre  n  sans  second  membre  4>(j^)=o  sont  co^aon- 
stants,   chaque  racine  de   l'équation   caractéristiq^    — ue 
donne  autant  d'intégrales  particulières  quilj  ad^  ^u- 
nités  dans  son  degré  de  multiplicité,  et  par  conséquc        nt 

le  nombre  total  de  ces  intégrales  particulières  est  ég al 

à  l'ordre  de  l'équation  différentielle. 

Ce  théorème  permet  de  former  l'intégrale  générale  ■■—de 
Téquation  difTérentielie.  Si  les  racines  de  l'équation  <  :a- 
ractéristique  sont  inégales,  et  qu'on  les  désigne  par  jbb^i^ 
r2,  . . .,  Tu,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (5)  sera 

C|,  C29  "'9  Càn  étant  des  constantes  arbitraires.  Dans  k 
cas  général,  soient  Tj  ,  r2,  . . . ,  r,  les  racines  distinctes  ^c 
l'équation  caractéristique,  fXi,  fX2>  •••»Pi  leurs  deg^:="^s 
de  multiplicité  respectifs  ;  l'intégrale  générale  de  l'équ-^^*" 
tion  (5)  sera 


Pi,  P2,  . . .,  P|  étant  des  polynômes  en  x,  à  coefRcieu-^*'^ 
arbitraires  et  des  degrés  respectifs  /ui|  —  i,  [x^ — i,  .— 

(Ai—  I . 

736.  Pour  que  la  solution  formée  comme  nous  veno^ 
de  le  dire  soit  effectivement  l'intégrale  générale  de  1** 
quation  proposée,  il  est  nécessaire  qu'on  puisse  atl 
buer  aux  constantes  des  valeurs  telles  que 

•^'      dx^      djo^^      •"*      aLr«-i 
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prennent,  pour  x  =  Xot  les  valeurs  arbitraires 

.7 o>  j  0^  J  09  *  *  '  9  J 0 

Nous  allons  montrer  que  cette  condition  est  rem  plie,  en 
nous  bornant  toutefois  au  cas  où  l'équation  caractéris- 
tique n'a  pas  de  racines  égales. 
Si  l'on  fait  généralement 

la  valeur  dey  que  nous  avons  obtenue  prendra  la  forme 

et  l'on  en  déduit,  par  la  différentiation, 
dr 


•  ••• • .•.••••        ..««.I 

Pour  X  =  oToy  on  aura 

jr^  =  cj  4-  c,  -+- . . .  4-  r„, 

•  ...«.•«.•.•••.••.•.•• f 

^t  il  s'agit  de  démontrer  qu'on  peut  tirer  de  ces  équa- 
tions des  valeurs  finies  et  déterminées  pour  C| ,  Ct, . . . ,  Cn, 
en  supposant  distinctes  les  racines  r^  r29  ••.9  r,,.  A  cet 
effet,  ajoutons  les  équations  précédentes  après  les  avoir 
multipliées  respectivement  par  les  facteurs 
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on  aura 

en  posant,  pour  abréger. 

Supposons  qu'on  veuille  déterminer  Ci\  on  disposera 
des  facteurs  indéterminés  X  de  manière  que  Ton  ait 

?[r\)=^Oy    9>(r,  =o,  ...,     9>(r„  =o,   excepté    y[rJ  =  o, 
et  Téquation  précédente  donnera 


Les  conditions  par  lesquelles  nous  déterminons  les  fac- 
teurs \  expriment  que  Téquation 

y(r)  =  o 

a  pour  racines  Tj,  r2,  . . . ,  r^,  excepté  r/.  Maïs  l'équa- 
tion caractéristique  y(r)=  o  a  ces  mêmes  racines,  r/ 
comprise.  On  a  donc 


?(0  = 


r  —  ri  r  —  r^ 


en  effectuant  la  division  dans  le  second  membre  et  éga- 
lant ensuite  de  part  et  d'autre  les  coefficients  des  mêmes 
puissances  de  r,  on  aura 

Va  =  Q  4-  P/-,-  -t-  ri 


• > 


équations  qui  déterminent  les  facteurs  X. 
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L'expression  de  y(r)  devient,  pour  r  :=  r/, 

y(r,)=/'(r,), 
d'où 

ce  qui  est  nne  valeur  déterminée,  carréquationy*(r):=o 
n'ayant  pas  de  racines  multiples,  le  diviseury(ri)  ne 
peut  être  nul.  Ainsi  notre  solution  de  Téquation  diffé- 
rentielle proposée  satisfait  bien  à  la  condition  que  doit 
remplir  l'intégrale  générale. 

737 .  MÉTHonE  nE  d'âlembert.  —  Nous  avons  démontré 
plus  haut  que  chaque  racine  de  l'équation  caractéristique 
fournit  autant  d'intégrales  particulières  de  l'équation 
hnéaire  correspondante  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  degré 
de  multiplicité.  Mais,  sans  recourir  à  ce  théorème,  on 
peut  passer  facilement  du  cas  des  racines  inégales  à  celui 
des  racines  multiples,  en  faisant  usage  d'une  méthode 
due  à  d'Alembert  et  qui  offre  de  précieuses  ressources 
dans  diverses  questions  d'Analyse.  Voici  en  quoi  con- 
siste cette  méthode.  Soient,  comme  à  l'ordinaire, 

(1)  *(r)=o 

l'équation  linéaire  proposée  et 

(J)  /(r;  =  o 

l'équation  caractéristique.  Supposons  que  cette  dernière 
équation  n'ait  qu'une  seule  racine  multiple  ri  et  que  le 
degré  de  multiplicité  de  cette  racine  soit  a.  Représen- 
tons par 

(3)  "J'(r)  =  o 

Inéquation  linéaire  qui  répond  à  l'équation  caractéristique 
^  étant  une  quantité  aussi  petite  que  l'on  voudra. 
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L'équation  (4)  n'ayant  pas  de  racines  multiples,  Vm- 
tégrale  générale  de  l'équation  (3)  sera 

Mais  on  a 

et  si  Ton  fait 

Ci  +  C,  =  Di,     C,^=:Ds, 

la  valeur  dej^  sera 

jr  =  e^-^^Di^-D,a:H-D,/i^— -4-...  J -f- €,<?'••' -♦-... -h C.ff"-'; 

Di  et  D2  sont  deux  constantes  arbitraires  qu'il  est  permis 
de  substituer  à  C|  et  Cj.  Maintenant,  si  l'on  fait  décroî- 
tre h  indéfiniment,  l'équation  (3)  coïncidera,  à  la  limite, 
avec  l'équation  (i),  et  en  même  temps  la  précédente 
valeur  dej^  deviendra 

ce  qui  s'accorde  avec  le  théorème  du  n**  735. 

Supposons  maintenant  que  l'équation  caractéristique 
de  l'équation  linéaire  $(^)=  o  ait  trois  racines  égales 
à  r^;  l'équation  (4)  aura  deux  racines  égales  à  r^  et  une 
racine  ra,  égale  à  ri  -+-  A;  alors  l'intégrale  générale  de 
l'équation  (3)  sera 

Développant  e^  en  série  el  posant 

D, -hC3  =  Ei,     Dj-4-C,^  =  E„     Cj =:Ea, 

I  .2 

il  viendra 

/  F  A  \ 

j  =  (Ei  -h  E,x  -h  E3X'  -h  -3  --^  -^- •  •  •  j^'"»'^ -*-... -trC»^''i 


CHAPITRE    IX.  541 

r  si  Ton  fait  tendre  h  vers  zéro,  on  aura  à  la  limite 

^  =:  (  El  -h  E,x  -h  E3X*  ;  ff^i-'-K . . .  -t-  C„e^»', 

qui  est  Tintégrale  générale  de  la  proposée  dans  le  cas 
me  racine  triple  r^ 

En  continuant  ainsi,  on  verra  que,  si  fii  désigne  le 
p*é  de  multiplicité  de  la  racine  r| ,  Tintégrale  générale 
:ndra  la  forme 

étant  un  polynôme  arbitraire  en  x,  du  degré  jeai —  1; 
en  opérant  de  la  même  manière  sur  les  autres  racines 
Itiples  que  peut  avoir  réquationy(r)=.  o,  on  repro- 
ra  d'une  manière  complète  le  résultat  auquel  nous 
imes  parvenu  au  n**  735. 

f38.  Dans  ce  qui  précède,  nous  n'avons  fait  aucune 
>othèse  sur  la  nature  des  racines  de  Téquation  carac- 
stique.  Lorsque  les  coefficients  sont  réels,  deux  ra- 
es  imaginaires  conjuguées  introduisent  dans  Tinté- 
le  générale  des  termes  compliqués  d'imaginaires,  et 
st  souvent  utile  de  les  ramener  à  la  forme  réelle. 
>oient /'i  =  a -4- (3  y/— 1 ,  rj  =  «  —  /3  y  —  i  deux  ra- 
es  imaginaires  conjuguées  de  Téquation  caractéris- 
le.  Si  ces  racines  sont  simples,  elles  introduiront  dans 
tégrale  générale  les  termes 

ff«*(cose4r-h^—  isinej:)-+-C,ff"(cos6x  — ^—  isin6jr\ 

on  peut  remplacer  par 

(AcosGx  -+•  BsinêjTJtf**, 
posant 

A  =  Cl  -h  C2,     B  =  (  C,  —  C,  )  V^^. 

peut  aussi  poser 

A  ~  Gcos^,     B  =  —  Gsin^y 
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et  les  deux  termes  que  nous  considérons  seront  rem- 
placés par 

Ge?"cos(6j:  -f-^), 

G  et  g  étant  deux  constantes  arbitraires. 

On  voit  immédiatement  que,  si  les  racines  conjuguées 
Tj,  Tj  ont  le  degré  de  multiplicité  jia,  elles  introduirout 
dans  l'intégrale  générale  les  termes 


•  •  • 


é^^  [Gros   S.r  -f-  ^  )  -+-  G|  -rcos  ( 6 j:  -*-  ^i  ) 

-h  G^_tJ:»^»cos(6x  -l-g'^.,)], 

où  G,  G, , .  .  . ,  G^^i,  g,  giy..,  g^^x  désignent  2fA  con- 
stantes arbitraires. 

Considérons,  par  exemple,  l'équation 

dont  nous  nous  sommes  déjà  occupé  au  n°  703;  Téqna- 
lion  caractéristique  est  ici  r*4-/i*==o,  et  Ton  en 
tire  r=±n  ^ — i;  l'intégrale  générale  sera  donc 

j-  =  Acos/zx  -h  Bsin/ij-, 

ou,  si  Ton  veut, 

739.  Le  théorème  du  n®  73o  est  quelquefois  appli- 
cable à  des  équations  linéaires  dans  lesquelles  les  coeffi- 
cients ne  sont  pas  tous  constants.  Nous  croyons  devoir 
en  présenter  un  exemple. 

Soit  Téquation  du  quatrième  ordre 

,7,»--(-  +  3)--H-3;x4-,)_-i3x  +  .)-+xr  =  o, 

Téquation  caractéristique  est  ici 

(r— i)3(a  — x)  =  oj 
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Xle  a  trois  racines  égales  à  i,  et,  par  conséquent,  on 
satisfera  à  la  proposée  en  posant 

Connaissant  trois  intégrales  particulières,  on  peut  ra- 
nener  Péquation  difTérentielIe  au  premier  ordre,  et  par 
conséquent  l'intégrer  complètement  (n°732).  Mais  on 
iTTÎve  plus  aisément  au  résultat  demandé  en  employant 
«implement  la  solution 

Regardant  C  comme  variable,  on  trouve  cette  transfor- 
laée  en  C  : 

Posant 


dur" 
!  1  vient 


=  u. 


du  du       ,  .  , 

, hll  — j:    l/=:0        ou      =[x  —  Vd.-r 

dx       ^  '  u 


d'où 


on  a  donc 


Il  =z=  ce*         ; 


5?  "~  ' 


C2t,  en  intégrant  par  la  méthode  du  n**  693, 

Jf%*  1 

[x — z)*e*  r/z -h  Co-f- C|vr -f-£?,jr; 

0 

l 'intégrale  de  l'équation  proposée  est  ainsi 

'     [x — z)*e'         dZy 
0 

^0,  C|,  C2,  c  étant  quatre  constantes  arbitraires. 
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Des  équations  linéaires  pourifues  et  un  second 

et  à  coefficients  constants. 

740.   Pour  avoir  Tintégrale  générale  de  Féquatia 
linéaire 

(')  ♦(r)=v, 

il  suffit,  comme  on  Fa  vu,  de  connaître  une  intégrale  M^ -aI^ 
particulière  sans  constante  arbitraire  et  d'ajouter  cette^^-^-te 
intégrale  à  Tintégrale  générale  de  Téquatlon  sans  seconcE:^  Mzià 
membre 

(2)  ^(r)  =  o. 

Nous  avons  démontré  au  n®  727  qu'on  obtient  l'intégral 
particulière  demandée  j^  =  X  en  posant 

Dans  cette  formule,^!, ^2>--»J^»  désignent n intégrales 
particulières  de  l'équation  (2),  et  91  (j)  représente  la  fon 
tion 

OÙ  les  coefficients  X  sont  déterminés  de  manière  que  l'oni 
ait 

?/(ri)  =  o»  ?i(rî)  =  o ?/(rn)  =  o»  excepté  ç»/(j/;  =  o. 

Appliquons  ce  résultat  au  cas  où,  les  coefGcients  de 
4>  (y)  étant  constants,  l'équation  caractéristique  n'a  pas 
de  racines  égales.  On  a  icij^i  =  e^*ety,(j^)  est  le  produit 
de  e^^  par  le  polynôme 

aul  doit  s'annuler  quand  on  pose  r  =  r|,  r2,  ...,  r«, 
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excepté  r,;  il  résulte  de  là  que,y(r)  désignant  le  pre- 
mier membre  de  Téquation  caractéristique,  on  a 

et,  pour  j^  =  J^/  ou  ''  =  'V> 

D'après  cela,  la  formule  (  3  )  donnera 

1'        ^^-^  r*  ^'■«•^    r' 


Telle  est  la  quantité  qu'il  faut  ajouter  à  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  (2)  pour  avoir  celle  de  l'équation  (3). 
On  obtient  exactement  la  même  formule  en  appliquant 
la  méthode  de  Cauchy  que  nous  avons  fait  connaître  au 
n«  728. 

Il  ne  serait  pas  difficile  de  déduire  de  la  formule  (4  ) 
celles  qui  conviennent  aux  cas  où  l'équation  caractéris- 
tique a  des  racines  multiples;  mais  nous  ne  croyons  pas 
utile  de  développer  cette  analyse.  On  résoudra  facile- 
ment la  question,  dans  chaque  cas,  en  faisant  usage  de 
la  formule  (3). 

741.  Exemples.  —  i®  Soit  proposé  d'intégrer  l'é- 
quation 

En  considérant  d'abord  l'équation 

d7^  -  '^  ^  ^^' 

S.  —  Cale.  int.  35 
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on  a  réqaatîon  caractéristique y(r)  =  r*  —  n*=:o, 
r  ^=:  =li  w;  rinlégrale  générale  est  donc 

Revenons  à  la  proposée  ;  à  cause  dey^(/')  =  2r  et  d»- 
ou  a 


ou,  en  mettant  or  au  lieu  de  x  sous  chaque  signe  i  9 


[ 


X  p     n(x — g)  n  (  j  —  •) 

T  1 

X 


e       '  .     —  tf 


t 

-  da; 


çnx 


je 

Posant  donc 


V^i-hx*        2//Vo    V^IH j:* 


9 


l'intégrale  demandée  sera 

^  =  Ci^"'  -f-  C,£-»'  -:-  X. 

2°  Considérons  encore  l'équation 

L'équation  privée  du  second  membre  répond  ^       * 
qualion  caractéristique  (r — /i)2=:o,  et  il  en  résult;^ 
deux  intégrales  particulières  j^i  =  e"-^,  j^2  =  xe**; 
en  conservant  les  notations  du  n®  740,  on  a 


les 
-«lis, 


•»■•  •'*• 
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^ura,  pour  l'intégrale  générale  de  la  proposée, 

et  C2  étant  deux  constantes  arbitraires. 

7  iâ.  Au  lieu  d'appliquer  les  formules  générales,  on 
:it  procéder,  dans  chaque  cas  particulier,  à  une  recher- 
^  directe,  en  suivant  la  méthode  par  laquelle  nous 
>ns  établi  ces  formules.  Mais  nous  devons  indiquer 
ax  cas  dans  lesquels  on  parvient  immédiatement  à  dé- 
jvrir  l'intégrale  particulière  nécessaire  pour  Tévanouis- 
nent  du  second  membre  de  l'équation  dilTérentielle. 
1°  Si  le  second  membre  V  est  une  fonction  entière 

V  =  Ao-c'  -f-  Al  x*"*  H-  . . .  -{-  A/_i X  -h  A/, 
posera 

en  substituant  dans  l'équation  proposée,  on  aura  iH~i 
uations  qui  serviront  à  déterminer  les  coefficients  Aq, 

>      •    •   •  ;     Û/« 

2"  Si  le  second  membre  V  a  la  forme 

^=  Acosftar-4-Bsinftx     ou     \  —  Ae^y/^ -hBe-^^y 

i  posera 

l'on  aura  deux  équations  d'où  l'on  tirera  les  valeurs 
'  a  et  de  b.  Mais  il  faut  remarquer  que  ces  équations 
uvent  donner  pour  aelb  des  valeurs  infinies,  et,  dans 
Cas,  il  est  nécessaire  de  modifier  la  forme  de  la  valeur 
jr.  L'équation  proposée  étant  $  (j^)  =  V,  on  a,  quel 
e  soit  ytj 

35. 
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d'où,  en  différentîant  par  rapport  à  zîz  jm  y —  i , 

D'après  ces  formules,  si  /[àz^L  y —  i)  n'est  pas  nu 

on  pourra  poser  j' =  ae'^^^""*  H- Je-i^v/"*,  ou,  ce  < 
revient  au  même, 

X  '■=  a  cosp.r  -f-  b  sînfx.r. 

Si  f{  zjz  [jl  y' —  1  )  est  nulle,  mais  ({uej^  (  =b  /x  ^ —  i  )  im 
soit  pas,  on  pourra  poser 

X  =  r  (rtcospj:  -+-  ù  siiîfx.r), 

et  ainsi  de  suite. 

Considérons,  par  exemple,  l'équation 

on  a  ici 

et,  comme  ^  doit  être  égal  à  i ,  on  devra  poser 

y  z=z  x[a  cos^  -h  b  sinx), 
d'où 

-^  --:=  X  (  —  a  sinj:  4-  à  cosxl  -f  (a  cosj:  -4-  ^  sinx), 
ajc  ^  ^  ' 

-~  =:  — x(flcosx-f-  ^sinx)  -I-  o  f —  a  sin  r  -h  ^cosx 

substituant,  on  a 

a  (  —  a  sinx  -h  b  cosx  )  ^^  cosx, 

d'où 

û  — o,     ^  =  i; 
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^^  a  donc  rintégrale  parllciilière j  = —  9   et  Tinté- 

S^le  générale  est 

_,    .           ^                ^sinx 
jr  zzz  Cl  sinx  -:-  Cjcosx  -: • 


y^^r^  un  cas  dos  cg nations  linéaires  réddictible  à  celui 

des  coejjicients  constants. 

«  43.  Les  équations  linéaires  dont  il  s'agit  ici  ont  la 
îjc  suivante, 

^  ^^  -^  b  dr'i-^  \a.r  -f-  bhlxf^-'  \ax  -h  ^j"*^  ' 

•  -AjjAo,  ...»  A;,,  û  et  i  sont  des  constantes,  le  second 
^  wnbre  V  étant  une  fonction  quelconque  de  x. 

X^'équatibn  précédente  peut  être  transformée  en  une 

•  t_re  dans  laquelle  les  coefficients  sont  constants;  il 
■-^fit  pour  cela  de  poser 

ax  -\-  b  •:=  e^ 

-    cie  prendre  t  pour  variable  indépendante  au  lieu  de  a:. 
^*x  aura  effectivement 


dr              a        dy 

dx        ax  -y-  b   dt 

d}Y                <7*          /'r/^.r 

'^y\ , 

€/./•«  ""  (rtxH-  bV  \dt' 

./t)' 

En  substituant  ces  valeurs  et  en  multipliant  ensuite  par 
(ûx-f-i)",  on  obtiendra  une  transformée  linéaire  dans 
laquelle  les  coefficients  seront  constants. 

Mais  il  n'est  pas  nécessaire  d'effectuer  la  transforma- 
tion dont  nous  venons  de  parler  pour  obtenir  Tintégrale 
de  l'équation  proposée.  Si  l'on  représente,  pour  abréger, 


(4) 
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par 

{,)  *[r)  =  y 

cette  équation,  il  suffira  de  connaître Tinlégrale  générale 
de  Téquation 

et  Ton  y  parvient  aisément  de  la  manière  suivante.  Rem- 
plaçons j  par  (ax-,-bY  ou  par  e^*0B(«J^*)  dans  9{j)\ 
nous  aurons  un  résultat  de  la  forme 

(3)  ^[{a.r  -h  by]={ax  -+-  ^)'--"/(r1, 

y'(r)  étant  un  polynôme  entier  de  degré /i.  Ensuite,  si  l'on 
différentie  i  fois  la  formule  (3)  par  rapport  à  r,  on  aura 

et  il  résulte  des  formules  (3)  et  (4)  qu'à  une  racine Ti 
de  l'équation  caractéristique 

/('■)  =  o, 

ayant  un  degré  de  multiplicité  égal  à  |t*,  répondent f* in- 
tégrales particulières  de  Téquation  (2),  savoir  : 

(nx  ■+-  by*  \og{ax  -h  /;), 


[ax-h  byt\og^-^(ax  -h  A). 


Il  est  bien  entendu  que,  si  r^  est  imaginaire,  (ax  4-  i)'* 
représente  l'expression  e'"»*"'^*"^*^ 

On  connaîtra  donc  de  cette  manière  n  intégrales  pai^ 
tîculières  de  Téquation  (a),  et  l'on  en  déduira,  comme 
on  Ta  vu  précédemment,  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (i). 
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TTW.  Exemple.  —  Proposons-nous  d'intégrer  Téqua- 
^on  du  deuxième  ordre 

rjmi&î  rentre  dans  la  classe  de  celles  dont  nous  venons  de 
"^  o  us  occuper.  En  posant  j  =  x^  et  supprimant  le  fac- 
vir  x^y  on  formera  l'équation  caractéristique 

r[r —  i) — [in  —  i)r-f-/i*=o 

(r —  «)*rz=  o. 

«s  deux  racines  sont  égales  à  /t  ;  on  a  donc  les  deux  in- 
grales  particulières 

x'»,  x"  log  jr, 
%,  par  conséquent,  l'intégrale  générale  de  la  proposée  est 

^'=r.r'»(C-f-C'Ioga:), 

et  Q!  désignant  des  constantes  arbitraires. 

Des  systèmes  d'équations  linéaires  simultanées. 

745.  L'intégration  d'un  système  quelconque  d'équa- 
tions difTérentielles  simultanées  peut  être  ramenée,  par 
l'élimination  (n**  627),  à  l'intégration  d'une  ou  de  plu- 
sieurs équations  différentielles  qui  ne  renferment  cha- 
cune que  deux  variables.  Il  est  évident  que  ces  dernières 
équations  seront  linéaires  si  les  équations  du  système 
proposé  sont  elles-mêmes  linéaires  ;  nous  présenterons 
deux  exemples  de  cette  méthode. 

Soient,  en  premier  lieu,  les  deux  équations  simultanées 

dr       ^  dz 

~--f-3j-4-z  =  o, 7-+-3  =  o. 

dx  dx 

On  tire  de  la  seconde 

dz 
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d'oùy  par  la  différentiatioDy 

dy       <^z       dz 
dx  .     dr*        dx 

substituant  ces  valeurs  dans  la  première  équation,  il  vient 

€^z       ,  dz        , 

Cette  équation  est  linéaire,  à  coefficients  constants,  et 
Téquation  caractéristique  qui  lui  correspond  est 

(r+  2)*=o; 

son  intégrale  générale  est  donc,  en  désignant  par  C4,  Cs 
deux  constantes, 

et  Ton  a  ensuite 


-tjf 


r=--[(C,-Ci)-C,.r]r 

746.  Proposons-nous,  en  second  lieu,  d'intégrer  les 
deux  équations  simultanées 


^  _  ^ 
dt        dt 


2  ^ : 9/  -4-  2X  =  0, 


dy       (P"  X 
dt"  ~d^ 


t.dx  r*     dt 

'^  1  V^«  +  '» 


Résolvons  ces  équations  par  rapport  à  j'^  et  à-~;  on  aura 
les  deux  suivantes  : 


d^x  dx        ,  C^     dt 


r//*  dt 


^ 


dy  fP.r 


,,dx       ^  r       àt 

^44— +52x  +  9|    -=-= 


En  dilTérentiant  la  première  de  ces  équations  et  en  retran- 
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chant  ensuite  du  résultat  la  deuxième  équation,  il  viendra 

dû  dt^  ^  dt  lj^    ^i^fk  ^/,_^^v 

Le  premier  membre  /  (r)  de  Téqualion  caractéristique 

est  ici 

/îr)  =r' —  lor*  -4-  2gr —  26, 

d'où 

f  [r)  =:  3 r^  —  10 r  -h  2C)\ 

d'ailleurs  on  a,  quelle  que  soit  la  fonction  V, 

Çe^'-'ydt  =  —  i  (?-'•'  \-h  l  Ce-''  Ç-  dt, 

et  Ton  reconnaît  aisément  qu'on  obtiendra  une  intégrale 
particulière  de  Téquation  en  x  en  faisant  la  somme  des 
valeurs  que  prend  l'expression 

ç^  —  ir ^^   r^ e-'-'de ^9  r^     dt 

2r(r»-8r.l-i3)*   j^   ^^^J^  -  ^pZrèTTTâT)  j^   ~^ 

quand  on  substitue  à  /*  les  trois  racines  2,  4+V^^) 
4  —  v^3  de  l'équation  caractéristique.  On  aura  ensuite 
l'intégrale  générale  en  ajoutant  la  somme 

OÙ  Cl  y  C2,  C3  désignent  des  constantes  arbitraires.  La 
valeur  de  x  étant  connue,  on  aura  celle  dejpar  l'une 
des  équations  écrites  plus  haut. 

747.  Toutes  les  équations  diffcrentielles  qui  n'ont  pas 
la  forme  linéaire  peuvent  y  être  ramenées  par  Tintro- 
duction  de  variables  nouvelles.  Nous  allons  en  donner 
un  exemple.  Considérons  les  trois  équations  difleren- 
tielles  contenues  dans  la  formule 

(') 


dx 

dy 

dz 

du 

._« 



— •  • 

y 

z 

u 

X 
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Si  l'on  introduit  une  variable  nouvelle  t  dont  la  différen- 
tielle soit  égale  à  chacun  des  rapports  de  la  formule  pré- 
cédente, on  aura  les  quatre  équations  différentielles 

e/x  €ly (iz du  

''^         Tt^^'    li^^'    Jt"""'    dF-^' 

d'où  Ton  tire,  en  prenant  dt  pour  la  différentielle  con- 
stante, 

(3)  x=---^.     z=-^,     «=— , 

puis 

d'^x 

(4)  •5ir-«=o- 

L*équation  caractéristique  qui  répond  à  Téquation  (4) 

est 

r* — 1  —  o 

et  Ton  en  tire 


Les  racines  ih^ — i  introduiront  dans  l'intégrale  générale 
de  l'équation  (4)  la  partie  Ccos(f  —  /o)>  G  et  ^o  ^^^^ 
deux  arbitraires;  quant  à  la  partie  introduite  par  les  ra- 
cines =h  I,  on  peut  la  représenter  par  Ae'""'»-!-  Be"^'"''', 
A  et  B  étant  de  nouvelles  arbitraires.  Mais  la  variable  f 
n*est  définie  que  par  sa  différentielle,  et  l'on  peut  écrire  f 
au  lieu  de  t  —  to  ;  on  aura  donc,  en  remarquant  que 
jTf  z,  u  sont  déterminés  par  les  équations  (3), 

x  =  Ae'-h  B^-'-f-  Cens/, 

^  z=i  Ae'  —Ber-'  —  Csin /, 

zz^Ae^-j-  Btf-' —  Cens/, 

u  =  ke^—  B^-+-  Csin/. 

Si  l'on  pose 

4C*  =  «,     i6AB  =  p,     Iog4A  =  7, 
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ïi  tirera  des  équations  précédentes 


y  =  log  (  jT  -i-  j  -h  S  -h  w  )  -f-  arc  tang 


X  —  z 


^  s  équations,  où  a,  (3,  y  désignent  trois  constantes  arbî- 
^aircs,  représentent  les  trois  intégrales  du  système  pro- 
posé. 

^Jéthode  de  dt  Alemhert  pour  ramener  aux  équations 
à  deux  variables  les  systèmes  d'équations  linéaires 
du  premier  ordre, 

718.  On  doit  à  d'Alembert  une  méthode  remarquable 
jiour  ramener  à  des  équations  du  premier  ordre,  à  deux 
irarlables,  un  système  quelconque  d'équations  différen- 
lielles  linéaires  simultanées.  Nous  supposerons  que  les 
équations  du  système  proposé  aient  été  réduites  au  pre- 
mier ordre,  en  introduisant,  s'il  est  nécessaire,  de  nou- 
velles variables,  comme  nous  l'avons  expliqué  au  n°  615. 

Cas  de  deux  équations.  —  Soient  les  équations  li- 
néaires 

(^  4-Pjr-4-Qz      -V, 

dans  lesquelles  P,  Q,  V,  1^,  Q',  V  sont  des  fonctions 
données  de  la  variable  indépendante  x.  En  ajoutant  ces 
équations  après  avoir  multiplié  la  seconde  par  un  fac- 
teur indéterminé  X,  on  a 


("(; 


£+>2JH-ll'  +  »P')j'  +  (Q  +  )Q')  =  =  v^»ï'. 
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Désignons  par  t  une  nouvelle  variable,  et  posons 

(3)  y-^\z=zt, 

d'où 

,  . ,  dy       ^  dz  d\         dt 

(4)  ±.  +  ^y-  +  '7r  = 


dx  d.r  djc        cLx 

dr 
Si  l'on  remplace,  dans  réquation  (a),  j'  et  —  parlas  xirs 

valeurs  tirées  des  formules  (3)  et  (4),  il  viendra 


dt_ 

dx 


On  peut  disposer  du  facteur  indéterminé  X,  de  man^^^^è^^ 
que  z  disparaisse  de  celle  équation,  c'est-à-dire  de  ï^*' 

nière  que  Ton  ail 

(^)  ^ -;-!>'>» -f-(P-Q')>-Q  =  o, 

et  l'équation  en  t  devient  alors 

(6)  ~  H-  (P  +  >P')r  =  V-{->V'. 

^     '  d.r  4 

L'équation  (6)  est  linéaire,  et  l'on  en  tire,  par  Vi^r^^té- 
gration, 


(P+XP*)!/* 


'j)     t  =  e   *"'•  L^  ■+-»/,.<?     "  (V-+-XV')      -^. 

ou,  pour  abréger, 

(8)  r=_-F(^,>,C), 

C  étant  une  conslanle  arbitraire. 

L'équation  (5),  dont  dépend  X,  n'est  pas  linéaire,  ir^  ^** 
.  il  n'est  pas  nécessaire  d'avoir  son  intégrale  généra  '^  ^' 
deux  valeurs  particulières  i, ,  ^2  suffisent.  EfTectivem^  m'^*' 
les  valeurs  de  t  qui  répondent  à  ces  valeurs  de  J  s«-^"^ 
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-f-lj^jj'  4-  Aji3;  Téqualion  (8)  donnera  donc,  en  écri- 
ai saccessivement  C|,  Cj  au  lieu  de  C, 

lacune  des  équations  (10)  est  une  intégrale  du  système 
oposé. 

749.  La  méthode  de  d'Alembert  fait  connaître  les 
tégrales  des  équations  diirérentiellcs  linéaires,  lorsque 
5  coefficients  sont  const-ants. 

En  effet,  supposons  P,  Q,  F,  Q'  constants.  Si  les 
cines  de  Téquation 

>)  P'>2-h[P— Q'))  —  Q   -o 

ni  inégales,  et  qu'on  les  désigne  par  X, ,  Aj,  on  aura  les 
ux  solutions  demandées  de  l'équation  (5)  en  posant 
ccessivement 

A  -  — -  A I  ^        A  —  A»  J 

a  ici 


t  =  e 


^^-^^'4c-^    /*>^'^'^'{V-i->V')./J 


les  équations  (9)  devieadront 


X 


7H-> 


LéOrsque  Q  est  nul,  Tune  des  racines  Xi,  X2  est  nulle  ; 
ns  ce  cas,  Tune  des  équations  (11)  est  l'intégrale  de  la 
emière  des  équations  proposées,  laquelle  ne  renferme 
s  z.  Lorsque  P'=  o,  Tune  des  racines  de  l'équation  (10) 
l   infinie  ;  ce  cas  est  analogue  à  celui  de  Q  =  o  ;  la 
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deuxième  des  équations  proposées  ne  renferme  pas  r»  et 
elle  détermine  z  en  fonction  de  a:;  ^  est  donné  ensuite 
par  l'intégration  de  la  première  équation. 

Si  les  deux  racines  de  réquation(io)  sont  égales  entre 
elles,  soit  \^  leur  valeur;  Téqualion  (5)  aura  la  forme 

^-t-P'(>->j)'^^o     ou      .^  '^\       -^P'djcz=zo, 

dx  ^  (A  —  /.jj' 

et  l'on  en  tire,  par  l'intégration, 

I 


-f-P'xr^G,     d'où     ^  — >,=  - 


G  étant  une  constante  arbitraire.  Il  suffira  de  donnera  G 
deux  valeurs  particulières  pour  avoir  les  deux  valeurs 
de  X  qui  nous  sont  nécessaires  ;  en  faisant  G  :r=  oo  ,  puis 
G  =  o,  on  a 

et  les  valeurs  correspondantes  de  e      '•  sont 

I 

-CP+X,P)x  1      _(P-H>,P')x 

6  f  C  « 

X 

750.  Il  faut  remarquer  que  les  formules  relatives  aa 
cas  particulier  de  ^a  =  ^\  peuvent  être  tirées  facilement 
des  formules  (i  i),  qui  se  rapportent  au  cas  général. Effec- 
tivement, l'égalité  des  racines  i  cessera  d'avoirlieusiTon 
modifie  convenablement  les  coefficients;  il   suffira  de 

multiplier  cette  équation  par  — - — ^ — .  rien  n'empêche 

d'admettre  que  P  et  P'  ne  sont  pas  changés,  et  que  la 
modification  porte  seulement  sur  les  coefficients  Q  et  Q^, 
qui  ne  figurent  pas  dans  nos  formules.  Cela  étant,  les 
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intégrales  (ii)  pourront  être  représentées  par 

jr-4->,Z  =  F(x,  >,,  C), 

j  H-  (>,  -h  /i)z  =  F(x,  >,  -+-  A,  C,  -*-  ^Ca), 

en  écrivant  Ci  +  AC2  au  lieu  de  €2*  La  seconde  équation 
peut  être  remplacée  par 

F(x,  \  -f.  /l,  C,  H-  //C,)  —  F(.r,  >„  C) 

, = -^ ' 

et,  à  la  limite,  pour  A  =  o,  elle  se  réduit  à 

7^1,  Exemple.  —  On  demande   d'intégrer  les  deux 
équations  simultanées  déjà  considérées  au  n®  74.5  : 

*^  appliquant  la  méthode  de  d'Alembert,  on  a 

et 

'^«i  tire  de  là 


«i'où 


(>-•)' 


-J-  X  —  Gt     ou     À  =  14- 


^n  peut  donc  faire  ici 


Soî 


Oient  t|  y  tt  les  valeurs  de  l  qui  répondent  à  ces  valeurs 
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de  %,  on  aura 

dx 

d'où 


1t, 


z        ^   <?-•' 


X-^z^  C,e-»^     X  -^^ =  ^î 


X  X 


752.  Cas  d*un  nombre  quelconque  d'équations. — La 
méthode  de  d'Alembcrt  est  applicable  à  un  système  quel- 
conque d'équations  différentielles  linéaires. 

Soient  les  n  équations  linéaires  du  premier  ordre 

dx 

•rr ^"  Pi    «^1  "J"  Pf    J^i  -4-  .  .  .  -4-  P^    J^n  =  Vi, 

Ce  «^ 

dr 

{   \        J  Ux  *    -^1  ^^  ^  1   x,  -I-  .  .  .  -T-  r „   x„  — .  V  5, 


-^  +  P'»'x.  +  P','".r,  4- .  .  .  +  Pi."'x„  ==  V„. 
dx 

dans  lesquelles  les  coefficients  PJ'^  et  les  seconds  mem- 
bres Vy  sont  des  fonctions  données  de  la  variable  indé- 
pendante X,  Ajoutons  ces  équations  après  les  avoir  mul- 
tipliées respectivement  parles  facteurs  indéterminés 

faisons  ensuite 


puis 


(3) 


).,  p',"  -+-  X,  p<«'  + . . .  -4-  x„_,  p;-'  '  +  p'«'  =  f  „ 

>,  pv'  H- >.  p'," + . . .  4-  >„-.  p'r  '  ■ + 1^,'" = «.. 


\  p;.'  '  4-  X.  Pi." +,..+  >„_ ,  p'^-  '  +  p;,'"  =  a\ 

et 

(4)  ^iVi  4-  >.v,  + . . .  +  x„_,  v„_,  +  V„  =  -Ç), 
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iiira 

iemplàçons  Xn  par  sa  vaJeur  tirée  de  la  formule  (2), 
rofitons  ensuite  de  rindétermination  des  facteurs  X, 
r  faire  disparaître  les  variables  x^y  x^,  . . .,  x^-i, 
nation  précédente  se  réduira  à  la  suivante, 

9n  aura,  pour  déterminer  les  facteurs  X,  les  n  —  i 
Liions 

^  +  «,>.-«.  =  o, 


équation  (  5)  est  linéaire,  et  Ton  en  tire 

ant  une  constante  arbitraire. 

es  n — i  équations  (6)  ne  sont  pas  linéaires;  mais  il 
t,  pour  notre  objet,  de  connaître  n  systèmes  de  va- 
s  des  quantités  Af ,  Xj,  . . .,  ^n^ti  satisfaisant  à  ces 
étions.  Effectivement,  désignons  généralement  par 

1    '        2    '     •  •  •  »    **«— l 

quelconque  des  n  systèmes  dont  nous  venons  de 

S.  —  Cale.  int.  36 
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parler,  l'indice  supérieur  i  variant  de  i  à  n.  Désignons 
aussi  par  t^'^  la  valeur  de  t  que  donne  l'équation  (7), 
lorsqu'on  attribue  aux  facteurs  X  les  valeurs  À^'^  ei 
que  Ton  écrit  Q  au  lieu  de  C,  on  aura  les  n  intégrales 
suivantes  des  équations  différentielles  proposées  : 

/  V/'x,  H-  >i^'x,  -4-.  .  .-+-  >L^J,x„_,  -f.:r„  =/0), 
1 • • » 

De  ces  équations  (8)  on  tire,  pour  x^y  x^j  ...,Xj„ 
des  valeurs  de  la  forme 


(9) 


•• •....••..•«••••, 


les  coefficients  T  étant  des  fonctions  des  A. 

Soient  X/  la  valeur  que  prend  Xg  quand  on  donne  la 
valeur  zéro  aux  constantes  C|,  C2,  . . .,  G^;  z/  la  valeur 
que  prend  la  même  fonction  Xi  quand  on  suppose  nuls 
les  seconds  membres  V|,  V2,  ...,  V„  des  équations 
proposées;  il  est  évident  que  les  équations  (9)  devien- 
dront 

Xj  1:=  Al  -\-  2i,         Xj  =  A2  +  2j,         •  •  .  «        «21'/»  ^^=  X|,  -f-  Sjit 

ce  qui  exprime  la  proposition  suivante  : 

Les  valeurs  de  x^,  x^,  . .  ,^  Xnqui  constituent  le  sys- 
tème intégral  du  système  différentiel  (  i  )  peuvent  être 
obtenues  en  ajoutant  les  valeurs  X| ,  Xa,  . . .,  X^,  qvi 
constituent  une  première  solution  sans  constantes  arbi' 
traires,  aux  valeurs  respectives  de  x^j  Xa,  . . .,  Xnf  qui 
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instituent  le  système  intégral  du  système  (i),  après  la 
Impression  des  seconds  membres. 

733.  Lorsque  les  coefficients  des  équations  proposées 
)nt  constants,  il  existe  en  général  n  systèmes  de  valeurs 
BS  indéterminées  X,  qui  se  réduisent  à  des  constantes. 
n  effet,  supposons  X| ,  Xj,  . . .,  X„_|  constantes;  leséqua- 
ous  (6)  deviendront 

Si  donc  on  désigne  par  p  la  valeur  des  rapports  con- 
;nus  dans  cette  formule,  on  aura,  en  remettant  au  lieu 
e  ^1,  ^27  •  •  •>  ^/i  leurs  valeurs  (3), 

-f-Py»->'X«_,-}-P;'"=o, 


L'élimination  de  X|,  Xj,  ...,  X;,_|  entre  ces  équations 
enduit  à  une  équation  finale 

II)  F(p)  =  o 

lu  degré  n  par  rapport  à  p,  et  dont  le  premier  membre 
l'est  autre  chose  que  le  déterminant 

nîi) f.      p(J)  p(«-i)      p(/i) 

pu)  V'i^  —  0      ...  Pi'*-»^     P««' 

P'I)  pfî)  p(«-l)       pf«) o 

A  chaque  racine  p  de  Téquation  (ii)  répondent  des 
râleurs  déterminées  de  X|,  X^,  ...,  X,|_|  fournies  par 
I —  1  des  n  équations  (lo).  Si  donc  les  racines  de  Téqua- 
ion  (il)  sont  inégales,  on  connaîtra  par  ce  moyen  les 
systèmes  de  lacteurs  X  qui  nous  sont  nécessaires;  la  for- 

36. 
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mule  (7),  qui  détermine  les  seconds  membres  des  inté- 
grales (8),  devient  ici 


1 


Lorsque  l'équation  (11)  a  des  racines  égales,  la  mé- 
thode précédente  ne  donne  pas  n  intégrales  distinctes; 
mais  on  peut  employer,  pour  compléter  le  nombre  des 
intégrales,  un  procédé  analogue  à  celui  dont  nous  avons 
fait  usage  dans  le  cas  de  deux  équations. 

Intégration  d'un  système  d'équations  poury^ues  de 
seconds  membres ^  dans  le  cas  où  l'on  connaît  les 
intégrales  des  mêmes  équations  privées  de  seconds 
membres. 

7o4.  Les  propriétés  établies  aux  n®*  723  et  suivants  à 
l'égard  des  équations  linéaires  à  deux  variables  sans 
seconds  membres  s'étendent  d'elles-mêmes  aux  systèijies 
formés  d'un  nombre  quelconque  d'équations.  En  outre, 
quand  on  connaît  les  intégrales  d'un  système  d'équations 
linéaires  sans  seconds  membres,  il  est  facile  d'en  con- 
clure les  intégrales  des  mêmes  équations  difTcrentiellcs 
pourvues  de  seconds  membres,  soit  par  la  méthode  de 
Gaiichy  (n^  728),  soit  par  la  méthode  de  la  variation  des 
arbitraires.  Nous  ferons  usage  de  cette  dernière  méthode. 

Considérons,  comme  au  n°  752,  les  n  équations 

-1  +  pu)x,  +  P<,«'x.  -)-...  +  Pi.»'*„  =  V„ 


-t-  r  j    Xj  -.-  r  j   a:j    -  .  .  .  -i-  f  ^  X;,  —  Vj, 


\  S  ^  ^•'"*'  ^  ^»'"^«  -^  •  •  •  +  ^»"'- = '^•' 
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t  supposons  que  Ton  connaisse  n  systèmes  d'intégrales 
particulières  relatives  au  cas  où  les  seconds  membres 

sont  nuls,  savoir 

-.(1)    ^(1)  y(i) 

1     >         %     »      •  •  «1     •*'/»    9 

1     >         î     »      •  •  •  >    **!»    9 
• » 


31  est  évident  qu'on  satisfera  aux  mêmes  équations  sans 
seconds  membres  en  posant 

"'^"',[^ ,;, ;;,' 

et,  si  l'on  regarde  les  arbitraires  C  comme  variables, 
on  pourra  considérer  les  équations  (2)  comme  repré- 
sentant les  intégrales  du  système  (i)^  cette  manière  de 
procéder  n'est  autre  chose  qu'un  changement  de  varia- 
bles, comme  nous  l'avons  déjà  remarqué. 

La  substitution  des  valeurs  (2)  de  Xi,  x^,  ...,  Xn 
dans  les  équations  (i)  donnera,  après  les  réductions  qui 
résultent  de  notre  hypothèse, 

(3)  ;      *      r/^  ^     '     f/.r  ^  •  •  •  ^  ''»      dr  "  *  " 


Ces  équations  donneront  pour  -7^>  -T^j  •••   des  va- 
leurs déterminées  tant  que  les  équations  (a)  seront, 
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dans  rhypothèse  des  arbitraires  constantes,  les  inté- 
grales générales  des  équations  (i)  privées  de  leurs  se- 
conds membres.  On  aura  donc 


(4)        "t:: — ^1»    Tz — ^1»    •••1     •^^Xrt, 


X|,  Xj,  ..,j  Xrt  étant  des  fonctions  connues  de  x.  On 
tire  de  là 


Cl  =r,  H-   /     Xi^/x, 


(5)  } , 


f    Cn=Cn-h    /       X„//X, 


Co  ^2 9  •  -«y  ^/i  étant  des  constantes  arbitraires. 

^utre  méthode  pour  ta  recherche  des  intégrales  dans 
le  cas  des  coefficients  constants. 

795.  Au  lieu  d'employer  la  méthode  de  d'Alemberl, 
dans  le  cas  des  coefficients  constants,  on  peut  procéder 
à  rintégration  en  appliquant  le  procédé  qui  nous  a  déjà 
servi  dans  le  cas  d'une  équation  linéaire  à  deux  variables. 

Soient  les  n  équations  sans  seconds  membres 

dans  lesquelles  les  coefficients  P  sont  constants.  Posons 
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et  substituons  ces  valeurs  dans  les  équations  (i);  on 
aura,  après  la  suppression  du  facteur  e~^*, 

(3)       

(  p('')x^  4-  p«,«' ).,-+-...  4-  pir^j  K-i  -i-  ;  p."'  -  p  ;  -  o. 

Ces  équations  sont  de  même  forme  que  les  équa- 
tions (10)  du  n^  753;  et  elles  conduisent  à  la  même 
équation  en  p  du  degré  n,  par  l'élimination  des  indéter- 
minées ^o  ^2i  •  •  •  î  à  chaque  racine  p  de  cette  équation 

(4)  F(p)  =  o 

répondront  en  général  des  vakurs  déterminées  de  Xj, 

Si  l'équation  (4)  a  /i  racines  distinctes,  on  formera 
de  celte  manière  n  systèmes  d'intégrales  particulières 
au  moyen  des  équations  (2).  Soient 

Pu  P%»    '  *  ">  Pn 
les  n  racines  p, 

les  valeurs  correspondantes  de  X/  et 

71  constantes  arbitraires  ;  les  intégrales  du  système  pi*o- 
posé  seront 

J 

X;,=  Cje-Pi*  -f-  C,e-P«*  4-  ...  4-  C„tf-?-'. 

Il  serait  aisé  de  trouver,  dans  chaque  cas,  les  modifica- 
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lions  que  doivent  subir  ces  formules  lorsque  qaelqnes- 
unes  des  racines  p  deviennent  égales  entre  elles;  ce  que 
nous  avons  dit  au  n^  750  nous  paraît  suffisant,  et  noas 
n'insisterons  pas  davantage  sur  ce  point. 

Sur  une  classe  d'équations  différentielles  linéaires. 

756.  Nous  croyons  devoir  faire  connaître,  en  termi- 
nant ce  Chapitre,  un  résultat  remarquable  obtenu  par 
Jacobi,  et  qui  se  rapporte  à  la  théorie  qui  nous  occupe. 

Considérons  un  système  de  n  équations  difierentielles 
quelconques  entre  une  variable  indépendante  xet  «va- 
riables dépendantes  Xf,  x^,  •  •  m  ^a*  Représentoos  par 

x'i  la  dérivée  — '  et  par 

(i)  F,  =o,     F,  =  o,     ...,     F„  =  o 

les  équations  difierentielles  proposées  F|,  Fj,  ••.,Ffl 
sont  des  fonctions  quelconques  de  x,  de  X|,  Xj,  . . .,  J^n 
et  des  dérivées  x\y  x\j  . . .,  x'^. 

Supposons  que  Ton  connaisse  les  intégrales  générales 
du  système  (i)  et  que  ces  intégrales  soient  résolues  par 
rapport  à  Xo  x^,  . . . ,  x,,;  représentons-les  par 

X|,  Xa,  ...,  X;j  étant  des  fonctions  de  x  et  de  n  con- 
stantes arbitraires  ai,  ^2,  . . .,  a;,. 

Si  Ton  porte  les  valeurs  (a)  dans  les  équations  (i)t 
celles-ci  deviendront  identiques,  et  l'on  en  conclura  de 
nouvelles  identités  par  la  différentiation  relative  aux 
arbitraires.  Différen lions,  par  exemple,  Téquation 
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-par  rapport  à  Tarbitraire  a^;  on  aura 

équation  identique  après  la  substitution  des  valeurs  (a). 

à  — 
Or  -p^  est  égale  à  ■  ^    *"  5  si  donc  on  représente  par 

les  valeurs  que  prennent  ^-^5  -r-^  après  la  substitution 
des  valeurs  (a),  nous  aurons  l'identité 

Cela  posé,  considérons  les  n  équations  linéaires  simul- 
tanées 

(4)  I  (ui"^.-n"Ê)-H..-H(u;'".„+v-'^)=o. 

» 

(UV^.  -t-  V'"  -£)  +  ... -^  (U'„"'3»  +  V-'  ^)  =  o, 

dans  lesquelles  Z| ,  ^2, ...,  -7^  désignent  des  fonctions  in- 
connues, et  où  les  quantités U,  V  sont,  comme  on  vient  de 
le  voir,  des  fonctions  données  de  x  et  de  /z  constantes  ai, 
02,...,  a;2«Acause  de  Tidentité  (3),  qui  a  lieu  quel  que 
soit  I,  les  équations  (4)  sont  satisfaites  quand  on  pose 
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donc  les  intégrales  générales  du  système  (4)  seront 

^    dX,       _   dX,  ^    dX, 

_       ^X,  dX,  dX, 


1 


C|,  C2y  . . . ,  C;,  désignant  n  constantes  arbitraires. 

Ainsi  tout  système  d'équations  différentielles  simulta- 
nées dont  les  intégrales  sont  connues  conduit  à  un  sys- 
tème d'équations  différentielles  linéaires  à  coefficients 
variables,  dont  les  intégrales  s'obtiennent  par  de  simples 
différentiations. 
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ŒAPITRE  X. 

DE  lintégrahon  des  équations  différentielles 

PAR  LES  SÉRIES  OU  PAR  LES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 


Emploi  des  formules  de  Taylor  et  de  Alaclaurin, 

757.  UAnalyse  mathématique  n'étant  en  possession 
l'aucune  méthode  générale  pour  l'intégration  des  équa- 
.ions  dilTérenti elles,  on  a  dû  recourir,  dans  les  appli- 
talions,  aux  méthodes  d'approximation  fondées  sur 
.^emploi  des  séries.  Mais  ces  méthodes  elles-mêmes  sont 
Jifficilement  praticables  dans  le  cas  des  équations  non 
Linéaires,  à  moins  qu'on  ne  puisse  se  borner  à  un  très- 
petit  nombre  de  termes.  Nous  nous  proposons,  dans  ce 
Chapitre,  de  donner  une  idée  des  procédés  en  usage  pour 
effectuer  l'intégration  par  les  séries. 

Celui  qui  s'offre  le  premier  consiste  dans  l'emploi  des 
formules  de  Taylor  et  de  Maclaurin.  Nous  avons  déjà 
fait  usage  de  la  formule  de  Taylor  pour  établir  l'existence 
des  équations  intégrales  ;  on  peut  lui  substituer  la  for- 
mule de  Maclaurin,  qui  conduit  souvent  à  des  résultats 
plus  simples,  mais  qui  ne  fait  pas  toujours  connaître  l'in- 
tégrale générale  demandée.  C'est  ce  que  l'on  va  voir  dans 
l'exemple  suivant. 

758.  Considérons  l'équation  du  deuxième  ordre 
/  X  ^X       in  dy 

qu'on  rencontre  dans  diverses  questions  de  Physique  ma- 
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thématique,  et  dans  laquelle  n  et  m*  désignent       deux 
nombres  réels  donnés  positifs  ou  négatifs. 

Multiplions  Téquation  (i)  parx  et dilTérentions ec^suitc 
fx  —  I  fois;  on  aura 

/  r    </>"*■' r       ,  ,  «/■■'ri  if^r 

Pour  j:  =  o,  les  équations  (a)  et  (3)  donnent 
(4)    ;^=o.     (3«4-^-.)^  =  (^-.)m«^; 
dans  le  cas  de  fx=  2,  cette  dernière  équation  est 

On  voit  que,  si  2/1  n'est  pas  un  entier  négatif,  les  dérîv"^^^ 
de  j^  des  ordres  impairs  sont  nulles,  et  que  les  dériv^^* 
des  ordres  pairs  sont  données  par  la  formule 

^'r  1.3.5. .  .ra/'  —  i) 

— '--.  = /Tj'*  r. 

iia:^'         (2/î -i- Ij(2/î -f- 3).  .  .^2/1 -h  a/  —  i) 

Si  donc  on  désigne  par  C  la  valeur  de  y  qui  répon^^  ^ 
x  =  G,  la  formule  de  Maclaurin  donnera  cette  intégr"^^® 
particulière  de  l'équation  (i) 


=c[ 


m^x*  /?î*.r* 


IH : --I- 


,     .  ^  2.(27î-f-lJ         2.4(2/î-HIJi2/I  -T- 3) 

m^x^  I 
f-,  .  •    /• 

2.4.(5(2/1 -T-IJ^27Î -T- 3  j -2/1 -r-5j  J 

La  formule  (6)  est  illusoire  lorsque  2/z  est  égal  à  ua 
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entier  impair  négatif;  mais,  ce  cas  étant  mis  de  côté,  la 
série  qui  figure  dans  le  second  membre  est  convergente 
quel  que  soit  Xj  car  le  rapport  du  terme  de  rang  t  H-  i  au 
terme  de  rang  i,  savoir 


rn^x^ 


2/' 2/<  -T-  2/  —  ij 


tend  vers  zéro,  quand  i  augmente  indéfiniment. 

759.  Examinons  le  cas  où  2/2  est  égal  à  un  entier 
lëgatif.  Si  cet  entier  est  impair,  on  voit,  parla  seconde 
les  formules  (4),  que  les  dérivées  de  y  des  ordres  im- 
pairs sont  nulles  pour  x=  o,  comme  dans  le  cas  général. 

.•a  même  formule  montre  que  Ton  a  -r-^^  =  o  pour 
-  =  I  —  a  71,  et  par  conséquent 

a  dérivée  y-j3~  est  arbitraire,  mais  toutes  celles  des 

Drdres  pairs  suivants  sont  déterminées  en  même  temps 
qu'elle.  D'après  cela,  si  l'on  désigne  par  C<  la  valeur 
arbitraire  de 

i.2.3...^i  —  2«j  eLc^-^f^ 
pour  jr  =  o,  la  formule  de  Maclaurin  donnera 

^»|  L      '     ^-i^ —  '^^]  2.4(3  —  2/1)^5 — 2/?) 

2.4.^^3  —  ^'^j\à  —  ^'ï,  ^7 — 2/ïJ       '^J* 


Si  2/1  est  un  entier  pair  négatif,  les  dérivées  de  j^  des 
Oi'dres  impairs  s'annulent  pour  o:  =  o,  d'après  les  for- 
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mules  (4),  jusqu'à  celle  dont  Tordre  est  — i  —  2r^.  La 


valeur  de  la  dérivée  ■    ^_^^  peut  être  choisie  arbitr-^-^irc- 

ment  comme  dans  le  cas  précédent,  et  les  dérivée- -^  des 
ordres    impairs   qui    suivent   sont    alors  détermi»^ées. 
D'ailleurs,  la  valeur  de  y  qui  répond  k  x  =  o  est  ^3irbi- 
traire,  dans  le  cas  aôtuel,  et  elle  détermine  les  valeurs 
des   dérivées    des    ordres  pairs.    Donc  la  formula     àe 
Maclaurin  donne  ici  une  solution  qui  renferme  deux  ^con- 
stantes arbitraires  et  que  l'on  forme  évidemment  ecm.  fai- 
sant la  somme  des  séries  contenues  dans  les  formuler  (^) 
et  (7).  Cette  solution  est  l'intégrale  générale;  on  l*ob- 
t tendrait,  dans  tous  les  cas,  par  la  formule  de  Ta^"'^''» 
dont  les  coefficients  peuvent  être  calculés  au  moj^^^ 
des  formules  (2)  et  (3);  mais  le  résultat  est  complicj»^^» 
et  il  n'y  a  aucun  intérêt  à  en  effectuer  le  calcul. 

Changement  de  variable  combiné  avec  l'emploi  d^    ^ 

formule  de  Maclaurin. 


e 


760.  Nous  avons  obtenu  au  numéro  précédent 
intégrale  particulière  de  l'équation 

Pour  avoir  l'intégrale  générale,  il   faudrait  connaîtra 
une  deuxième  intégrale  particulière,  et,  comme  celle-ct 
n'est  pas  généralement  développable  par  la  formule  d 
Maclaurin,  il  est  naturel  d'examiner  si  un  changement^ 
de  variables  ne  permettrait  pas  l'emploi  de  cette  formule.  ^  ^ 
A  cet  effet,  nous  poserons 

[k  étant  un  exposant  indéterminé  et  z  une  variable  noi 


% 
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^cUe.  La  difTérentiation  donne 
(Iy  dz  - 

^='%te +  '*"'- 

dx^  dx^        ^  dx        ^^'  ' 

Portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i)  et  divisant  ensuite 
par  an»,  il  vient 

dx^  X         dx        [^  x^  J 

Cette  équation  aura  la  même  forme  que  la  proposée  si 
Ton  fait 

|x  =  1  —  2/1; 

la  transformée  devient,  en  effet, 

,    .  d^z       2  f  I  —  n]  dz 

et  elle  se  déduit  de  Téquation  (  i  )  en  changeant  n  en  i  — n 
et  en  écrivant  z  au  lieu  de  j^  ;  on  ramène  ainsi  le  cas  de  n 
négatif  à  celui  de/i  positif.  Il  est  évident,  d'après  cela, 
qu'on  obtiendra  une  nouvelle  intégrale  particulière  de 
l'équation  (i)  en  changeant  «  en  i  —  n  dans  celle  qui  a 
été  obtenue  au  numéro  précédent  et  en  multipliant  en- 
suite par  x*"-". 

Avec  les  deux  intégrales  particulières,  on  formera 
Tintégrale  générale  de  la  proposée,  déjà  obtenue  dans 
le  cas  où  a  71  est  un  entier  pair  négatif,  savoir 

jr=:C\    l-\ ; -\ y-, r- ÔT  "*- •  •  • 

L        2[in-\-i)       i,^[2n  -hi){in  -\-  3)  J 

^.    .    .    r  m'.r'  /7i*.r*  T 

L         2(3  —  un)       2.4,3  —  7^fij[5  —  2/î)  J 

G  et  G  étant  deux  constantes  arbitraires.  Toutefois,  il 
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faut  excepter  le  cas  où  a/i  est  un  entier  impair  positif 
ou  négatif.  Si  l'on  a  a/z  =  i,  les  deux  intégrales  particu- 
lières coïncident  entre  elles,  etsi  a/i  est  un  entier  impair 
autre  que  -H  i ,  Tune  des  deux  intégrales  devient  illusoire. 
Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ce  cas  d'exception. 

761 .  11  convient  de  remarquer  le  cas  de  n  =  i  ;  on 
détermine  aisément  les  sommes  des  deux  séries  qui  expri- 
ment les  intégrales  particulières.  Dans  le  cas  dont  il  s'a- 
gitf  la  formule  (3)  devient,  en  écrivant  Cm  au  lieu  de  C, 

C  ( mx        m^x^  rn^x^  \ 

r  =  -  ( 1 T  H T-J-R  ^-  •  •  •  1 

X  \    I  I .2. J         I .2.3.4.5  / 


■+- 


-  (  IH ! 5-7  -h...  ) 

X  \  1.2  I .2.0.4  / 


ou 


r= 1 1- : 


XI  X 


on  peut  écrire  aussi,  en  désignant  par  A  et  B  deux  con- 
stantes arbitraires, 


3r  = 


La  transformation  que  nous  avons  exécutée  au  numéro 
précédent  conduit  immédiatement  à  ce  résultat.  Effecti- 
vement; dans  le  cas  de  /z  =  i,  l'équation  (a)  se  réduit  à 

— , -m«^  =  o, 
et  son  intégrale  générale  est 

on  en  conclut  immédiatement  la  valeur  de  y  que  nous 
venons  d'obtenir. 
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Si  m*  est  négatif  et  que  l'on  fasse  m^  =  — fx*,  Tintégralc 
de  la  proposée  devra  être  écrite  sous  la  forme 


C  sin  u..r.  -\-  C cos  ulx 

•^=  — — ;: 


Emploi  de  la  méthode  des  coefficients  indéterminés, 

762.  Au  lieu  de  faire  usage  de  la  formule  de  Maclaurîn, 
on  peut  employer  avec  avantage  la  méthode  des  coeffi- 
cients indéterminés,  qui  comporte  une  généralité  plus 
grande. 

Reprenons  l'équation 

que  nous  avons  déjà  considérée,  et  essayons  d'y  satisfaire 
en  posant 

(2)  7=Ax«-hBx*-f-GrT-l-Dx*-H..., 

oty  6y  y  y  ^y  ,, .  éidjïl  dcs  cxposauts  croissants.  On  tire 
de  la  formule  (2) 

dr 

(3)( 

I 

En  portant  ces  valeurs  dans  Téquation  (i),  il  vient 

A  [a( a  -f-  2/î  —  1  ;  .r*""*  —  /«*.r«] 
-+-B[Ç(e-f-2/i  —  ij  ./;^-*  -  -  /7i'  x«  ]  -I- .  .  .  =:  o , 

ce  qui  doit  se  réduire  à  une  identité.  Le  plus  petit  expo- 
sant de  X  dans  cette  formule  est  a  —  2,  et  pour  que  le 
terme  de  ce  degré  disparaisse  il  faut  que  l'on  ait 

a  =  0     ou     a=:l  —  2/i, 
S.  —  Cale.  int.  87 
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Parmi  les  termes  qui  restent,  ceux  qui  ont  le  moîi^B-  dre 
degré  sont  ceux  qui  contiennent  les  facteurs  jc*,  x="^"*. 
On  ne  peut  avoir  6  —  2  ^  a,  car  il  faudrait  que  Ton  eût 
A=  o,  hypothèse  à  rejeter.  Donc  on  a 

6  —  2  =  a     ou     6 — 2<a. 

Si  Ton  admet  la  seconde  hypothèse,  il  faudra  que  Toii  ait 

6(ê  -f-  a/i  —  i)  =  o, 

c'est-à-dire 

S  =  o    ou    6=ii  —  2/1. 

Cela  n'est  admissible  que  si  l'on  a  pris  pour  a  la  plus  p^ 
tite  des  deux  valeurs  o,  i  —  a/i;  alors  on  peut  prendre 
pour  S  la  plus  grande  des  deux  mêmes  valeurs.  Mais,  si 
l'on  a  choisi  pour  a  la  plus  grande  des  valeurs  0,1  —  an, 
il  faudra  faire  6  =  a  H-  2. 

Supposons  que  a  et  6  aient  recules  valeurs  o  et  i — q/i; 
comme  y  ne  peut  avoir  l'une  de  ces  valeurs,  il  faudra  que 
l'on  ait  y  =  a  4-  2,  puis  (î  =  6  -+-  2,  et  ainsi  de  suile. 
Ces  exposants  étant  connus,  on  déterminera  immédiate- 
ment les  coefficients. 

Mais  il  est  plus  simple  d'employer  successivement  les 
valeurs  a  =  o,  a  =  1  —  2/2,  et  de  supposer 

6==:a-4-2,      7  =  6-4-2,      ^  =  74-2,       ••.. 

Ainsi  Ton  fera  d'abord 

a  =  o,     6  =  2,     7  =  4»     ^  =  6,      ..., 

et,  en  écrivant  que  les  termes  du  même  degré  en  x  dispa- 
raissent, on  trouvera 

m'A  ^  m'B  ^  m«C 

P  î         C=-r-, ï         D= >      •••• 

2[in-rl}  4(^''"*"3)  6(2«-|-5) 
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Faisant  ensuite 

a  =  I — 2/ï,      6  =  3  —  in^     y  =  5  —  9./î,       •••« 

3t  opérant  de  la  même  manière,  on  aura 

ii(3--a/i)  ^(5  —  2n)  6(7  —  a/i) 

Donc,  en  supposant  dans  Tun  etFautre  cas  A=  i,  on  a 
ces  deux  intégrales  particulières 

2(2/ï-f-l)  2T4(2/î-Hl)(2/I-h  3]         '"' 

7,  =  ^     "l^i-^-^^—^—j  -*-2.4{3  — 2/i)(5-2/i)  "^•••J' 

<i'où  Ton  conclut  l'intégrale  générale  déjà  obtenue  au 
n«  760, 

r  =  Cr,  -h  c'r„ 

en  exceptant  toutefois  le  cas  où  a/t  est  un  entier  impair 
positif  ou  négatif. 

763.  Il  nous  faut  examiner  ici  ce  cas  particulier  où  2/2 
est  un  entier  impair.  Comme  l'hypothèse  de  n  négatif 
se  ramène  à  celle  de  n  positif,  ainsi  qu'on  Ta  vu  plus 
haut,  nous  supposerons 

2/1  =  2v  -i-  I, 

>  étant  un  entier  nul  ou  positif.   L'équation  proposée 
<le vient  alors 

cPjr       2v-hi  <fr  , 

't  nous  n'en  connaissons  qu'une  intégrale  particulière, 
^^ivoir 

2(2V  H-  2J  2.4(a>  -h  2)\2V  -h4j 

6:. 
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Si  l'on  emploie  cette  valeur  de  j^i,   l'intégrale  générale 
de  l'équation  proposée  sera  représentée  (n**  733)  par 

C,  G  étant  deux  constanles  arbitraires  et  Xq  une  valeur 
initiale  quelconque  de  x.  En  opérant  sur  la  fonctioD 

-  comme  s'il  s'agissait  d'une  fraction  rationnelle» 


on  pourra  lui  donner  la  forme 


ïv-,..  ^    ,.ï>_i   -t-  .  .  .  -!        ~  H-  —  , 

1 


J.ZV-,.,  ^ .  ^.  ^ 


Y  étant  une  fonction  qui  reste  finie  pour  a:  =  o.  Parsuite, 
on  aura 


I 


-p------  =  -—  -H  GIog.r  4- V, 


P  désignant  un  polynôme  du  degré  av,  G  une  constante 
etV  une  fonction  qui  reste  finie  pour  j:  =  o.  Il  résulte  de 
là  que  l'équation  proposée  a  nécessairement  une  inté- 
grale de  la  forme 


y=ri\-j;  H-GIogxj-hz, 


z  étant  une  fonction  qui  reste  finie  pour  x  =  o.  Il  est  donc 
naturel  d'employer  la  substitution  qu'exprime  la  formule 
précédente  et  d'appliquer  la  formule  de  Maclaurin  ou 
celle  des  coefficients  indéterminés  à  l'équation  transfor- 
mée en  z  ;  celle-ci  ne  difliérera  de  la  proposée  que  par  un 
second  membre  introduit  par  la  substitution. 

764.  Nous  nous  bornerons  à  développer  le  calcul  du 
cas  le  plus  simple,  celui  de  v  =  o.  L'équation  proposée 

est  alors 

fPy       i  dy         . 

•—  H j ni*  y  =  o. 
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!t  rînlégrale  particulière  connue  est 

m*x^        m^x^  /?i*jr* 


ou 


•  •  * 


Le  polynôme  désigné  par  P  se  réduit  ici  à  une  con- 
stante, et  le  produit  Pji  peut  être  confondu  dans  z;  il 
est  évident  d*ailleurs  qu'il  est  permis  de  faire  G  =  i,  et 
nous  devons  poser  en  conséquence 

d'où 

-r=  ^log:r-h-^  H---, 
dx        iix  X        ilx 

dx^        dx*       ®  X  dx        x^       dc^ 

et,  en  portant  ces  valeurs  dans  la  proposée,  on  obtient 
la  transformée 

d^z       \  dz  j    1  dj\ 

dx^       X  dx  X  ilx 

Posons 

«  =  ÛQ  -h  «i  X*  -h  a,x*  -4-  .  .  .  -H  fl/x''  -f- . .  . 

ot  désignons,  pour  abréger,  par 

Ao  4-  Aj.r*  -h  A,4:*-h  .  .  .H-  A,a:''-4-.  . . 

la  valeur  de j^i;  substituons  les  valeurs  de  z  etdej^i  dans 
l'équation  différentielle  et  égalons  les  coefficients  des 
mêmes  puissances  de  x  dans  les  deux  membres;  on  aura 

^t^ui  —  m'  a^«,  =  —  4' A/ 
ou 

Ai       A/-1  "~        i  ' 
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et  par  conséquent 

«/  «0  fil  i\ 

A/        Ao  \         2        4  i/' 

rien  n'empêche  de  supposer  a©  =  o,  et  alors  on  aura 

m«'  /il  i\ 

On  a  donc  cette  deuxième  intégrale  de  la  proposée 


<=« 


^.=7iiog*-2;M^::(^«V'*'i"^3-^---"^7> 

765.  Nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  remarquer 
qu'il  pouvait  y  avoir  avantage  à  exécuter  un  changement 
de  variables  avant  de  procéder  au  développement  en 
série.  Nous  allons  en  donner  un  nouvel  exemple  en  con- 
servant la  même  équation 

Posons  fx  =  z!z  m  et  exécutons  la  substitution 

d^Y        [d^z  dz  ^  \ 

nous  obtiendrons,  à  cause  de  ^^  =  m',  la  transforméo 
suivante  en  z  : 


I  ..  «  dz\        in  I dz  \ 


/fPz 
\dx^ 


Essayons  maintenant  de  satisfaire  à  cette  équation  en 
posant 

Z  =  «Q  -h  a,  X  H-  «,«•  -H .  .  .  4-  rt,.r'  -^  .  .  .  ; 


chàpithe  X. 
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substiluant  et  égalant  à  zéro  le  coefficient  d'une  puis- 
sance quelconque  x'"^  de  x,  il  vient 

1(2/14-/  —  i)ai-{r  Q.ii[n  -h  i  —  1  ) «1-1  =  o. 

Si  2/1  n'est  pas  un  nombre  entier  négatif,  la  précédente 
équation  déterminera  le  rapport  des  coefficients  ai^ai^^, 
et  Ton  en  conclura  la  valeur  de  a/,  savoir 

,.         ...  //f/ï -f- 1). . . f/ï -+- /  —  il 

I  .^.  .  .1  X  ;2/î/^3t/l  -I-  Ij.  .  .  ^2«-H  /  —  1) 

le  premier  coefficient  demeure  arbitraire. 

Supposons  que  n  soit  un  entier  négatif — h.  La  rela- 
tion obtenue  entre  a/eta/_j  montre  que  aiç^^  est  nul,  et 
il  en  est  de  même,  en  conséquence,  de  ak^^j  ^a+s»  •  •  m 
a%k'  Le  coefficient  a^^^i  est  arbitraire  et  les  coefficients 
qui  suivent  sont  déterminés  en  fonction  de  a^k^^ .  Donc, 
dans  le  cas  dont  il  s'agit,  on  obtient  les  deux  intégrales 
suivantes  de  Téquation  en  z, 

s  :=:  «0  -♦"  ^1 -^  H-  OfX^  -t- .  .    -I-  o^-r^, 
Z  =  a,AH.i  ^*^"*"*  -h  «sA+î^**'*'*  -h  .  .  . , 

et,  par  suite,  on  a  une  intégrale  particulière  de  la  pro- 
posée, par  une  formule  qui  renferme  un  nombre  limité 
de  termes.  J'ajoute  qu'on  a  deux  intégrales  particulières 
de  cette  espèce,  puisqu'on  peut  supposer  à  fx  la  double 
valeur  zt.  m. 

Il  résulte  de  là  que,  si  n  est  un  entier  négatif,  on  peut 
exprimer  sous  forme  finie  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion proposée;  la  même  chose  a  lieu  quand  n  est  un 
entier  positif,  car  on  ramène  ce  cas  au  précédent,  ainsi 
(|u'on  l'a  déjà  vu.  On  obtient  d'ailleurs  l'intégrale  sous 
une  forme  très-remarquable  en  opérant  comme  il  suit. 
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766.  Posons 


Téquation  difTérentlelle  en  z  deviendra 

la  première  partie  entre  crochets  est  la  dérivée  d'ordre  n 
de   la  fonction  x —^  pareillement,  la  seconde  partie 

OJC 

entre  crochets  est  la  dérivée  d'ordre  n  de  (a/xx-h/rJM. 
On  a  donc,  en  intégrant  n  fois  l'équation  précédente  et 
en  désignant  par  P;,«|  un  polynôme  arbitraire  en  x  du 

degré  n  —  i , 

du      f  \        «. 

Mais,  comme  nous  n'avons  besoin  que  d'une  valeur  par- 
ticulière de  Uy  nous  pouvons  faire  Pn^t  =  o;  l'équation 
précédente  devient  alors,  en  séparant  les  variables, 


'H 


^l*'-h-jdxz=o. 


et  en  intégrant 

logtt  -h  a  ftar  -4-  «  logar  =  const.  ; 
faisant  la  constante  égale  à  zéro,  on  a 

et  par  conséquent 

Aux  valeurs  -f-m  et  — m  de  fi  répondent  deux  intégrales 
particulières   de  la  proposée;  l'intégrale  générale  est 
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lonCy  dans  le  cas  de  n  entitir  positif ,  en  désignant  par 
ZZy  G  deux  constantes  arbitraires, 

Y  =  Ce^ -r— 1 1-  Ge-""'  ^ 


Si  n  est  un  entier  négatif,  il  faut  écrire  i  —  ti  au  lieu 
de  n  et  multiplier  par  x^^^"  le  résultat  obtenu  (n*»760). 
L'intégrale  générale  de  la  proposée  est  donc,  dans  ce  cas, 

jr=:Ctf'»'j:*-*»— -^^- ■  -i-  C'e-'»'ar»-»«  — -i^^ ^ 1. 


De  l'équation  de  Riccati. 

767.  L'équation  de  Riccati,  dont  nous  nous  sommes 
déjà  occupé  au  n**  663,  est 

a  et  b  étant  des  constantes  données,  m  un  exposant 

quelconque.  On  la  ramène  à  une  équation  linéaire  en 

posant 

dz 


(^) 

■        lt.4. 

9 

a'où 

djr 

dx 

d*z 
I  dx*        1 
a     z         a 

m. 

z*      » 

î  1  vient, 

par 

cette 

substitution, 

(3) 

—  =  abx'^' 
dx* 

■«. 

ii'équatîon  (3)  est  linéaire,  et  son  intégrale  générale  est 
^e  la  forme 
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Cl  et  Ca  étant  deux  constantes  arbitraires.  Portant  cette 

valeur  dans  la  formule  (2)  et  posant  —  =  C,  on  aura 

l'équation  (4)9  qui  renferme  une  constante  arbitraire  C^ 
est  l'intégrale  générale  de  l'équation  de  Riccati.  Mais  11 
reste  à  trouver  les  intégrales  particulières Z| ,  z^  de  l'équa- 
tion (3).  On  obtiendrait  sans  difficulté  ces  intégrales 
en  procédant  directement  au  développement  en  série 
par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés  ;  mais  on 
peut  éviter  ce  nouveau  calcul  en  ramenant  l'équation  (3) 
à  celle  dont  nous  nous  sommes  occupé  précédemment. 
En  efiety  posons 

et  prenons  t  pour  variable  indépendante  au  lieu  de  x\ 
ou  aura 


m 


dz        m-h  ii    n  dz 

—  =L    -  ■■  —  x'  — 9 
dx  1  dt 


i1}z        [m  -h  9.1»     ^  d^z        m^^  im    "^^  dz 
d.r}  4  dt^  A  dt 


d^z 

et,  si  l'on  porte  la  valeur  précédente  de  -—  dans  l'équa- 
tion (3),  il  viendra 

d^z  m        i  dz  Aab 

5  -7-  H —  H Ti*  — o; 

^    '  dt^        /;^  -4-  2   t  dt         i  m  -f-  2  )* 

en  même  temps,  on  aura,  par  la  formule  (4)> 

.^.  _  f/w -f-9.).r'     dt ^ 
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ri  et  Z2  désignant  deux  intégrales  particulières  distinctes 
l'équation  (5).  On  voit  que  cette  équation  (5)  n'est 
siutre  chose  que  celle  qui  a  été  étudiée  aux  n***  758  et 
suivants.  On  peut  obtenir  son  intégrale,  sous  forme  finie, 

lorsque  est  un  nombre  pair  dz  21,  positif  ou  né- 

^^tify  c'est-à-dire  lorsque  le  nombre  m  a  la  forme 

-4' 

m= -—  : 

on  retrouve  ainsi  les  cas  d'intégrabilité  que  nous  avons 
déjà  obtenus  au  n^  665. 

De  l'intégration    des   équations  différentielles 
par  le  moyen  des  intégrales  définies. 

768.  Au  lieu  d'exprimer  par  des  séries  les  intégrales 
des  équations  différentielles,  il  y  a  souvent  avantage  à 
employer  des  intégrales  définies.  Le  problème  qu'il  s'agit 
alors  de  résoudre  consiste  à  exprimer,  par  une  telle  inté- 
grale, la  somme  d'une  série  déterminée;  il  est  impos- 
sible de  donner  une  règle  générale  pour  cet  objet;  aussi 
nous  bornerons-nous  à  présenter  un  exemple. 

Reprenons  l'équation  différentielle 

Nous  avons  vu  qu'elle  admet  l'intégrale 
clont  les  coefficients  A  satisfont  à  la  condition 

i 

m* 

(3)  A<  =  — : A/_., 

'  2t(in  -f-  2«  — ij         * 
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Si  l^on  pose 

(41  <f{i)=—^^ ?{i-i\ 

^      '  ^  ^    '  UN  -f-  2«  —  I 

la  condition  (3)  deviendra 

A/  m}  A/_i 


et  Ton  conclut  de  là 


A,  m»'         A 


n 


y(/)  I  .ti...2/  f>(o)' 

Aq  étant  arbitraire,  posons  A©  =  ç(o)  ;  on  aura 


(5)  A,= :if(i). 

^  I  .2.  ..21  ^ '    ' 

Or,  si  n  est  positif,  on  reconnaît,  au  moyen  de  Tintégra- 
tion  par  parties,  que  Ton  satisfait  à  Téquation  (4)  en 
posant 

y(/)=  I     cos''wsia**~*wJ<i.); 

on  peut  donc  faire 

A/=  I     cos''(i)8in*"~*wr/w, 

1  .2.  .  .2/  / 

*-  o 

et  la  formule  (2)  donnera  cette  intégrale  deréquation(i) 

X'^'  l         /?i*j:*cos*w        wi*ar*cos*w  \    .   ,«    , 

ou 

o 
Pour  avoir  une  seconde  intégrale,  il  suffit  (n®  760)  de 


CHAPITRE    X.  089 

langer  n  en  1  — n  et  de  multiplier  ensuite  par  j:*~^"; 
ji  a  donc 


=^-/" 


niais  cela  suppose  que  Ton  a  /i  <[  i,  car  autrement  Tin- 
^ëgrale  contenue  dans  cette  formule  serait  infinie. 

769.    Si  m'est  négatif,  soit  m^  =  — /x^,  l'intégrale 
générale  de  Téquation 

OÙ  n  est  compris  entre  o  et  i ,  sera 

C  et  C  étant  deux  constantes  arbitraires. 

Lorsque  n=  ->les  deux  intégrales  particulières  con- 
tenues dans  cette  formule  se  confondent;  mais  il  est 
facile  d'avoir  l'intégrale  générale  qui  répond  à  ce  cas, 
en  employant  un  artifîce  dont  nous  avons  déjà  plusieurs 
fois  fait  usage.  Posons  an  =  1  — /i,  on  aura 

•  tn  1  /  1       •  /<*Iog*sinw     . 


sm' 

1 .2 


[x  sm  w)'~*'*  =  I  -t-  A  log  (x  smw,  H [x  sm  w)'"'», 

1  •  2 

6  et  X  étant  compris  entre  o  et  i.  Si  Ton  porte  ces  va- 
leurs dans  la  formule  précédente,  que  Ton  remplace 
C-t-  C  par  C|,  G  h  par  Ca  et  qu'ensuite  on  fasse  A  =  o, 
il  viendra 

X*  •»« 

cos(^coS6>)^u  +  Ct  I    cos(fu:cos&))log(xsin*w)^/û). 
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ce  qui  est  Tintégrale  générale  de  Téquation 

dx^        X  dx 

Il  serait  facile  de  déduire  ce  résultat  de  Tanalyse  da 
n*>  764. 

Sur  la  détermination   des  intégrales  définies 
par  le  moyen  des  équations  différentielles. 

770.  Le  problème  dont  il  s'agit  ici  est  l'inverse  de  celui 
dont  nous  venons  de  nous  occuper.  Lorsqu'une  intégrale 
définie  renferme  un  paramètre  variable,  on  peut  se  pro- 
poser de  former  une  équation  différentielle  à  laquelle  elle 

satisfasse  et  qui  soit  débarrassée  du  signe  / .  Si  Ton  sail 

intégrer  l'équation  différentielle  obtenue,  on  pourra  dé- 
terminer la  valeur  de  l'intégrale  définie  proposée  ;  nous 
allons  présenter  un  exemple. 
Considérons  l'intégrale  définie 


dfx^ 


,  .  /**       oosaj: 

OÙ  l'exposant  /H-  i  est  supposé  positif.  L'intégration 
par  parties  donne 

/cosa.r  sinaar  ^(/?4-i)  Ç     sinax 


d'où 


JC^      ci^^o.T  _     '2.1  n -\- \]   /**       sinv.T- 


ou 
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En  différentiant  deax  fois  réquation  (2),  on  a 

<l1'où,  par  la  soustraction, 

^>/]  /••       sînaor  _ 

lofais  la  dilTérentlation  de  Téquation  (i)  donne  aussi 
et  Ton  a,  par  les  formules  (4)  et  (5), 


^.     -x^  =  :.,«+.,_, 


OU 


iCL\  ^y        ^n  dr 

Cette  équation  est  encore  celle  dont  nous  nous  sommes 
occupé  dans  les  numéros  précédents.  Nous  savons  Tin- 
tégrer,  sous  forme  finie,  quand  /zestun  entier:  on  pourra 
donc  déterminer,  dans  cette  hypothèse,  la  valeur  de  Tin- 
tégrale  proposée. 

Soity  par  exemple,  n  =  o.  L'équation  (6)  se  réduit  à 

et  son  intégrale  générale  est 

Il  reste  à  déterminer  les  constantes  C  et  C  D'abord  on 
^  C  =  o  si  Ton  suppose  x  positif,  car  l'intégrale  pro- 
posée ne  peut  pas  croître  indéfiniment  avec  x.  Ensuite, 
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cette  intégrale  se  réduisant  à  I     — ^>  c'est-à-dire  à-» 


pour  X  =  Oy  on  a  C=  -;  donc 


Jl  -.-a"  2 

o 


cos  ax    -  ir 


dans  le  cas  de  a:  ^  o,  comme  nous  Tavons  déjà  établi  au 
n0  496. 

Exemple  de  la  détermination  de  la  somme  d'une  série 

donnée  par  le  m,ojen  d'une  équation  différentielle, 

• 
771 .  On  peut  quelquefois  déterminer  la  somme  d'une 

série  dont  les  termes  dépendent  d'une  variable,  en  for- 
mant une  équation  différentielle  à  laquelle  satisfasse  la 
somme  de' la  série,  et  en  intégrant  ensuite  cette  équa- 
tion. Souvent  aussi  Ton  parvient,  par  le  même  procédé, 
à  transformer  des  séries  en  d'autres  plus  commodes  pour 
le  calcul  numérique  ;  nous  allons  en  présenter  un  exemple. 
Proposons-nous  de  trouver  la  somme  de  la  série  con- 
vergente 

'  '  1.3.5       1.3.5.7.9      "*      ^       '    i.3.5...(4/ï  H-i) 

La  variable  x  étant  supposée  réelle  et  positive,  posons 


on  aura 


1  9  *"4-t 


^  '  1.3.5       1.3.D.7.9  ^       '    1.3. 5..  ^4'*"+"0 

Diflcrentiant  deux  fois  et  multipliant  par  4>  îl  vient 


L        1.3.5     1.3.5.7.9        J' 
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pais  on  a,  en  ajoutant  les  équations  [ql)  et  (3), 

(4)  4lZ^^^_.-.. 

Cette  équation  (4)  est  linéaire  et  à  coeilieients  con- 
stants ;  en  lui  appliquant  les  règles  que  nous  avons  éta- 
blies, on  obtient  pour  son  intégrale  générale 

!I  .r/  /''-i        X       \ 

r=-cos-{CH-    /     X    ^cos-dx] 
'  •  -^ /^'    r  -i  •  ^ .\ 
-h  -  sin-  (  C  -h  /    X   '  sin  -  dx] , 

tl'où  l'on  tire 


dr 


X   '  =  —  7-sin-C-+-    I     X    '  cos  -  dx  \ 


£ix 

C6)     '  ■  ^        - 


-7  cos  -    C' -4-  1      X   ^  siïi-  dx\ 

4      2\      ,./•  2     / 


car  déterminer  les  constantes  C,  C,  nous  lerons  j:=ro, 
nous  comparerons  les  équations  (5)  et  (6)  à  Féqua- 
^ion  (  2  )  et  à  la  suivante. 


1 


^  "  de        1  2   1.3 

^u'on  obtient  en  diflTérentiant  Téqualion  (2).  Les  seconds 
membres  des  équations  (  2  )  et  (  7  )  s'annulent  pour x  =  o; 
par  suite,  il  doit  en  être  de  même  des  seconds  membres 
Jes  équations  (  5  )  et  (  6  ) ,  ce  qui  exige  que  Ton  ait  C  =  o, 

C'=  o.  Remettant  donc  X^x  au  lieu  de  jj  dans  la  for- 
mule (5),  on  aura 

)     Xi/j?  =  -  cos  -    /     X   '  cos-  rix  H —  sin  -    ï     x    ^  sin  -  ox, 
2        2j^  2  2       2j^  2 

S.  —  CToZe.  int.  38 
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La  valeur  de  x  ayant  été  supposée  positive,  on  a 
(n°  516) 

ou 

_1 

et,  si  l'on  remplace  x  ^  par  cette  valeur  -dans  le  second 
membre  de  la  formule  (8),  il  viendra,  en  intervertissant 
Tordre  des  intégrations , 


•        1  /%'        s 


[     a    ^ doL  le*     cos-  tix 


o 

X  I 


H =  sin  -    ;      a   ^ffx  I    e    *     sm  -  </. 


D'ailleurs  (n*>  488), 


•^  o 


—  a  cos  — ;-  siii  -  \ 

I  -r-  a*  /        l  -ha* 


1      /  —  COS asin- 

sm  -  cte  m  2e    *      \ /  H ; 


o  2  \  ï  -+-  ^  /  !-+-« 


donc 


Xvx=-z:^cos-    /      i-+--_^sin-    /       ' 
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lisent 

/         H-  a-     /         1  -h  a* 

i'une  et  Fautre  à 


1  TT      ir 

2  7T  ~  ^2» 


4 

_1  ,  1 

en  posant  a  =  z   *  dans  la  première  et  a  =  z*  dans  la 

seconde;  par  conséquent,  on  a 

t.lir         /  '-.■»  ■r\  ¥  I 

(9) 

OU 

(  f  o  )  X  = ^  I  cos  — h  sm  -  1  —  Y, 

en  faisant 


/ 


>•) 


i 


»•    -«il 


Le  produit  V^2  7r.r  s'annule  pour  j:  =  -|-oo;  par 
:ionséquent,  si  la  valeur  de  x  est  très-grande,  on  aura, 
k  fort  peu  près, 

12)  X  =  — =  1  COS  — h  sm  -  1  ; 

i  1  est  évident  que,  pour  de  telles  valeurs  de  x,  Temploî 
c3c  la  formule  (i)  serait  impraticable.  Mais  nous  pou- 
vons aller  plus  loin  en  développant  V  en  une  série  très- 
c^ommode  pour  le  calcul  de  X  dans  le  cas  des  grandes 
"Valeurs  de  x.  On  a  effectivement 


a**» 


I  -t-  a*  ^        '  ^        '     I  -4-  a* 
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d'où 


»  X     kn-k-t        -m 


V  =  -pi=r    rV'f  a»rfa-  f  *-'îa' 

La    dernière  intégrale   peut  être   représentée    par 

/*     —ai     <"-*-' 
^      *  a    *    ^a,  0  étant  une  quantité  comprise  entre 

o  et  I  ;  d'ailleurs  on  a  (n°  516) 


/ 


ki-t-s 

■r        4'-»-l 
—  a  — 


e 


1 .3.5. .  .(4'-*-  0. 


=  ^27r. 


j.î/+t 


donc 


(  V = -L  _  1:  ?^  4- ...  +  (_,)»-«  liMid^iiLzil 

{,3)1         "'        •"' 

r>/       \-  1-3.5. .  ,  ^'î—  ï^ 

En  faisant  croître  n  indéfîniment,  on  obtiendrait  une 
série  divergente;  mais,  comme  Terreur  commise  quand 
on  s'arrête  à  un  terme  quelconque  est  moindre  que  le 
terme  suivant,  la  série  pourra  servir  utilement  au  calcul 
de  V  pour  les  grandes  valeurs  de  x.  Elle  est  analogue, 
comme  on  voit,  à  la  série  de  Stirling.  En  particulier, 
si  X  est  ]>  10  000,  on  pourra  calculer  X  avec  sept  déci- 
males exactes  au  moyen  de  la  formule  approchée  (12). 
Il  est  facile  d'établir  que  l'équation  X  =  o  a  une  infi- 
nité de  racines  réelles  et  que  les  racines  positives  ran- 
gées par  ordre  de  grandeur  diffèrent  de  moins  en  moins 
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des  racines  correspondantes  de  Téquation 


X  X 

cos  — h  sin  -  =:  o, 
1  1 


lesquelles  sont  contenues  dans  la  formule  x  =:  (4  x -4-  3)~ ; 

mais  nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  développer 
ces  conséquences  de  notre  analyse. 
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CHAPITRE  XL 

DKS  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 
Du  AUX  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES. 


Des  équations  aux  dérwées  partielles  auxquelles  on 
peut  appliquer  les  procédés  d'intégration  relatifs 
aux  équations  dijjérentielles  ordinaires, 

772.  Une  équation  aux  dérivées  partielles  renferme 
deux  ou  un  plus  grand  nombre  de  variables  indépen- 
dantes, une  ou  plusieurs  fonctions  inconnues  de  ces 
variables  et  quelques-unes  de  leurs  dérivées  partielles. 
Dans  les  problèmes  qui  conduisent  à  de  telles  équations, 
le  nombre  de  ces  équations  est  généralement  égal  aa 
nombre  des  fonctions  inconnues;  les  développements 
qui  vont  suivre  seront  bornés  au  cas  d'une  seule  équation 
renfermant  une  seule  fonction  inconnue. 

Le  problème  qui  a  pour  objet  l'intégration  d'une 
équation  aux  dérivées  partielles  doit  être  regardé  comme 
résolu  lorsqu'il  a  été  ramené  à  l'intégration  d'un  sys- 
tème d'équations  différentielles  ordinaires. 

La  réduction  dont  nous  parlons  a  lieu  d'elle-même 
lorsque  les  dérivées  partielles  qui  figurent  dans  Téquation 
proposée  se  rapportent  toutes  à  une  variable  unique. 
Dans  ce  cas,  il  est  évident  qu'on  peut  procéder  comme 
si  chacune  des  autres  variables  était  un  paramètre  con- 
stant; mais  il  faudra  regarder  les  constantes  introduites 
par  l'intégration  comme  des  fonctions  arbitraires  des 
raémes  variables. 
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Considérons,  par  exemple,  Téqualion  aux   dérivées 

artielles 

dz 

ans  laquelle  z  est  une  fonction  inconnue  des  variables 
.3:,  j,  et  où  y,  F  désignent  des  fonctions  données  des 
mêmes  variables.  La  variable  y  étant  traitée  comme 
<3onstante,  l'intégration  donnera  (n°  658) 


L 


mais  ici  la  constante  C  est  une  fonction  arbitraire  de^, 
€t,  en  écrivant  ç(j')  au  lieu  de  C,  on  aura 

-  f   /i'.y)<iA  f         f      f{Jr,y)dx  j 

773.  On  peut  opérer  de  la  même  manière  dans  le  cas 
de  certaines  équations  qui  renferment  des  dérivées  rela- 
tives à  plusieurs  variables  indépendantes.  Considérons 
par  exemple  Téquation 

d^z  dz        . 

ÔxOj  (Irr 

oCi  a  est  une  constante  donnée  ety(jr,  j^')  une  fonction 
cl  on  née  des  variables  indépendantes  x,  y.  Si  Ton  pose 

dz 

inéquation  proposée  deviendra 

—  ^ap=f{x,xn 
et  sous  cette  forme  elle  rentre  dans  la  classe  de  celles 
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dont  nous  venons  de  nous  occuper.  En  intégrant  comme 
si  X  était  une  constante  et  en  désignant  par  X'  la  con- 
stante arbitraire,  on  a 

Dans  cette  équation,  il  faut  regarder  X'  comme  une  fonc- 
tion arbitraire  de  x  :  en  remettant  -c  -  au  lieu  de  p,  il 
vient 

dz  r^ 


*        V. 


Intégrons  maintenant  cette  équation  en  regardant  j 
comme  une  constante;  on  aura,  en  désignant  par  Y  la 
constante  arbitraire  et  par  X  la  fonction  arbitraire  de  x 
qui  a  pour  dérivée  X', 


2r=zYH-Xe-"J^-f-c-*^ 


11  est  évident  que  cette  formule  fait  connaître  la  solution 
la  plus  générale  de  Téquation  proposée;  elle  renferme 
deux  fonctions  arbitraires  X,  Y,  la  première  indépen- 
dante de  J-,  la  seconde  indépendante  de  x. 

Des  équations  aux  dérwées  partielles  du  premier  ordre 
linéaires  par  rapport  aux  dérivées. 

774.  Nous  donnerons  plus  loin  la  définition  de  IV/ife- 
grale  générale  d'une  équation  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre,  et  nous  établirons  que  la  recherche 
de  cette  intégrale  peut  toujours  être  ramenée  à  Tintégra- 
tion  d'un  système  d'équations  diOerentielles  ordinaires, 
quel  que  soit  le  nombre  des  variables  indépendantes. 
Mais  nous  nous  occuperons  exclusivement  ici  du  cas 
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particulier  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  dans  lesquelles  les  dérivées  n'entrent  qu'au 
)reinier  degré  et  ne  se  multiplient  pas  entre  elles. 

Cas  de  deux  variables  indépendantes.  —  Soient 
^y  y  y  -2  trois  variables  dont  la  dernière  est  regardée 
:onime  fonction  des  deux  autres  ;  posons  aussi 

dz  =■  pdx  -+-  q  (iy, 

;e  qui  exprime  que  p  et  q  représentent  les  dérivées  par- 
ielles  de  z  par  rapport  k  x  et  ky  respectivement. 

L'équation  aux  dérivées  partielles  dont  nous  allons 
lous  occuper  est  la  suivante , 

i)  Pp-^Qq  =  R; 

P,  Q,  R  y  représentent  des  fonctions  données  des  trois 
/ariables  a:,  j^,  z. 

On  a  vu  (n°  83)  que,  si  u  et  i^  désignent  des  fonctions 
ionnées  dex^y,  z,  on  obtient  une  équation  aux  dérivées 
)artielles  de  même  forme  que  la  proposée,  en  éliminant 
i  fonction  arbitraire  (f  de  l'équation 

a)  v  =  <f  ti], 

ar  le  moyen  de  celles  qu'on  en  déduit  par  la  différen- 
ation  relative  àx  et  kjr,  11  est  donc  naturel  de  chercher 
i  l'on  peut  satisfaire  dans  tous  les  cas  à  l'équation  (1)  en 
renant  pour  z  une  fonction  définie  par  l'équation  (a), 
ù  <f  désigne  une  fonction  arbitraire  et  où  u^  i/  repré- 
entent  des  fonctions  de  x,y,  z  convenablement  choisies. 
En  dilTérentiant  l'équation  (2)  par  rapport  à  x  et  par 
apport  kj^f  on  trouve 


31 


(dv         di>         ,,    \{àu  du\ 

ï  àv  dt>        , ,    y  I  au  âu\ 
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par  conséquent,  pour  que  Téquation  (2)  donne  une  sola- 
lion  de  Téquation  (i),  il  faut  et  il  suffît  que  Ton  oblicnne 
une  équation  identique  en  éliminant  p  et  q  entre  les 
équations  (i)et  (3).  Pour  faire  cette  élimination,  il  suffit 
(rajouter  les  équations  (3)  entre  elles,  après  les  avoir 
multipliées  respectivement  par  P  et  Q;  il  vient  alors, 
en  se  servant  de  Téquation  (i), 

et  cette  équation  aura  lieu,  quelle  que  soit  la  fonction}) 
si  Ton  a  identiquement 

^ôu       ^  du       ^  du 

|p—       0— -hR  — — 0 
\       ÔJC  Of  Ôz 

Or  on  a  vu  (n®  626)  que,  si  Ton  désigne  par 

(5 )  u  =:  const.,     V  =  const. 

les  deux  intégrales  des  équations  difiérentielles  ordi- 
naires simultanées 

fir         djr  dz 

(^)  T=Q  =-r' 

les  fonctions  u  et  v*  satisfont  aux  équations  (  4  )  ;  si  donc 
on  prend  pour  u  et  v^  dans  Téquation  (2),  les  fonctions 
ainsi  déterminées,  cette  équation  (2)  donnera  une  solu- 
tion de  la  proposée  (i),  quelle  que  soit  la  fonction  ^. 

77S.  J'ajoute  que  toute  solution  de  Téquation  (1)  est 
comprise  dans  Téquation  (2).  En  effet,  supposons  que 
Téquation  (i)  soit  satisfaite  par  une  valeur  de  z  définie 
par  l'équation 

(7)  F[j:,^,z)  =  o. 


CHAPITRE    XI.  6o3 

On  a,  par  la  différen dation, 

dF  dF  ÔF  âF 

dx       ^  dz  Of        ^  ôz 

et,  les  valeurs  de  ^  et  de  ^  tirées  de  ces  équations  étant 
substituées  dans  Téquation  (i),  on  aura,  par  notre  hypo- 
thèse, 
/QA  ^àF      ^ôF      ^  ÔF 

8  p  4-  Q  4_  R  =:,  O, 

Ôx  Ox  Oz 

équation  qui  doit  devenir  identique  en  vertu  de  Téqua- 

lion  (7). 
Or  les  quantités  que  nous  avons  désignées  par  u  et  i^ 

sont  des  fonctions  données  de  x,  j%  z  ;  on  peut  donc 
regarder  j%  z  comme  des  fonctions  de  u,  v,  x  ou  comme 
des  fonctions  de  a,  v^  y.  Soit,  en  conséquence, 

>n  aura 

dF       df  du      dfôv      df 


dx       du  d.r.       ()i'  dx       dx 
àF^_dfdu      dfdi^ 

djr        Ou  df       dv  Oj 

àF_d/du       dfdP 
dz      du  dz       Ov  dz 

^l  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  l'équation  (8) 
donnera,  à  cause  des  équations  (4)9 

ta  formule  (9)  donnera  également 

Q— -  =0. 

Ox 

Si  le  premier  membre  de  Téquation  (7)  ne  se  réduit 
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pas  à  une  fonction  des  seules  variables  m,  i^,  les  déri- 
vées -—-^  -y]  ne  seront  pas  identiquement  nulles,  el  Tonne 

peut  pas  admettre  que  Tune  des  équations -i^  =o,  4^=o 
■^        ^  ^  ^  oa:  or 

ait  lieu  en  vertu  de  Téquation  (n),  y(u,  i',  j:)  =  o  ou 
fi  a,  i^,  ^)  =  o,  car  Télimination  de  x  ou  celle  de  j  don- 
nerait une  équation  finale  entre  u  et  v,  ce  qui  implique 
contradiction.  Il  faut  donc  que  P  et  Q  s^annulent,  en 
vertu  de  Téquation  (7),  ce  qui  exige  que  R  soit  aussi 
zéro.  11  est  évident  que,  si  P,  Q,  R  s'annulent  simulta- 
nément pour  une  certaine  valeur  de  z,  Téquation  pro- 
posée sera  en  même  temps  satisfaite;  mais  nous  faisons 
abstraction  de  ces  solutions,  et  Ton  voit  alors  queTéqua- 
tion  (7)  a  nécessairement  la  forme 

d'où  Ton  tire  pour  i/  une  valeur 

qui  ne  dépend  que  de  m. 

776.  Cas  d'uw  nombre  quelconque  de  variables.  — 
L'analyse  qui  précède  est  applicable  à  toutes  les  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  linéaires 
par  rapport  aux  dérivées,  quel  que  soit  le  nombre  des 
variables  indépendantes.  C'est  ce  que  nous  allons  établir. 

Nous  désignerons  par 

les  n  variables  indépendantes,  par  x  la  variable  princi- 
pale, c'est-à-dire  la  fonction  inconnue  des  variables  in- 
dépendantes; nous  ferons  en  outre 

dx  =P\  d.r^  -f-  p^  dr^  -h  .  . .  -4-  /?;,  dxn» 

Cela  posé,  la  forme  générale  des  équations  aux  dérivées 
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rtîelles  que  nous  considérons  est 

PiA  4-  ^iPi  -h  . . .  -+-  P,,/^  =  P, 

,  P2,  . . . ,  P^  et  P  désignant  des  fonctions  données 
j  /i  -f- 1  variables  x,  Xj,  a'2,  . . .,  JCn^ 
3n  a  vu  (n"83)  que,  si 


M|,    ti^f    •••y   a 


n 


it  des  fonctions  don  nées  des  variables  x^x^jX^y  •  •  • ,  «3^n 
jue  $  représente  une  fonction  arbitraire,  Téquation 

)  *;£/„  i/j ,. . .,  i/„;=:o 

iduit  à  une  équation  aux  dérivées  partielles,  telle 
e  (i),  par  Télimination  de  la  fonction  arbitraire.  Cher- 
ans  donc  si  réciproquement,  Téquation  (i)  étant  don- 
B,  il  est  possible  d'y  satisfaire  par  une  équation  telle 
e  (a),  en  déterminant  convenablement  les  fonctions 
,  fi2,  . . .,  Un  qui  y  figurent. 

En  différentiant  Téquation  (2)  par  rapport  à  chacune 
s  variables  indépendantes,  on  obtient 

ô^  (âun  ait 


()*  (dtt^  ôii„\ 


âu„  \ÔJr 


-■  -^  Pn  - 


n 


-  d7  j  "  "' 


,  pour  que  Téquation  (2)  satisfasse  à  la  proposée,  il  faut 
il  suffit  que  l'élimination  des  dérivées  pty  p^i  . . . ,  pn 
tre  les  équations  (i]  et  (3)  conduise  à  une  identité, 
n  exécutera  l'élimination  dont  il  s'agit  en  ajoutant  les 
nations  (3),  après  les  avoir  multipliées  respectivement 
T  P<,  P2,  .  • .,  P«,  et  en  ayant  égard  ensuite  à  l'équa- 
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tlon  (  I  )  ;  on  trouve  ainsi 


aui  \     ôx           dr, 

f  (pt'''+p.f''+.. 

OUn  \      OX                  OXi 

Cette  équation  sera  satisfaite,  quelle  que  soit  la  fonc- 
tion (P,  si  l'on  a  identiquement 

(4)  \        OX  drj  "  dXn 


V  p  ^ -4- p,  ^  4-.  .  .-4- P„  ^  =  O, 

et  nous  savons  (n^  626)  que  ces  dernières  équations 
auront  efTectivement  lieu  si  les  fonctions  u^^ii^j  . . .,  u« 
ont  été  choisies  de  telle  manière  que  les  équations 

£/i  =  coast. ,     u^  =  const. ,     . . . ,     Uf^z=z  const* 

soient  les  n  intégrales  du  système  d'équa^tions  simultanées 


dx 

dx^ 

dx^ 

dx^ 

P 

p. 

p. 

^  "  • 

P, 

(5) 

777.  Par  le  raisonnement  du  n®  775,  on  peut  établir 
en  outre  que  toute  solution  de  l'équation  (i)  est  néces- 
sairement comprise  dans  l'équation  (2);  car,  soit 

(6)  F(.r,x„ar„  ...,j:„)  =  o 

une  telle  solution,  on  aura,  par  la  différentiation, 

ÔY  dY  d¥  dF 
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tirons  de  là  les  valeurs  àe  p^j  p^,  . . .,  pn  pour  les  sul>- 
slituer  dans  l'équation  (i),  il  viendra 

Supposons  qu'on  ait  exprimé  les  variables x,  Xj,  j?2>  ••o 
Xny  à  Texception  de  x/,  en  fonction  de  Mj,  u^-^  .  ..y  Un  et 
de  Xg,  et  soit 

on  aura 

ÔF  _  ^if^du^  ()r,  dn^ 

dx        ôu^  dx  du  a    ^^^ 

■    ^H     —  — p-  •   •  •  — ^ y 


rtF  «>/,     d>u    ^        ^  àj\    du„ 


substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (7)  et  réduisant 
au  moyen  des  équations  (4)^  il  viendra 

P.f=o. 

Si  donc  les  coefficients  P« ,  P..,  . . .,  P„  et  P  ne  s'annulent 
pas  en  vertu  de  l'équation  (6),  on  aura  l'identité 

-—  =0, 

OX, 

d'où  il  résulte  que  Téquation  (6)  a  bien  la  forme  (2). 
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778.  La  méthode  précédente  fait  connaître  la  solu- 
tion la  plus  générale  de  l'équation  proposée,  et  nous 
pouvons  donner  à  cette  solution  le  nom  A^ intégrale  géné- 
rale. Les  résultats  que  nous  avons  établis  se  résumeot 
dans  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Soient  n  -h  i  variables  x,  X|, 
Xj,  ...,  x„,  dont  la  première  est  fonction  des  autres; 
pi  dx^  -+-  p2  dx2  -h  . . .  -hpndxn  la  différentielle  totale 
dx  de  x;  P^  P^ ,  P,,  . . . ,  P„  des  fonctions  données  des 
variables  x^  Xj,  0:2,  ..,,Xn'  Pour  avoir  l'intégrale 
générale  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  dupre^ 
mier  ordre 

Pi/>i  -+-  P2/>î  -+-. . .  H-  KPn=  P, 

il  suffira  d'intégrer  les  équations  différentielles  ordi- 
naires simultanées 

Si  l'on  représente  par 

Ui  =  coDst.,     u^  •=  const.,      . . .,     tt||  =  const. 

les  intégrales  de  ces  équations,  résolues  par  rapport 
aux  constantes  arbitraires,  l'intégrale  générale  de 
l'équation  aux  dérivées  partielles  sera 

<P  désignant  une  fonction  arbitraire, 

La  fonction  arbitraire  doit  être  déterminée,  dans 
chaque  problème,  par  des  conditions  particulières^  On 
peut,  par  exemple,  se  donner  comme  condition  que  x  se 
réduise  à  une  fonction  donnée  de  x< ,  Xj, .  . ,  x„^^  quand 
on  attribue  à  la  variable  x„  une  valeur  déterminée  $«. 
11  est  facile  de  voir  que  la  fonction  0  peut  toujours  être 
choisie  de  manière  à  satisfaire  à  celte  condition. 
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Sn  effet,  5„  désignant  une  valeur  déterminée  eiy  une 
ction  donnée,  si  Ton  suppose 

112,  ...,  u„  deviendront  des  fonctions  des  n  —  i  va- 
bles  ^1 9  ^2y  •  •  •«  JCff^i»  doit 

«1  =  ^1  (J^i»^n  •  •  .t-ar^-i)» 

«1   "^«(•^ii'^ît  •  •  •>  J^»-i). 
• ••> 

^/i  ^^^  r«  (  -^1  •  •''j>  •  •  •  »  «^rt— 1  )  ; 

imination  de  x^,  x^,  ...,  X/,.4   entre  ces  équations 
onera  un  résultat  tel  que 

il  est  évident  qu'on  remplira  la  condition  demandée 
prenant  pour  4>  la  fonction  Y. 

application  de  la  théorie  précédente  à  quelques 

exemples. 

779.  Exemple  I.  —  On  demande  de  trouver  l'équa- 
n  des  cylindres  d'après  l'équation  aux  dérivées  par- 
oles qui  appartient  à  ces  surfaces. 

Les  coordonnées  rectilîgnes  étant  représentées  par  x^ 
-z,  nous  posons,  comme  à  Tord  inaire,  dz  =pdx  4-  q  dj, 
^  exprimant  que  le  plan  tangent  est  parallèle  à  une 
oite  fixe,  nous  avons  obtenu  (n^  348),  pour  l'équation 
3L  dérivées  partielles  des  cylindres, 

ap  -h  bq^=zi^ 

-t  b  étant  des  constantes  données;  il  s'agit  d'intégrer 
'te  équation. 

8.  —  Cale.  iHU  A9 
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A  cet  eflety  nous  poserons  les  équations  simultanées 

dx       dy       dz 

a         b         I 

ou 

dx  —  adzzzzo^     djr — bdz  =  o. 

Les  intégrales  de  ces  équations  sont 

X  —  az  =  const. ,    x  —  bz  =  const.  ; 

par  conséquent,  l'intégrale  de  Téquation  aux  dérivées 
partielles  est 

(a)  ♦(x  —  az,  X — ^«)=r:0. 

Supposons  qu'on  veuille  déterminer  la  fonction  arbi- 
traire par  la  condition  que  le  cylindre  passe  par  anc 
courbe  donnée  ayant  pour  équations 

(3)  ç>(x,  j,  z)  =  o,     ^{x,Xf^)  =  o. 

Posons 

X  —  az=Uf    y  —  bz=zv^ 

les  équations  (3)  pourront  s'écrire  comme  il  suit  : 

^(ar  -f-az,  9  4-  bzy  z)  =0,     ^[u  4-  «s,  «'-h  ft»,  «)=îO. 

Eliminant  z,  on  aura  une  équation  résultante  telle  (pe 

W{Uf  v)  =zo     ou     Y(x  —  ^Mfjr — ^x)  =  o; 

par  conséquent,  il  faudra  prendre  pour  4>  la  fonction  ^'. 
Supposons,  en  second  lieu,  qu'on  veuille  déterminer 
la  fonction  <>  par  la  condition  que  le  cylindre  soit  cir 
conscrit  à  une  surface  donnée  ayant  pour  équation 

f{x,  jr,  z]—o. 

n  suffira  de  déterminer  la  courbe  de  contact  de  cette 
surface  avec  le  cylindre,  car,  cette  courbe  étant  connue* 
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on  sera  dans  les  conditions  du  cas  précédent.  Formons 
les  équations  des  plans  tangents  au  point  {jc^j,  z)  à  la 
surface  donnée  et  au  cylindre,  savoir  ; 

Z  —  5  =/?(X  —  x) -+- y  (Y  —  j). 
Ck)mme  les  plans  tangents  dont  il  s'agit  coïncident,  on  a 

et,  à  cause  de  Féquation  (i), 

«|?  +  6^?  +  JP  =  o. 
ox  Of      ôz 

Cette  équation  détermine,  avec  celle  de  la  surface,  la 
courbe  de  contact  ;  on  achèvera  la  solution  comme  dans 
le  premier  cas. 

780.  Exemple  II.  — ^  On  demande  de  trouver  l'équor- 
tion  des  cônes  d'après  l'ét/uation  aux  dérivées  par-- 
tielles  de  ces  surfaces, 

L^équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  co- 
niques s'obtient  (n^  319)  en  exprimant  que  le  plan  tan- 
gent passe  par  un  point  fixe  qui  est  le  sommet  de  la 
surface.  Dans  le  système  des  coordonnées  rectilignes, 
cette  équation  est 

^oy  J99  ^0  étant  les  coordonnées  du  sommet. 

Pour  rintégrer,  il  faut  chercher  les  intégrales  des 
équations  simultanées 

dx  dr  dz 


x— xg      jr—jTii      z  — ^0 

3o< 
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Ces  intégrales  sont 

log(x  —  xo)  —  log(3  —  3o)  —  const., 
l<>g(r  —  ro  )  —  log  (  «  ~  •  «0  )  ^  const. 


ou 


=  const. ,      ^—  ==  const.  ; 


20  «  —  2© 


il  en  résulte  que  l'intégrale  de  Téqualion  aux  dérivées 
partielles  est 

4>  désignant  une  fonction  arbitraire. 

On  opérera  de  la  même  manière  qu^au  n**  779  si  Ton 
veut  déterminer  la  fonction  4>  par  la  conditioTi  que  le 
cône  passe  par  une  courbe  donnée  ou  soit  circonscrit  à 
une  surface  donnée. 

781.  Exemple  III.  —  Trouver  V équation  des  sur- 
faces conoïdes  d'après  leur  équation  aux  dérivées  par- 
tielles. 

L'équation  aux  dérivées  partielles  de  ces  surfaces 
s'obtient  (n°  350)  en  exprimant  que  le  plan  tangent  en 
chaque  point  renferme  la  génératrice  qui  y  passe.  Celte 
équation  est,  en  coordonnées  rectilignes, 

lorsqu'on  prend  la  directrice  pour  axe  des  z  et  le  plan 
directeur  pour  celui  des  xy.  Pour  l'intégrer,  on  cher- 
chera les  intégrales  des  équations  simultanées 


dx 

dY 

dz 

*~"" 

j 

X 

X 

o 

qui  sont 


r 

-  =  const.,     z  =  const.  ; 
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>ii  a  donc 


-g 


>our  l'équation  des  conoïdcs,  cp  étant  une  fonction  arbi- 
raîre. 

782.  Exemple  IV.  —  Trousser  V équation  des  surfaces 
te  révolution  d'après  leur  équation  aux  dérivées  par- 
ielles. 

Cette  équation  aux  dérivées  partielles  est 

px^qx=^o, 

|uand  on  suppose  que  les  axes  coordonnés  sont  rectan- 
gulaires et  que  celui  des  z  coïncide  avec  Taxe  de  la 
«urface;  on  l'obtient  (n^  351  )  en  exprimant  que  la  nor- 
male rencontre  Taxe. 

Ici  il  faut  intégrer  les  équations  simultanées 

ilx dy  dz 

y  ~'  —  x~'  o 

DU 

xtlx  H- ydy  =:  O,     dz  =  0'y 

Les  intégrales  sont 

X*  -I-  jr*  =  const.,     z  =  const.  ; 
donc  l'intégrale  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  est 

^  désignant  une  fonction  arbitraire. 

783.  Exemple  V.  —  On  demande  d'intégrer  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles 

(l)  z=ipx-^qy  -h/[xj  y), 

^^J  \x.j)  désigne  une  fonction  donnée. 
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Les    équations   difTérentielles    ordinaires   qu'il  faut 
considérer  sont  ici 

ilx       dy  dz 


ou 

.    ,  dy       dx       dz        z    ,    /(^,r) 

*    '  j  X         0.r        X  X 

De  la  première,  on  tire  \o^  =  log x  H-  const.  on 

(3)  y  =  Cx', 

portant  cette  valeur  àe  j  dans  la  seconde  équation,  il 

vient 

dz       z  f-^XyCx) 

dx      X  X 

Cette  équation  est  linéaire,  et  Ton  trouve  pour  son  inté- 
grale 

(4)  z  r.-^  Cx  -  X  r't^i^^  dx^ 

C  étant  une  seconde  constante  et  Xq  une  valeur  initiale 
de  X  quelconque.  Maintenant  il  faut  résoudre,  par  rap- 
port aux  constantes  G,  G',  les  deux  intégrales  (3)  et  (4) 
que  nous  venons  d'obtenir,  et  établir  entre  les  valeurs 
trouvées  une  relation  arbitraire;  mais,  pour  cela,  il  est 
nécessaire  de  remplacer  x  par  une  autre  lettre,  J,  sous 

le  signe    I  contenu  dans  Téquatlon  (4)*  Il  vient  alors 


ou,  en  remplaçant  G  par  la  valeur  tirée  de  l'équation  (3]» 


(5) 
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Il  reste  à  tirer  des  équations  (3)  et  (5)  les  valeurs  de  C  et 
<le  G  pour  les  substituer  dans  Téquation 

(6)  C'--?(C). 

OÙ  ^  désigne  une  fonction  arbitraire  ;  cela  revient  à  éli- 
vTiiner  C  et  (7  entre  les  équations  (3),  (5),  (6).  On  a 
siinsi 


<7) 


Cette  équation  (7)  est  l'intégrale  générale  demandée. 
Supposons  que  la  fonction  y(Xy^)  soit 


^a* -h  x^  y/a* -h  X* 

a  étant  une  constante  donnée.  L^équation  à  intégrer  est 


z  =^px  -+-  qx  -4- 


sjà^  H-  j:*  ^a*  -f-  y* 


et,  d'après  la  formule  (7),  l'intégrale  générale  sera,  en 
faisant  Xo  =  o, 

ou,  en  supposant  x'^o  et  en  faisant,  sous  le  signe    f  9 

(A  C ± 


6l6  CALCUL   INTÉGRAL. 


Des  équations  aux  différentielles  totales. 

784.  Avant  de  poursuivre  l*élude  des  équations  aux 
dérivées  partielles,  nous  dievons  parler  des  équations  aux 
difTérentielles  totales  que  l'on  rencontre  dans  certaines 
recherches.  Nous  nous  bornerons  au  cas  de  trois  va- 
riables Xj  y^  z,  dont  Tune  sera  regardée  comme  une 
fonction  des  deux  autres,  et  Téquation  dont  nous  allons 
nous  occuper  est 

(i)  P^/x -4- Qc/r -+- Rr/»  =  o, 

Py  Qy  R  étant  des  fonctions  données  de  x^y^  z.  II  s*agit 
de  savoir  s'il  existe  une  fonction  z  de  x  et^  propre  à 
vérifier  Téquation  (i)  et  de  trouver  cette  fonction  quand 
elle  existe.  Si  l'on  fait 

et  que  Ton  substitue  cette  valeur  de  dz  dans  Téqua- 
tion  (i),  les  difTérentielles  restantes  dx,  dj  étant  arbi- 
traires, il  faudra  que  leurs  coefficients  soient  nuls  ;  on  a 
donc 

(a)  P-+-R/7  =  o,     Q-hR7  =  o. 

Ainsi,  il  nous  faut  satisfaire  par  une  même  valeur  de  2  à 
deux  équations  aux  dérivées  partielles  \  cela  n'est  possible 
que  dans  le  cas  où  une  certaine  condition  se  trouve  rem- 
plie. DifTérentions  la  première  équation  (2)  par  rapport 
à ^  et  la  seconde  par  rapport  à  x;  on  aura 


dK\       „  dp 


/dP         <)R\  /()P 

/dQ         dR\         /<)<)         dR\       „  dq 
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tranchant  ces  équations  Tune  de  i*aulre  et  remarquant 
ùp       dq 
ÔY       dx 


dp         dq     ..     .      ^ 

que  -7-  =r  -j-i,  il  vient 


/r)P 


OU,  en  éliminant  )9  et  q  par  le  moyen  des  équations  (a), 

^     '       \ôz        0/ )       ^\0x        Ozj  \ôf       dxj 

Eelle  est  la  condition  que  remplissent  nécessairement  les 
fonctions  P,  Q,  R  lorsque  Téquation  (i)  est  intégrable. 
Il  reste  à  prouver  que  cette  condition  est  suffisante  ;  c'est 
<:e  que  nous  allons  faire,  en  procédant  directement  à  la 
xecherche  des  solutions  que  l'équation  (1)  peut  admettre. 

785.  Désignons  par  yi  un  facteur  propre  à  rendre 
Texpression  Qfl[y-i-R^/^  différentielle  exacte  d'une 
fonction  u  des  variables^  et  z\  le  facteur  jui  et  la  fonc- 
tion u  dépendront  généralement  de  x.  Posons,  en  con- 
séquence, 

(4)  f^Q-^»    PR-;,-» 

et  faisons,  en  outre, 

(5)  ^^  =  T.-^^ 

X  désignant  une  certaine  fonction  de  x,  y  y  z.  L'équa- 
tion (i),  multipliée  par/i,  deviendra 

l  du       -.  \   ,        du   .        du  . 

ou 

(6)  €/ii -î- X  ^£r  =  G, 

u  étant  fonction  de  x^y^  z,  on  peut  regarder  z  comme 
fonction  de  x^j^  u,  et  alors  X  deviendra  fonction  des 
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mêmes  variables.  Mais,  puisque  les  différentielles  du^  àx 
figurent  seules  dans  l'équation  (6),  u  ne  dépend  que  dcx; 
donc  il  faut,  pour  la  possibilité  du  problème,  que  X  ne 
contienne  pas  y  et  soit  fonction  des  seules  variables  x 
et  u.  Lorsque  cette  condition  est  remplie,  il  existe  un 
facteur,  fonction  de  x  et  de  u,  qui  rend  différentielle 
exacte  le  premier  membre  de  l'équation  (6)  ;  si  Ton  dé- 
signe par  -  un  tel  facteur,  il  est  évident  que  X  sera  ud 

facteur  propre  à  rendre  une  différentielle  exacte  le  pre- 
mier  membre  de  l'équation  proposée.  On  a  ainsi  ce 
théorème  : 

Lorsque  l'équation  Prfx-hQ^-f-Rd^  =.q  est  inté- 
grable,  il  existe  un f  acteur  \  tel,  que  X(Prfx-^-Qrf7  n-Rdz) 
est  une  dijj'érentielle  exacte  d\J\  l'équation  est  donc 
satisfaite  en  posant  U  =  C,  C  étant  une  constante  arbi- 
traire. 

786.  Revenons  à  la  condition  de  possibilité;  elle  est 

exprimée  par  l'équation  —  =  o,  quand  on  regarde  z 

comme  fonction  de  x,  j^,  u;  mais,  X  étant  exprimée 
en  Xj^j  Zj  elle  sera 

dX      dX  dz 
ÔX        àz  ôy 

ôz       .  . 

la  valeur  ^  doit  être  tirée  de  l'équation  qui  exprime  u 

en  fonction  de  x,  j'y  z,  et  l'on  a,  en  conséquence, 

du      au  ôz 

ôj'       dz  djr  ~' 

Éliminant  donc  3-»  notre  condition  devient 

àx 

du  d\       du  d\ 

^'^  dzdx       dx  àz         .' 
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On  a,  d'ailleurs,  par  les  formules  (4)  et  (5), 

àf  dx         à.c  ôjr  df  ôx 

dz  ôz  dx  dz  dz  ox     ' 

«i  l'on  substitue  ces  valeurs,  ainsi  que  celles  de  ^-ï  -7--» 

^  ôy    ôz 

tirées  des  formules  (4))  l'équation  de  condition  (7)  de- 
viendra 

Enfin,  en  ajoutant  l'identité 


L     àz  dj-    J 


qui  résulte  des  équations  (4)»  effectuant  les  différentia- 
tions  et  supprimant  le  facteur  jui,  on  trouve 

ce  qui   est  l'équation  de   condition   déjà  obtenue   au 
n«784. 

On  voit  que,  si  cette  condition  est  remplie,  la  quan- 
tité X  qui  figure  dans  Téquation  (6)  sera  fonction  des 
seules  variables  x  et  u.  Dès  lors,  cette  équation  (6), 
qui  n'est  qu'une  transformée  de  la  proposée,  sera  une 
équation  différentielle  ordinaire,  dont  l'intégrale  géné- 
rale pourra  être  mise  sous  la  forme 

G  étant  une  constante  arbitraire  et  U  une  fonction  de  x 
et  de  u,  c'est-à-dire  une  fonction  de  x,  /,  z. 

U  analyse  précédente  montre  que  l'équation  de  condi- 
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tion  (8)  est  nécessaire  et  suffisante  pour  que  Téqualion 
proposée  admette  une  intégrale;  elle  donne,  en  outre, 
le  moyen  de  déterminer  cette  intégrale  quand  elle  existe. 

787.  Cas  ou  P,  Q,  R  sojnt  des  foactioks  uosiogekes 
DU  MÊME  DEGRÉ.  —  SupposoDS  la  condîtiou  d'intégraLi- 
lité  remplie,  et  posons 

P'»  Q'>  R'  étant  des  fonctions  de  ji  et  àty\  La  propo- 
sée (i),  divisée  par  z"+*,  devient 

(P'^  4- Q'rf/) -f^(P'x'-h  Qy -4-R')  -  =o 

3 

ou 

I j£ z. —  o: 

z        Px-f-Qj^H-R 

le  deu&ième  terme  de  cette  équation  ne  dépend  que  des 
variables  j/,  j^,  et  il  doit  être  une  différentielle  exacte, 
en  vertu  de  Téqualion  de  condition. 
Considérons,  par  exemple,  Téquation 

[7*  -\-yz -{'Z^) dx-r [x*  -;- xz-^z^)dy-h[je^ H-x^ H-/* ) dz  =: o. 

On  a  ici 

P'=/*-i-/H-i,    Q'— x'«-f  x'-4-i,    R'  — x'« -h xy -:-/«, 

et  la  proposée  peut  s'écrire  comme  il  suit  : 

dz        y  -H/  -+-  l]€ix'  -h  (.r^«.+-  x'  ^^)riy  _ 

Or  on  a,  par  la  décomposition  en  fractions  simples, 

y*  -\-y  -h  i  y  ■+- 1  I 


(xy  H-x'H-/)(x'-+-y-f-i)  "^  xy-hx'-f-/    x'-f-y-ri* 

x'*  -h  x'  -h  I  ^        x'  -h  I  I 

(x'/  -f  x' 4-"j  ')(x'  +7'^  -  xy  H-x'  -t-/  ~  x'T7'^* 
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^e  qui  permet  de  mettre  notre  équation  sous  la  forme 

z       X  y  -h  X  -h y         x'  -4-y  H- 1 

On  voit  que  chaque  terme  est  une  difTérenlielIe  exacte; 
rintégration  donne,  en  désignant  par  a  une  constante 
arbitraire, 

logz  -f-  log  [xy  -:-  4/  -:-/  )  —  log(.r'  -^-y  -,- 1]  —  log  «, 

d'où 

—        /      »  >  » 

xy  n-x  H-j 


Remettant  enfin  -1  -au  lieu  de  a/,  7'»  *!  vient 

z     z  -^ 

xy  -+- J5  -!-  m:  rrr  a(.r  -+-  r  -h  z), 

ce  qui  est  l'intégrale  de  la  proposée. 

Définition  de  l'intégrale  générale  d'une  équation  aux 
dériifées  partielles  du  premier  ordre,  —  Des  inté- 
grales  complètes. 

788.  La  variable  x  étant  regardée  comme  fonction 
des  n  variables  X|,  X2y  . . . ,  x„,  posons 

Toute  équation  telle  que 

Y  \XfXi,  Xj,  . .  . ,  .r^,  ^|,  /jj,  . . . ,  /?«   =^^  o 

est  une   équation  aux   dérivées  partielles  du  premier 
ordre. 

Si  l'on  peut  trouver  une  valeur  de  x,  fonction  deXf, 
X29  . .  •  >  ^nj  quî  satisfasse  à  l'équation  proposée  et  qui  se 
réduise  à  une  fonction  donnée  arbitraire  ^  de  X| ,  X2<  •  • . , 
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^/i-i  quand  on  donne  à  x«  une  valeur  déterminée  Ç„ 
choisie  à  volonté,  l'équation  qui  détermine  cette  valeur 
de  X  sera  dite  V intégrale  générale  de  la  proposée. 

L*équation  proposée  et  celles  qu^on  en  déduit  par  des 
dîfférentiations  successives  déterminent  les  valeurs  de  x 
et  de  ses  dérivées  des  divers  ordres,  relatives  à  a:„,  en 
fonction  de  x,  J^i,  X2, . . .,  J?/i,  et  des  dérivées  de  x 
relatives  à  Xi,  X2,  • .  • ,  Xn^i-  On  conclut  aisément  delà 
que  rintégrale  générale,  si  elle  existe,  est  unique. 

L'existence  de  Tintégrale  a  été  établie  précédemment 
à  l'égard  des  équations  linéaires  par  rapport  aux  déri- 
vées, et  elle  sera  démontrée  généralement,  pour  toutes 
les  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
par  la  méthode  même  qui  nous  servira  à  la  trouver. 

789.  Lagrange  a  nommé  intégrale  complète  d'une 
équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  à  n 
variables  indépendantes,  toute  équation  entre  les  n  +  i 
variables  qui  satisfait  à  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles et  qui  renferme  n  constantes  arbitraires. 

Soient 

une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
à  n  variables  indépendantes  X|,  X2,  •  •  »,  Xnt  et 

une  intégrale  complète  de  l'équation  (i).  Si  l'on  difTé- 
rentie  cette  intégrale  par  rapport  à  chaque  variable  indé- 
pendante successivement,  on  aura 

,,x   à/         0/  df         df  df  ùf 

^    '  d/i     'Or  djTf     '^  ox  ôx^    ^  dx 

L*équation  (i)  doit  devenir  identique  quand  on  y  rem- 
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place  X  et  Pi, p^,  •  -  'j  Pn  par  les  valeurs  tirées  des  équa- 
tJoDS  (2)  et  (3);  donc  on  doit  reproduire  Téquation  (i) 
cjuand  on  élimine  les  n  arbitraires  ai,  ^21  •••9^/1  entre 
les  équations  (a)  et  (3). 

L'intégrale  générale  de  Téquation  (1)  renfermant  une 
fonction  arbitraire  de  n  —  i  variables,  il  est  évident 
<{u'on  pourra  en  déduire  une  inCnité  d'intégrales  com- 
plètes. Mais  il  est  très-remarquable  que  réciproquement 
Ton  puisse  déduire  d'une  intégrale  complète  une  solu- 
tion renfermant  une  fonction  arbitraire  de  /i  —  i  va- 
riables et  qui  généralement  coïncide  avec  l'intégrale 
générale. 

Pour  démontrer  cette  importante  proposition,  consi- 
dérons la  constante  arbitraire  a^  de  l'équation  (2) 
comme  une  fonction  arbitraire  ^{a^y  a^, .  •  • ,  an^^  )  des 
n  —  I  autres  arbitraires.  L'équation  (a),  qui.satisfait  à 
l'équation  (i),  dans  Thypothèse  des  arbitraires  con- 
stantes, ne  cessera  pas  de  la  vérifier  si  l'on  suppose  les 
arbitraires  variables,  pourvu  que  les  équations  (3)  sub- 
sistent dans  cette  dernière  hypothèse. 

Prenons  la  différentielle  totale  de  l'équation  (2)  en 
considérant  les  arbitraires  comme  variables,  mais  en 
supposant  que  a^  soit  remplacé  par  la  valeur 

(4)  «n~~?(^ii^îj  •  •  •»  ««-il; 

écrivons  aussi  pxdx^  -+-. .  •-hpndxn  au  lieu  de  dx]  il 
viendra 

/  0/  ô/\  ^  l  df  àf\  . 

àf  ^          àf  ,                      df     , 
H-  -5 —  cUim  -h  -r —  aa^  -+-...-+-  3 ""«—1  =  o. 

Il  est   évident  qu'on  déduira  les  équations  (3)  de  la 
précédente  si  les  arbitraires  a^y  02,  . . .,  a;,.|  sont  dé- 
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finies  par  les  équations 

...  df  df  (V 

(5)  3-  =  0,        --  — O,        •••5       -: =  0. 

Si  donc  on  pouvait  éliminer  a^^a^y  . . .,  a„^x  entre  les 
équations  (2)  et  (5),  on  obtiendrait  une  équation  con- 
tenant une  fonction  arbitraire  de  /i — i  quantités  et 
satisfaisant  à  la  proposée;  une  telle  équation  ne  peut 
différer  de  Tintégrale  générale.  Mais  rélimination  dont 
nous  venons  de  parler  n'est  pas  possible^  à  cause  de  la 
fonction  arbitraire  (f  qui  entre  dans  Téquation  (a),  et 
dont  les  dérivées  partielles  figurent  dans  les  équa- 
tions (5);  il  faut  donc  conserver  le  système  des  équa- 
tions (2)  et  (5),  qui  définit  Tintégrale  générale  d'une 
manière  suffisante. 

11  faut  remarquer  qu'à  chaque  intégrale  complète  de 
l'équation  proposée  répond  une  forme  déterminée  de 
l'intégrale  générale,  et  que,  relativement  à  cette  formc^ 
l'intégrale  complète  joue  le  rôle  de  solution  particulière, 
en  ce  sens  qu'elle  ne  s'y  trouve  pas  comprise.  On  voit 
enfin  que  toute  équation  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  résulte  de  l'élimination  d'une  fonction  arbi- 
traire par  la  méthode  exposée  au  n°  87  ;  cela  suppose 
toutefois  que  l'existence  de  l'intégrale  générale  soit 
établie. 

790.  Les  remarques  qui  précèdent  s'appliquent  à  toutes 
les  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
Mais  on  a  vu  au  n°  778  que,  dans  le  cas  des  équations 
linéaires  par  rapport  aux  dérivées,  l'intégrale  générale 
peut  être  mise  sous  une  forme  particulière  qui  ne  con- 
vient qu'à  ce  genre  d'équations  ;  cette  intégrale  doit  coïn- 
cider avec  celle  que  l'on  déduit  d'une  intégrale  complète. 
Nous  allons  éclaircir  cela  sur  un  exemple. 
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Considérons  l'équation 

L  înéaire  par  rapport  aux  dérivées  ;  z  est  une  fonction 
iL  nconnue  des  variables  x,  y  y  et  nous  faisons  comme  à 
l^^ord  inaire 

On  satisfait  à  Téquation  proposée  en  posant 

r  r=:  ax  -f-  bj'y 

^elb  étant  des  constantes,  car  on  tire  de  là/;  =  a,  ^=^6. 
L'équation  précédente  est  donc  une  intégrale  complète 
de  la  proposée.  Pour  avoir  l'intégrale  générale,  il  faut, 
d'après  la  méthode  du  n°  789,  remplacera  par  une  fonc- 
tion arbitraire  cj>(a)  de  a  et  éliminer  a  entre  les  deux 
équations 

dont  la  seconde  s'obtient  en  différentiant  la  première  par 
rapport  à  a.  D'après  cette  seconde  équation,  c^'(a)  est 

égale  à  —  -:  donc  a  et  <f{a)  sont  des  fonctions  de  -»  et 

la  première  de  nos  deux  équations  montre  que  l'on  a 


-X'^' 


rien  ne  détermine  la  fonction  ^,  et  nous  retrouvons  par 
cette  voie  l'intégrale  à  laquelle  conduit  la  méthode  du 
n^  778. 

Intégration  des  équations  aux  dérisfées  partielles  du 
premier  ordre,  dans  le  cas  de  deux  variables  indé- 
pendantes» 

791.  Le  problème  qui  constitue  le  calcul  intégral  des 
équations  aux  dérivées  partielles  est  aujourd'hui  com- 

S.  —  Cale,  t/itm  4^ 
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plétement  résolu  pour  ce  qui  concerne  les  équations  da 
premier  ordre,  c'est-à-dire  que  l'intégration  d'une  telle 
équation  peut  toujours  être  ramenée,  quel  que  soit  le 
nombre  des  variables  indépendantes,  à  l'intégration 
d'un  système  d'équations  diflTérenti elles  ordinaires  simul- 
tanées. Parmi  les  méthodes  propres  à  atteindre  ce  but, 
il  faut  surtout  distinguer  celles  de  Jacobi  et  de  Cauchy; 
je  prendrai  ici  pour  point  de  départ  l'analyse  de  Cauchy^ 
mais  je  présenterai  en  méme^  temps  quelques  dévelop- 
pements relatifs  à  une  difficulté  inhérente  à  cette  analyse 
et  que  j'ai  déjà  publiés  ailleurs. 

792.  Nous  considérons  d'abord  le  cas  de  deux  variables 
indépendantes.  Soit 

(0  F(*»r,  2,77,  7)  =  o 

l'équation  proposée,  dans  laquelle  z  désigne  une  fonction 
inconnue  des  deux  variables  indépendantes  x,j^,  et  où^, 
q  représentent  respectivement  les   dérivées    partielles 
dz    dz 
ôjr    djr 

Il  s'agit  de  trouver  une  valeur  de  z  qui  satisfasse  à 
l'équation  (i)  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  j',  et 
qui,  pour  une  valeur  donnée  Xq  de  x,  se  réduise  à  une 
fonction  arbitraire  donnée  f(jy)  de  j".  Ainsi  l'on  doit 
avoir  en  même  temps 

le  problème  énoncé  en  ces  termes  est  complètement  dé- 
terminé. 

Introduisons,  avec  Cauchy,  une  fonction  actuellement 
indéterminée  j^q  de  x  et  de  ^  ;  on  pourra  considérer  j 
comme  une  fonction  de  x  et  de  Yq,  et  alors  Zjp^  ç  seront 
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nssi  des  fonctions  de  ces  mêmes  variables.  On  aura  donc 


dz   ,         dz 

-5—  ax  H 


fiz  :=  -j-  </x  H-  -J--  djr^j 


ot,  si  Ton  porte  ces  valeurs  de  dz  et  de  dy  dans  Téquation 

<jui  exprime  la  définition  de  ^  et  de  ^,  il  viendra 

àz   ,  àz    ,  ,  (dr  .         dx    , 

Cette  équation  ayant  lieu  quelles  que  soient  les  difle- 
rentielles  dx  et  dj-Qy  on  a 

/    X  ôz  àf 

f^)  dZ^P-^nx' 

Si  Ton  différentie  l'équation  (2)  par  rapport  k  j-q  et 
l'équation  (3)  par  rapport  à  x,  puis  que  l'on  retranche 
ensuite  les  deux  résultats  obtenus  l'un  de  l'autre,  il 
viendra 

^^  djo      dx  d/o       àxo  dx* 

Gela  posé,  désignons  par 

dF  =  Xdx  -+■  Xdy  -f-  Zdz  -*-  Vdp  -h  Ç^dq 

la  différentielle  totale  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion (i);  on  aura,  en  difTérentiant  cette  équation  (i)  par 

rapport  à  jo, 


(5)  T|l+Z|i-HP|^H-Q|l  =  0. 

'  ày^        ox^         d/o  ày^ 


4o. 


628  CALCUL    IHTÉGRAL. 

et,  si  l'on  porte  dans  l'équation  (5)  les  valeurs  de  -^ 
et  de  -r^  tirées  des  équations  (3)  et  (4),  il  viendra 

Or,  la  fonction  de  x  et  de  j^q  qui  représenter^  et  que 
nous  avons  introduite  est  jusqu'ici  indéterminée^  nous 
en  disposerons  de  manière  que  l'on  ait 

(7)  p|-Q--°< 

et  nous  l'assujettirons  en  outre  à  se  réduire  à  j'q  pour 
X  =  Xo.  Ainsi  l'on  aura  en  même  temps 

en  posant,  pour  abréger, 

et  en  déterminant  po  par  l'équation 

qui  n'est  autre  chose  que  l'équation  (i),  dans  laquelle 
on  remplace  x^^f  z,  p,  q  respectivement  par  x©,  Jo» 

-^o»  Poy  qo' 

L'équation  (7)  réduit  l'équation  (6)  à 

(8)  Y-i-Z<7-P^.  =  o. 

en  sorte  que  le  problème  proposé  est  ramené  à  trouver 
quatre  fonctions  j^,  5,  pf  q  des  deux  variables  indépen- 
dantes X  et  j'o)  qui  satisfassent  généralement  aux  cinq 
équations  (1),  (2),  (3),  (7)  et  (8),  et  qui  se  réduisent 
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respectivement  àj^o>  ^o>  Pny  ^0  pour  x  =  j:©',  nous  ne 
parlons  pas  de  Féquation  (4))  parce  qu^elle  résulte, 
comme  on  Ta  vu,  des  équations  (2)  et  (3). 

793.  Mais  les  équations  (i),  (2),  (7^9(8)  suffisent, 
comme  on  le  verra,  pour  la  détermination  des  inconnues 
y 9  ^i  Pf  Çi  Téquation  (3)  est  donc  surabondante,  et  il 
faut  qu'elle  se  trouve  vérifiée  d'elle-même.  Voici  com- 
ment Gauchy  a  démontré  cet  important  théorème. 

Supposons  que  des  équations  (i),  (2),  (7),  (8)  on  ait 
tiré  pour  y  y  z,  p,  q  des  valeurs  déterminées,  fonctions  de 
X  et  dej^o>  qui  se  réduisent  respectivement  à  j^o»  ^o> 
po<i  ço  pour  X  =  Xq\  les  deux  membres  de  l'équation  (3) 
seront  aussi  des  fonctions  déterminées  de  x  et  de  j^o»  6t, 
en  désignant  par  T  leur  différence,  on  aura 

Si  Ton  différentie  celte  équation  par  rapport  à  x,  et  qu'on 
en  retranche  ensuite  l'équation  (2)  préalablement  diffé- 
rentiée  par  rapport  k  jtq,  on  aura,  au  lieu  de  l'équa- 
tion. (4), 

puis,  en  portant  dans  l'équation  (5)  les  valeurs  de  -r—  et 
de  -T^  tirées  des  équations  (9)  et  (10),  il  viendra 


,..,> 


enfin,  à  cause  des  équations  (7)  et  (8),  cette  équation  se 
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réduit  à 

i>^T      ^^  I  dT  Z 

P  3-  -f^  ZT    -  O      ou     =;  3-  =  —  ;;• 

dx  T  dx  P 

Z 

La  quantité  — »  -  étant  exprimée  en  fonction  de  x  et 

de  j-o,  si  l'intégrale  —  1    -rfx  a  une  valeur  finie  et 
déterminée,  on  tirera  de  Téquation  précédente 


(12) 


T         r'  Z  ~  J 


z  . 


en  désignant  par  To  la  valeur  que  prend  T  pour  x  =  x^. 

Mais,  comme  Thypothèse  x  =  Xq  réduit  ;7—  à  y©  et  -r=- 

à  I,  Téquation  (9)  montre  que  To  =  o,  et,  par  suite,  à 
cause  de  Téquation  (12),  on  aura  généralement 

Tr=o. 

Nous  examinerons  plus  loin  le  cas  singulier  dans  lequel 

l'intégrale    1    -  dx  cesse  d'avoir  une  valeur  finie  et  dé- 
terminée.       ' 

794.  D'après  ce  qui  précède,  nous  n'avons  à  considé- 
rer que  les  équations  (i),  (a),  (7)  et  (8).  On  peut  même, 
si  l'on  veut,  remplacer  l'équation  (i)  par  sa  dérivée  rela- 
tive à  X  ;  cette  dérivée  n'a  pas  en  effet  plus  de  généralité 
que  l'équation  (i),  puisque  les  valeurs  de  y  y  z,  p,  q 
doivent  se  réduire  à  j'o,  Zo>  /'o  yo  pour  x  =  x©.  Or  la 
dérivée  en  question  est 

Qx  ôx  dx  ÔX 
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5l,  en  y  remplaçant  ^-j  Q  et  Y  par  les  valeurs  tirées  des 
^nations  (2),  (7)  et  (8),  elle  se  réduit  à 

l3)  X-|-Z/?-»-P^:r:=0. 

Le  problème  dont  nous  nous  occupons  est  donc  ramené 
i  trouver,  au  moyen  de  quatre  des  équations  (i),  (a), 
[7),  (8),  (i3),  des  valeurs  dej^,  z,  ;?,  y,  fonctions  dex 
et  de  j'o>  qwi  se  réduisent  respectivement  ^Jq,  -o>  ^o>  ^o 
pour  X  =  Xo. 

Les  équations  (2),  (7),  (8),  (i3)  forment  en  réalité  un 
système  de  quatre  équations  simultanées  aux  dérivées 
partielles  ;  mais,  parce  que  ces  équations  ne  renferment 
pas  la  variable  indépendante  jo^  elles  doivent  être  trai- 
tées comme  des  équations  différentielles  ordinaires  ;  elles 
sont  comprises  dans  la  formule  unique 

-         dx (Iy dz  —  dp     —  flq 

(H)       p  =  Q  =  P? -1-"Q^  "  X-t-Z^  ""  Y^TTq \ 

et  l'une  d'elles,  nous  devons  le  répéter,  peut  être  rem- 
placée par  l'équation  (i). 

Si  le  premier  membre  de  l'équation  (i)  est  une  fonc- 
tion linéaire  relativement  aux  dérivées/?  et  q^  comme  sa 
différentielle  prise  en  ne  faisant  varier  que  p  et  q  est 
Pdp  -h  Q,dq,  Pet  Q  seront  indépendantes  de  pet  y,  et  F 
aura  la  forme  P/?  H-  Q<7  —  R,  R  étant  comme  P  et  Q 
fonction  de  x,  j^,  z.  Dans  ce  cas,  les  deux  premières  des 
équations  contenues  dans  la  formule  (14)9  savoir 

dv       dy       dz 

Y^q^ R  ' 

permettent,  sans  le  secours  des  autres,  de  déterminer  les 
valeurs  de  y,  z  en  fonction  de  x  et  j'o*  On  est  ainsi  ra- 
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mené,  dans  le  cas  des  équations  linéaires  par  rapport  aux 
dérivées,  à  la  règle  du  n*^  774. 

795.  Supposons  généralement  que  des  équations  (i4) 
on  ait  tiré  des  valeurs  dey^  z^  p^  q  se  réduisant  àj^oi  ^o» 
Po>  yo  pour  X  =  Xo  ;  soient 

ces  valeurs;  nous  n'écrivons  pas  la  lettre  p^  dans 
ces  expressions,  parce  qu'on  peut  toujours  supposer 
que  Ton  ait  substitué  sa  valeur  tirée  de  Téquation 
F(xo,  7o>  ^oy  Poy  ^g)  ==  o",  quant  à  Xo,  c'est  une  valeur 
numérique  déterminée  dont  il  n'y  a  pas  à  s'occuper. 

Les  deux  premières  équations  (i5)  donneront  la  solu- 
tion du  problème  proposé  si  l'on  y  remplace  Zo  p^t^Jljo) 
et  qo  f^^fiXo)-  Si  Ton  attribue  à  la  fonctiony(j'o)  ^^^ 
forme  déterminée,  et  que  l'on  puisse  éliminer  yo  entre 
les  deux  équations  dont  nous  parlons,  on  aura  l'expres- 
sion de  la  fonction  inconnue  z  en  x  et  j^.  Mais,  si  la  fonc- 
ùonf(jyQ)  ou  Zo  reste  indéterminée,  l'élimination  de  j^ 
sera  impossible,  à  moins  que  les  valeurs  de^  et  de  z  ne 
soient  l'une  et  l'autre  indépendantes  de  qQ  ;  dans  ce  cas. 
si  Ton  résout  les  deux  premières  équations  (i5)  par  rap- 
port à j^o  et  Zq,  on  obtiendra  des  expressions  de  la  forme 

jr^  =  'i,{.r,r,  z),     Zç,  —  f[x,jr,  z), 

et  la  solution  du  problème  sera  donnée  par  l'équation 
d'où  l'on  conclut,  comme  on  sait,  que  l'équation  pro- 


CHAPITRE   XI.  633 

'posée  (i)  est  nécessairement  linéaire  par  rapport  aux 
dérivées  p  et  q. 

Si  l'on  fait  abstraction  du  cas  d'une  équation  linéaire, 

je  dis  qu'aucune  des  expressions  àej  et  de  z  ne  peut 

être  indépendante  de  q^.  En  effet,  portons  dans  Téqua- 

tion  (3)  les  valeurs  de  j*,  z,  q  tirées  des  équations  (i5); 

on  aura 

cette  équation  doitavoir  lieu  identiquement,  et,  par  suite, 
les  termes  multipliés  par  ^^  doivent  se  détruire.  On  a 
donc  encore  identiquement 

âqo  Ôqo 

le  facteur yi  =  q  ne  peut  être  nul  généralement,  d'où  il 

suit  que,  si  l'une  des  quantités^-  -r-^  est  identiquement 

nulle,  l'autre  doit  l'être  aussi  ;  donc  les  deux  fonctions/*! 
etyi  dépendent  l'une  et  l'autre  de  qo,  ou  elles  sont  Tune  . 
et  l'autre  indépendantes  de  cette  quantité  :  ce  dernier 
cas  ne  peut  avoir  lieu,  comme  on  l'a  vu  plus  haut,  que  si 
l'équation  proposée  est  linéaire  par  rapport  aux  déri- 
vées p  eiq. 

Cela  posé,  si  l'on  élimine  qo  entre  les  deux  premières 
équations  (i5),  on  obtiendra  une  équation  qui  pourra 
tenir  lieu  de  la  seconde  d'entre  elles  et  que  je  représen- 
terai par 

(i6)  V(x,  ^,  s,  jo,  «0  — o     ou     V  =  o. 

Si  l'on  prend  la  différentielle  totale  de  cette  équation, 
et  que  l'on  y  remplace  dzo  par  qo  djo  >  dz  par  pdx-^qdj  y 
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il  viendra 

[dV        c)V\  ,        fdV         dV\^       /dV  dy\^ 


mais  la  première  équation  (  1 5  )  donne 


Kro. 


si  Ton  porte  cette  valeur  de  dj^  dans  Téquation  précé- 
dente,  et  il  ne  restera  plus  que  les  deux  seules  différen- 
tielles indépendantes  dx  et  d^o  \  ^^  égalant  donc  à  zéro 
les  coefïicienls  de  celle-ci,  on  aura 


1^,        ôy\     (dv       dy\dft 


fôV 


/c)v       dv\(dA  ,  ôA        ôA  àqo\^(dy  ^    dv> 


"O. 


Ces  équations  doivent  devenir  identiques  si  Ton  y  rem- 
place j^,  Zy  p,  q  par  les  valeurs  tirées  des  formules  (i5). 

Or  celles-ci  ne  contiennent  pas  la  quantité  arbitraire  ~^; 

il  est  donc  nécessaire  que  cette  quantité  disparaisse  de 
la  dernière  équation.  Comme  nous  faisons  abstraction  do 

cas  où  l'équation  proposée  (i)  est  linéaire,  la  dérivée^ 

dV  dV 

ne  peut  être  nulle  ;  il  faut  donc  que  -^ — h  y  —  s'an- 
nule, et,  en  conséquence,  on  a  simultanément,  par  les 
équations  précédentes, 

et 

,  Q,  d\  dV  dV         dV 
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kînsî  les  quatre  équations  (16),  (17)  et  (18)  deviennent 
dentiques  en  vertu  des  équations  (i5);  elles  déterminent 
Tailleurs  les  valeurs  de  y^  2,  /^,  y,  et,  par  suite,  elles 
leuvent  suppléer  les  équations  (i5). 

En  particulier,  si  Ton  remplace,  dans  V,  z^  pary(j^o)> 
'intégrale  cherchée  de  Téquation  (1)  sera  le  résultat  de 
'élimination  dej^o  entre  les  deux  équations 

1  ^ — ]  désignant  la  dérivée  de  V  prise  par  rapport  àj*©, 

mais  en  considérant  Zq  comme  fonction  de  j^o •  Donc, 
pour  avoir  cette  intégrale,  il  suffît  de  connaître  la  fonc- 
tion V,  et  on  l'obtiendra  en  éliminant  p,  q^  po,  qo  eïitre 
les  quatre  intégrales  des  équations  (i4)  et  Tcquaiion 

796.  Nous  devons  faire  remarquer  que  l'équation 

V  =  o 

constitue  une  intégrale  complète  de  l'équation  propo- 
sée (i),  si  l'on  y  regarde j'o  et  Zq  comme  deux  constantes 
arbitraires. 

En  effet,  dans  la  solution  générale  que  nous  venons  de 
développer,  on  reconstruit  Téquation  proposée  (i)  en 
éliminant^o  et  Zo  entre  les  équations  (16)  et  (18).  Or,  si, 
au  lieu  de  regarder  j-q  etzo  comme  des  variables  assujet- 
ties à  vérifier  l'équation  (17),  on  considère  ces  quantités 
comme  des  constantes,  il  est  clair  que  les  équations  (18) 
subsisteront  et  continueront  avec  l'équation  (16)  à  re- 
produire l'équation  (i)  par  l'élimination  de  j^o  et  de  z^. 
Cette  équation  (16),  qui  renferme  ainsi  deux  constantes 
arbitraires,  est  donc  une  intégrale  complète  de  l'équa- 
tion (i). 


636  C4LCUL    INTÉGRAL. 

797.  Exemple.  — Pour  donner  une  application  de  ce 
qui  précède,  considérons  Téquation 

z  —  apq  —  o, 

où  a  désigne  une  constante.  On  a  ici 

m  —  o,     Yr=o,     Z  — I, 
P  =  —  aq^      Q  =r  —  0/7,     F/?  -4-  Qç  =  —  lapq  =:  —  as, 

et  les  équations  simultanées  à  intégrer  sont 

r/x        r/r         fiz       dp       dq 
aq        ap        2z        p  q  ^ 

on  trouve  immédiatement  les  quatre  intégrales  suivantes, 

.IL  —  -^-  —  ^^-     —i:^  ™  r  —  Xo  __  \/g  —  s/zq 

et  Ton  élimine  tout  de  suite  po  et  Çq  entre  les  deux  der- 
nières en  faisant  usage  de  Téquation  Zq  — ap^q^^=o\ 
on  a 

(  sl'z  •—  y/^^)*  -_  (•^  — •^oH.r— To)  _  (j  — ^o)(r  — Jol. 
Si  donc  on  fait 

v.-^«[^_v(7(77)j»-(^-.ro)(r-ro), 

l'intégrale  générale  de  Téquation  z  =  apq  sera  le  ré- 
sultat de  Télimination  de^o  entre  les  équations 

V  —  o,      ;t—  =  o. 

798.  La  méthode  que  nous  venons  de  développer  sop- 
pose  que  l'intégrale    /     —  dx  conserve  une  valeur  finie 

et  déterminée  ;  nous  allons  nous  occuper  ici  de  cette  inté- 
grale. 
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Supposons,  pour  abréger,  que  Ton  ail  résolu  Téqua- 
tion  (16)  par  rapport  k  z  ei  que  Ton  en  ah  tiré  la  valeur 
z  =  M,  M  étant  une  fonction  donnée  de  x,  jr,  j^q,  z^- 
Les  équations  (16)  et  (17)  qui  fournissent  la  solution 
cherchée  de  Téquation  (i)  seront  plus  simplement 

(20)  3=  M, 

et  les  équations  (18}  qui  déterminent  les  valeurs  dep  et 
de  ç  seront 

Pour  reconstruire  Téquation  proposée  (1),  il  faut  éli- 
miner j^o  €tZo  entre  les  équations  (ao)  et  (aa)  ;  par  con- 
séquent la  différentielle  totale  ^F  du  premier  membre 
de  cette  équation  s'obtiendra  en  ajoutant  les  différen- 
tielles totales  des  fonctions  M  —  z,  -^ p,  -r n, 

ox       '     ôjr        ' 

respectivement  multipliées  par  des  facteurs  X,  fx^  v  sus- 
ceptibles de  faire  disparaître  les  différentielles  dj^o 
et  dzoy  lesquelles  doivent  être  regardées  ici  comme  in- 
dépendantes; on  aura  donc 


)■*-( 


A    -v-  -h   U  -y-^  -T-  V  ^r-—^-   1  OX 

Ox  c/jf'  Oxoj' 


et  les  facteurs  X,  fx,  v  devront  vérifier  les  deux  équations 
suivantes  : 

dM  dm  d'M 

,    ,.  ,     àxo      ^  dxôxo       ''djrdjo''    ' 

^^*'  \dM  dm  ()*M 

ÔZq  ÔxOz^  OjrOZ^ 
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De  réquation  (a3),  on  tire 


Z  \ 


et,  à  cause  des* équations  (^4)» 


P  ~        dM    d*M    __  dM    (^»M 

Pour  avoir  l'intégrale  dont  nous  avons  besoin,  il  faut, 
dans  cette  expression,  remplacer  j^  par  sa  valeur  tirée  de 
l'équation  (ai)»  multiplier  ensuite  par  ^x,  et  intégrer 
entre  les  limites  Xo  et  x\  or  on  peut  éviter  Télimination 
de  r  en  procédant  comme  il  suit.  Si  l'on  ajoute  au  numé- 

Z 

rateur  de  l'expression  précédente  de  —  p>  et  que  l'on  en 

retranche  ensuite  la  quantité 


yi_ 

/ôM\  ôj^dzn  drdzti 
îl  viendra 


d*M  fôM    dm       ÔM   d'M  \  .     .    (?*M  /dM    d«M        ÔM   à', 


P  dM/dM    d*M        <^.\A    d-M    \ 

d«o\d/^o  djdzo       dzo  àjdrj 

maïs,  en  différentiant,  dans  l'hypolhèse  où  x  et  j  sont 
seules  variables,  l'équation  (21)  mise  sous  la  forme 


( 


dM\ 
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on  trouve 

^àz^  dxdjr^^      dxo  dxdzj       ~  \dfQ  djrôz^      ôzq  dfdfj 
ce  qui  réduit  l'expression  précédente  de  — -  dx  à 

Comme  la  fonction  M  doit  se  réduire  à  Zo  pour  x  =  Xo 

et  y  =j^o>  il  s'ensuit  que,  dans  la  même  hypothèse,  -^— 

se  réduit  à  Tunité.  On  a  donc,  en  intégrant  Téquation 
précédente  entre  les  limites  Xq  et  x, 

799.  L'analyse  du  n**  793  se  trouve  en  défaut  lorsque 

l'intégrale  /    -  dx  cesse  d'avoir  une  valeur  finie  et  dé- 

terminée.  Ainsi  que  l'a  remarqué  M.  Bertrand,  cette  cir- 
constance se  présente,  non  pas  seulement  dans  quelques 
cas  particuliers,  mais  dans  le  cas  le  plus  général.  Et  en 
effet  il  suffit  généralement  d'attribuer  une  forme  conve- 
nable à  la  fonction  y  (j)^)  ouy(j^o)  ou  Zq  pour  que  l'in- 
tégrale dont  il  s'agit  devienne  infinie.  Mais  je  dis  que  : 

Si  pour  une  forme  particulière  de  la  fonction  f  [y) 

l'intégrale  j    -  dx  cesse  d'avoir  une  valeur  finie  et 

déterminée,  les  formules  que  nous  avons  établies  de- 
viennent  illusoires  et  sont  impropres  à  fournir  la  solu- 
tion du  problème  proposé.  Celle-ci  est  donnée  dans  ce 
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cas  par  l'intégrale  complète  de  Lagrange  qui  accom- 
pagne l'intégrale  générale. 

On  voit,  en  eflFet,  par  Téquation  (aS),  que,  si  Tinlé- 

grale   /      ^dx  cesse  d'avoir  une  valeur  finie  et  déler- 

minée  pour  une  certaine  forme  de  la  foncliony(^),  la 

dérivée  partielle  -r-  devient  nulle,  infinie  ou  indéter- 

minée  après  la  substitution  de  la  valeur  de  y  tirée  de 
Téquation  (ai).  Mais  alors  il  est  évident  qu'on  ne  sau- 
rait tirer  de  cette  équation  (ai)  une  valeur  déterminée 
dej  se  réduisant  à  j^o  pour  x  =  Xo,  puisque  la  double 

hypothèse  x  =  Xq,  y  =  j'o  doit  réduire  -r—  à  l'unité.  De 

ce  qu'il  est  impossible  de  tirer  de  l'équation  (ai)  une 
valeur  déterminée  de  y  se  réduisant  à  y^  pour  x  =  j:© 
il  faut  conclure  que  l'hypothèse  x  =  x^  fait  disparaître/ 
du  premier  membre  de  cette  équation,  et,  parce  que 
celle-ci  est  satisfaite  quand  on  fait  à  la  fois  x  =  Xg, 
/  :^j^oï  îl  est  évident  qu'elle  est  vérifiée  identiquement, 
quel  que  soit  j^,  quand  on  y  fait  x  =  Xq.  Il  résulte  de  là 
que^'"©  disparaît  de  l'équation  (  ao  )  quand  on  fait  x  --  x,, 
car  la  dérivée  du  second  membre  par  rapport  à  y^^  est 
identiquement  nulle  ;  cette  équation  donnera  donc,  dans 
cette  hypothèse  de  x  =  Xq, 

puisque  nous  savons  qu'elle  a  lieu  identiquement  quand 
on  fait j'  =  j'q,  2  =  2^,,  et  que  l'on  a  z^  =if{^y^Y  Con- 
cluons donc  que,  dans  le  cas  particulier  dont  nous  nous 
occupons,  la  solution  du  problème  proposé  sera  donnée, 
non  plus  par  le  système  des  équations  (ao)  et  (ai),  mais 
par  la  seule  équation  (ao). 
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800.  Nous  éclaircirons  ce  qui  précède  par  un  exemple. 
Soit  réquation 

où  a  désigne  une  constante  donnée.  On  a  ici 

X=:o,     Y=—pq^    Z=/?, 

P  =  Z'-qx  =  -^y      q=-'PX-a  —  -'—', 

P  1 

les  équations  simultanées  à  intégrer  sont 

—  pdx        q  dy         dz  dp        dq 

aq      ~~   pz    "  pqy  ""/?*""  o 

et  l'on  en  tire  sans  difficulté 

'  P'       Pi  «7o 

z     ^0  ,  /.         \      y     y^     '^     "^0 
P    Po  p     Po        qo 

d'où,  en  remplaçant  p^  par  sa  valeur ^ — > 

V^(2o  —  7o/o)*-+-  2û<7o(x  — Xoj 

«=   TT! ^T — > 

/'  =  - 


7  =  ^0; 

telles  sont  les  valeurs  de  j^,  z,  p,  q  en  fonction  de  x,  j^o> 
Zq»  Vo*  ^'^  ^  ensuite 

Z  ;>*  ^70 


P  «7  («0— 7oJo]*-t-2«7o(-^  — -^o) 

S.-  Cale,  int,  ^i 
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et 


^  \/l5o  —  qoJoV  -+-  2«yo(-^  —  -^o) 


/ 

On  voit  que  l'intégrale   /     -  dx  devient  infinie  si 

Ton  a 

^0  —  qoXo  =  o     ou     -—  =  --\ 

dans  ce  cas,  la  valeur  de  Zq  est 

Zq  r=:  OLJTq,       d'où       ^0  =^  «1 

a  désignant  une  constante  arbitraire.  Mais,  si  Ton  sup- 
pose à  Zq  cette  valeur,  nos  formules  deviennent  illusoires, 
car  elles  donnent  pourj)^  et  pour  z  les  valeurs 


I  <i   ,  .  I  o  a.  ,  . 

J=-Y/— (.r-^o),     ::  =  y  — (x-xo), 

qui  sont  indépendantes  de  J'q* 

Eliminons  Çq  entre  les  deux  équations  qui  déterminent 
les  valeurs  dej  et  ::.  On  tire  de  ces  équations 

z^  n*  V* 


V  ;  ^0  —  ^o^o  )*  -+-  ^ «7o  (  •«'  —  -^'o  J 


et,  par  la  multiplication, 

au  moyen  de  quoi  la  deuxième  équation,  élevée  au  carre, 
se  réduit  à 

L'élimination  de  q^  entre  les  deux  dernières  équations  se 
l'ait  immédiatement;  on  trouve 

(^'  — ^'J)(='  — -g)-"[(/--^o-o)-H«(x  — Xo)]»=o 
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ou 

^    ""  y  7  r'«*'° ^^ "«"^ ;^« —    ' 

c'est  Téquation   que  nous   avons   désignée  en  général 
par  V  =  o  ;  on  en  tire 


formule  dont  le  second  membre  est  la  quantité  désignée 
par  M.  On  vérifie  aisément  que  Téquation 

ÔM  âM 

donne  la  valeur  de  j'  obtenue  précédemment,  et,  en  sub- 
stituant cette  valeur  dans  Texpression  de  -r— 9  on  trouve 

OZq 

à}\ fo^  <7oJo 

^-0         V^(5o-^-7oro)*-+-  iaq^lx  —  x^) 

ce  qui  s^accorde  avec  les  résultats  généraux  déduits  de 
notre  théorie. 

Si  Ton  fait  Zq  =  xJq  dans  Téquation  z  =  M,  on  ob- 
tient 


=[•  -  ^-^>-v/(-;i)(^-)("--"'^)' 

cette  valeur  de  z  satisfait  à  Téqualion  proposée  quand 
on  regarde  «  et  jo  comme  des  constantes  arbitraires; 
d'ailleurs,  elle  se  réduit  à 


3  r—  a  )" 


pour  x  =  Xq;  donc  elle  donne  bien  la  solution  du  pro- 
blème proposé  dans  le  cas  où  Ton  suppose  la  fonction 
f(j)  égale  à  ocj. 

4i. 
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Extension  de  la  méthode  précédente  au  cas  d'un  nombre 
quelconque  de  variables  indépendantes, 

801 .  La  mélhode  précédente  est  applicable  quel  que 
soil  le  nombre  des  variables  :  c'est  ce  que  nous  allons 
établir  ici  succinctement^  sans  entrer  dans  la  discussion 
des  détails. 

Désignons  parxi,  X2,  ....  -^/i  les /i  variables  indépen- 
dantes, par  X  la  variable  principale;  posons  en  outre 

(1)  dx  =: p^dx^  -h  p^dx^  -f-.  .  .-{-  p^dx^^ 

et  considérons  Téquatlon  aux  dérivées  partielles 

(2)  F( j:,  X|,  Xj,  . . . ,  ^n^ PxiPi^  •  •  •  i/^i»;  =^  o> 

dont    le   premier  membre    est  une    fonction    donnée 
des  2  /i  4-  I  variables 

Xy    X|,    JTj,     .  •  .1     «^rtj   /?!>    P\f    •  •  .»    Pn' 

La  fonction  inconnue  x  n'est  pas  déterminée  complè- 
tement par  la  condition  de  satisfaire  à  l'équation  (a); 
mais  elle  le  devient  en  général  (n°  788)  si  on  l'assujettit 
en  outre  à  se  réduire  à  une  fonction  donnée 

des  n —  I  variables  Xi ,  x^,  . . . ,  Xn^\ ,  lorsqu'on  attribue 
k  Xn  la  valeur  particulière  |;|.  Alors,  si  l'on  pose 

dJ^  z=z  u^  dxi  ■+-  cTj  dx^  H-  ...  -h  cj„__i  dlr„_j, 

on  devra  avoir,  pour  Xn  =  ^/i,  non-seulement  x  =  {,  mais 
encore 

Cela  posé,  désignons  par 
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des  fonctions  indéterminées  de 

on  pourra  considérer  inversement 

comme  des  fonctions  de 

et  alors  x  deviendra  fonction  des  mêmes  variables.  La 
formule  (i)  fait  connaître  les  dérivées  partielles  de  x 
relatives  à  cette  h^'pothèse.  On  a 

(^\  ^-^  ^■''y  àje„^^ 


et 


I- 


àï,  -P'dL  -^■•■-^f'-'-âr' 


(4) 


» 


DifTérentions  Téquation  (3  )  par  rapport  à  J/  et  la  1**"*' 
équation  (4)  par  rapport  à  x„  ;  retranchons  ensuite  Tune 
de  l'autre  les  deux  équations  obtenues,  on  aura 

àpn  _  fàpi  dxi      dpi  à.T^ \  (àp„-x  à.^n-\      àp„-x  ^f«-i\ . 


comme  l'indice  i  peut  avoir  les  valeurs  i,  2,  ...,  (/^ — i), 
Téquation  (5)  tient  lieu  de  /i  —  i   équations  distinctes. 
Désignons  maintenant  par 
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la  différentielle  totale  du  premier  membre  de  Tcqua- 
tion  (a).  On  aura,  en  différentiant  cette  équation  (2) 
par  rapport  à  ^z, 

ou,  en  remplaçant  -r—  et  -^  par  leurs  valeurs  tirées  des 
formules  (4)  et  (5), 

j^(x,.x„.P.|;).....^|f(x....x,._..P.:^) 

ce  qui  équivaut  an  —  1   équations,   Tindice  i  pouvant 
avoir  les  valeurs  i,  2,  ...,(/i  —  i). 

Or,  les  fonctions  de  Xy,,  Çi,  $2>  •••^  E/i-i>  q^i  expri- 
ment les  valeurs  de  x^ ,  Xa,  . . . ,  x„«j ,  et  que  nous  avons 
introduites,  étant  indéterminées,  nous  les  assujettirons 
à  satisfaire  aux  n  —  i  équations 

et  à  se  réduire  en  outre,  pour  j?„=  Ç„,  à  ^i,  Çj,  ..., 
Çn-i  respectivement,  en  sorte  que  Ton  aura,  pour  x«=Ç/„ 

et  aussi 

/^«  =^  «^11  > 

la  valeur  tîT/i  étant  définie  par  Téquation 

*  (  5»  ?i»  Sa  •  •  •  »  Ç/i»  ^'ij  ^'ii  •  •  •  >  ^rt  j  ^^  o« 
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Les  équations  (7)  réduisent  les  n  —  1  équations  {6}  k 
(X,.X.,.P.*1).....*^(X„-.X,..,^P.^)  =  ., 
et  celles-ci  ne  peuvent  être  satisfaites  qu'en  posant 

(8)  y^«    -^""^^  ■^'^'^fe  =^' 


X,_,  -f-  Xp,^,  -^  P,  î^  =  o, 

parce  que  le  déterminant  D,  formé  avec  les  (n  —  i)^ 
quantités 

•~ —  •       ■      «       •  •  •  •    —^——  ^ 
t)?.        dix  JÇ, 

OU      ^?«  ou 


ne  peut  être  nul.  On  a,  en  effet, 

^'  ^d^*^"  -"ôi?:'^'  -ïïçT'^'  ■^■••^à^,''^-^-- 

> 

et,  si  le  déterminant  D  était  nul,  on  pourrait  former,  par 
Télimination  des  différentielles  rf|i,  d^^i  •••>  d^n-ij 
une  ou  plusieurs  équations  de  la  forme 
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ce  qui  ne  peut  avoir  Heu  que  dans  le  cas  où  il  existe  une 
relation  entre  les  variables  j?!,  X2,  ...♦  Xn-  Celles-ci 
étant  indépendantes,  D  ne  peut  être  nul,  et  les  équa- 
tions (8)  ont  lieu  nécessairement. 

D'après  cela,  le  problème  proposé  est  ramené  à  trouver 
o,n  fonctions 

des  n  variables 

qui  satisfassent  aux  3/i  —  i  équations  (2),  (3),(4)>(7)» 
(8),  et  qui  se  réduisent  respectivement  à 

Çï    Çl»    52»   •••»    Ç/i— 1»    '''"l»    ^t^   •••9    ^n 

pourx„  =  Çw. 

802.  Mais  les  an  équations  (2),  (3),  (7),  (8)  suffisent 
pour  la  détermination  des  an  fonctions  inconnues;  il 
faut  donc  que  les  équations  (4)  soient  satisfaites  d'elles- 
mêmes,  et  c'est  ce  que  Ton  peut  établir  en  répétant  ici 
le  raisonnement  dont  nous  avons  fait  usage  au  n^  793. 
Supposons  donc  qu'on  ait  tiré  des  équations  (2),  (3), 
(7),  (8)  des  valeurs  de  x,  Xf,  X2,  ...,  J^/i_i,  ^0  p^j  ..., 
Pn  fonctions  de  j:„,  Ci  ,  Ç2»  •  •  •>  $/i-i  et  se  réduisant  res- 
pectivement à  ^,  Ji,  ^2»  '"•>  ?/î-i>  Oi>  ^^2,  ...,  tJrt  pour 
Xn=in'  Désignons  par  T,,  T2,  ...,  T„  les  différences 
entre  les  deux  membres  des  équations  respectives  du 
système  (4),  en  sorte  qu'on  ait 

dx djcx  àx„_x 

dl~^'  ^  "^"  •  •"^''«-»  "dïT  "^    '• 

Si  l'on  différentie  cette  équation  par  rapport  à  x«,  et 
qu'on  retranche  ensuite  l'équation  (3)  différentiée  préa- 
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lablement  par  rapport  à  £/,  on  aura 


En  employant  les  précédentes  valeurs  de  ^7  et  de  -~^ 

au  lieu  de  celles  fournies  par  les  équations  (4)  et  (5), 
on  formera  une  équation  qui  ne  différera  de  Téqua- 
lion  (6)  qu'en  ce  que  son  premier  membre  contiendra 
les  nouveaux  termes 

ety  comme  tous  les  autres  termes  disparaissent  en  vertu 
des  équations  (7)  et  (8),  on  aura 

rindicei  pouvant  prendre  les /i — i  valeurs  i,  2,  ...,(/2 — i). 
On  tire  de  là 


-X 


'-X 


li^Qie     ^" 


p;'"- 


en  désignant  par  0/  la  valeur  que  prend  T/  pour  Xn  =  In- 
On  reconnaît  immédiatement  que  0/  est  nulle,  et,  par 
conséquent,  on  a  aussi 

T,  =  o, 

—  dx,i  conserve  une  valeur 

In         « 

finie  et  déterminée.  Pour  la  discussion  des  cas  où  Tinté- 
grale  dont  il  s'agit  devient  infinie  ou  indéterminée,  je 
renverrai  le  lecteur  au  Mémoire  dont  j'ai  déjà  parlé  (  *). 

(•)   Foir  les  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
t.  LUI,  ou  les  jénna/es  scientifiques  de  l* École  Normale  supérieure,  I.  III. 
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803.  D'après  ce  qui  précède,  il  nous  suflGt  de  consi- 
dérer les  2/1  équations  (2),  (3),  (7)  et  (8).  On  peut 
même  remplacer  Téquation  (i)  par  sa  différentielle  rela- 
tive à  Xny  savoir 

X^  -4-X  ^  H-       -+-X       ^'''^-' 


n 


puisque  le  problème  proposé  ne  renferme  aucune  indé- 
termination dans  son  énoncé.  En  remplaçant,  dans  la 

dr 
précédente  équation,  - —  par  sa  valeur  tirée  de  l'équa- 

Uon(3),,Kn.s^,  ...,-^el^,  ...,-g-'parlcs 
valeurs  tirées  dos  équations  (7)  et  (8),  il  vient 

(9)  x„-i-X/,,  +  P„^=o. 

Nous  sommes  donc  ramené  à  trouver,  au  moyen  des 
2/1  équations  (3),  (7),  (8)  et  (9),  des  valeurs  de x,  X|, 
X2^  .  • .,  J^n-M  P\y  P21  '  •  ">  pn  qui  sc  réduiscut  respecti- 
vement à   g,   $1,    ...,   ^«_i,  CJ| ,  cJa»   •••,    tJ/i-i    pour 

Xit  =  Ç/|. 

Les  équations  dont  il  s'agit  sont,  en  réalité,  aux  déri- 
vées partielles;  mais,  comme  elles  ne  renferment  pas  les 
variables  Çi,  ^2>  •  •  -^  $«-0  on  doit  les  traiter  comme  des 
équations  différentielles  ordinaires.  On  peut  les  com- 
prendre dans  une  formule  unique,  savoir 


(,o) 


mais  il  ne  faut  pas  oublier  que  Téquation  (i)  peut  tenir 
lieu  de  Tune  des  équations  contenues  dans  la  formule  (  1  o). 


1   d.'r, 

dn^ 

d.T^ 

dx 

1^. 

1 

^xPx 

-H 

\ 

X,  -*-  X/>, 

-4-X/./ 
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804.  Supposons  que  Ton  ait  intégré  les  équations  (lo) 
que  l'on  ait  déterminé  les  constantes  arbitraires  de 
anière  que  Ton  ait 


•'•        f  ^      ^i        1/,      Pi  —  rr^ 


MT  Xn  =^  ^rt'  Soient  alors 


h 


1 


.•'■/»— 1  —"  ?AI—l  v"^/»-  "Si*  Çf    •••'  "art— 1^  ^'   *^l»     *       ••''/iji 

0    -. 

i  intégrales  résolues  par  rapport  à  x,  x^,  .. .,  x„_,, 
.  ...,/?;,.  L'intégrale  générale  de  l'équation  aux  déri- 
es partielles  proposée  sera  le  résultat  de  i'élimina> 
\n  de 

tre  les  n  équations  (ii)  et  les  n-\-\  équations 

'  \?»  ^1»   •  •  •  «  Çn— Il  ^1»  ^î»   •  •  •  »  ''ny  ~    O, 

')/  _  6!/  r)/ 

îis  l'élimination  ne  sera  possible,  en  général,  que 
and  on  aura  fixé  la  fonction  arbitraire^.  Je  n'exami- 
rai  point  ici  les  formes  diverses  que  l'on  peut  donner, 
ivant  les  cas,  aux  équations  (ii),  et  je  renverrai  pour 
t  objet  au  Mémoire  déjà  cité. 
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lietnarque  sur  les  solutions  particulières  que  peuvent 
admettre  les  éq un' ions  aux  dèrii^ées  partielles  du 
premier  ordre. 

803.  Sans  entrer  dans  des  développements  que  ne 
comportent  pas  les  limites  de  cet  Ouvrage,  nous  devons 
faire  remarquer  que  l'analyse  dont  nous  venons  de  faire 
usage  permet  de  déterminer  certaines  solutions  parti- 
culières des  équations  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre. 

EfTeclivement,  soit  F  =o  une  équation  aux  dérivées 
partielles  renfermant  les  variables  XijXa.  ...,x„,  la  fonc- 
tion X  de  ces  variables  et  ses  dérivées/;!,  /;2«  •  •  •>  /^/lîsoil 
aussi  V=o  une  intégrale  complète  de  cette  équation, 
dans  laquelle  figurent  les  n  arbitraires  a^,  a^,  ...,«„. 

L'équation  V  =  o  pouvant  exprimer  telle  relation 
que  Ton  voudra,  quand  on  considère  les  arbitraires  «i, 
flo*  •  •  •'  ^//  comme  variables,  il  est  évident  qu'elle  don- 
nera toutes  les  solutions  de  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles si  les  arbitraires  a^,  an.  ...,  an  sont  assujetties 
à  satisfaire  à  l'équation 

- —  dai  -, — ^ —  rfifTo  -!-..••+-  ^ —  €fa„  =  o. 

En  supposant  nulles  les  diflerentielles  da^,  da^y  ..., 
da„,  on  retombe  sur  l'intégrale  complète;  en  outre,  on 
obtient,  comme  on  l'a  vu,  l'intégrale  générale  en  établis- 
sant une  relation  arbitraire  entre  «i,  «a,  ...,  a«,  puis 
en  éliminant  l'une  des  différentielles  da^^  da2y  . . .,  dan 
au  moyen  de  celte  relation  et  en  égalant  à  zéro  les  coef- 
ficients des  différentielles  restantes.  Mais  on  satisfera 
aussi  à  la  précédente  équation  en  posant 

dV    .  dV  d\ 

——=0,      -   —   =rr  o,      ...,       =0. 

Ocl^  0(1%  OU^ 
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l'élimination  de  «i,  a^y  .  • .,  «w  entre  ces  équations  et 
intégrale  complète  V  =  o  donnera,  en  général,  une 
^lution  particulière  de  Téquation  proposée. 

806.   Considérons,  par  exemple,  l'équation 

ui  renferme  les  variables  indépendantes  x,  y,  la  fonc- 
on  z  et  ses  dérivées  /;,  17;  y(p,^)  désigne  une  fonction 
onnée  de  p  et  de  y.  Cette  équation  admet  pour  intégrale 
omplète 

et  &  étant  des  constantes.  L'intégrale  générale  résultera 
e  l'élimination  de  a  entre  cette  équation  et  sa  dérivée 
elative  à  a,  si  Ton  regarde  b  comme  une  fonction  arbi- 
raire  de  a.  Enfin,  on  aura  la  solution  particulière  en 
liminanta  et  b  entre  les  trois  équations 

L  ri        i\  ^f  ^V 

z  —  ax^by—f[a,b],      x -{-  —  =  o,     jr^  —  —o. 

Si  l'on  suppose  que  x^j,  z  désignent  des  coordonnées 
ectilignes,  l'intégrale  complète  représentera  une  famille 
le  plans,  l'intégrale  générale  ime  surface  développable, 
înveloppe  d'un  plan  mobile  dont  l'équation  renferme 
me  fonction  arbitraire;  enfin  la  solution  particulière 
ippartiendra  à  une  surface  déterminée  tangente  aux 
)lans  de  l'intégrale  complète  et  aux  surfaces  dévelop- 
)ables  de  l'intégrale  générale.  Ces  résultats  s'accordent 
ivec  ce  que  nous  avons  dit  au  n®  334. 

Sur  l'intégration  d'une  classe  d'équations  aux  dérivées 
partielles  du  deuxième  ordre,  à  deux  variables 
indépendantes. 

807.  L'analyse  ne  possède  aucune  méthode  générale 
pour  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles 
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des  ordres  supérieurs  au  premier.  Il  y  a  cependant  quel- 
ques procédés  qui  réussissent  dans  certains  cas,  et,  à  cet 
égardy  on  doit  surtout  distinguer  la  classe  des  équations 
du  deuxième  ordre  à  deux  variables  indépendantes, 
étudiées  pour  la  première  fois  par  Monge,  et  reprises 
ensuite  par  Ampère  dans  un  Mémoire  qui  fait  partie 
du  Joiirtial  de  l* Ecole  Polytechnique  (XVII*  el 
XVIII*  Cahiers)  .Nous  croyons  devoir  faire  connaître  ici 
les  résultats  auxquels  ont  été  conduits  les  géomètres 
que  je  viens  de  citer. 

Les  variables  étant  représentées  par  x,  y^  z,  nous 
ferons 

dz  -—  pdx  -f-  q  djy     dp  rzzz  rdx  -h  s  dy^      dq  -^  s  di  -4-  t  dy. 

Cela  posé,  désignons  par  ueiv  deux  fonctions  données 

dc.r,  7  ,  Zy  p^  y,  savoir 

et  considérons  Téquation  du  premier  ordre 

dans  laquelle  $  désigne  une  fonction  arbitraire.  Eu  opé- 
rant comme  au  n°  82,  on  pourra  éliminer  la  fonction 
arbitraire  et  Ton  formera  ainsi  une  équation  aux  déri- 
vées partielles  du  deuxième  ordre.  Effectivement,  la 
différentiation  relative  à  j:  et  celle  relative  à  y  donnent 

d^[  du         du        du        dnl      ô^rdv  ôv         âv         àv\^ 

du[^dx      ^  ôz         dp         d(]J       dv\_dx         dz         dp         dq\ 

dPTdu         du         du         dul      d^Vdv         dv         dv         <^*'l 
di^\_dy  ^     ôz         dp         dq]       dv\^dy         dz  dp         dfi\ 

et,  en  éliminant  le  rapport  des  dérivées  j-?  —  >  on  ob- 
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tient  une  équation  de  la  forme 

dans  laquelle  II,  K,  L,  M,  N  sont  des  fonctions  données 
dex,j,  z,  py  q. 

L^équation  (  i  ) ,  de  laquelle  nous  avons  tiré  Téquation  (2) , 
peut  être  mise  sous  la  forme  f^=  y(a),  y  désignant  une 
fonction  arbitraire  de  u\  elle  est  dite  une  intégrale 
intermédiaire  de  Téquation  (a),  et  le  problème  qui 
aurait  pour  objet  Y  intégration  de  Téquation  ('i)  est 
ramené  à  l'intégration  de  Téquation  (i). 

808.  Supposons  que  H,  K,  L,  M,  N  désignent,  dans 
l'équation  (  2),  des  fonctions  données  de  x,  y,  z,p,  q.  Il 
peut  arriver  que  cette  équation  (2)  n'admette  pas  d'in- 
tégrale intermédiaire  ;  mais,  quand  une  telle  intégrale 
existe,  on  peut  la  déterminer  par  la  méthode  suivante. 

Introduisons  avec  Ampère  une  fonction  de  x  et  Ae  r 
actuellement  indéterminée,  et  que  nous  représenterons 
par  a  ;  on  pourra  regarder  j^  comme  une  fonction  de  x 
et  de  a,  et,  par  suite,  z,  p,  q  deviendront  aussi  des  fonc- 
tions de  X  et  de  a.  On  a,  par  les  formules  relatives  au 
changement  des  variables  indépendantes, 

(3) 


dz                   dy 

Â-     P-^1  ir' 

dz          dr 

^p     ,  ^  ,  ^y 

Ou:                     OJC 

dp        ^  djr^ 

Oq                   Ôr 
Ox                     Ox 

dq          dr 
—  r    *^  • 

da            ôa 

(4) 


L'élimination  de  5  et  de  f  entre  les  trois  dernières  équa- 
tions (4)  donne  d'abord 

.^.  dp dq  d)        dq  dr 

^    '  OoL         O.r   OoL         doL  dx^ 
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ensuite  on  a,  par  les  mêmes  équations  (4)> 


(6) 


d'où 


^=r 


dq       dy  dot. 


dx 


ex  ôy 


ôx       dx  dx 


) 


dq 

\dx)   dj-* 


Oct 


dq 


I')  "—-(gy-ig*.^!)^ 


Substituons,  dans  i*équation  (3),  les  valeurs  de  r,  5, 
ty  rt  —  5^  tirées  des  valeurs  (6)  et  (7);  il  viendra 


(8) 


dq 


en  faisant,  pour  abréger, 

1  \dx      dx  dx)  dx  \dx) 

Disposons  maintenant  de  la  fonction  indéterminée  dex 
et  de  a  qui  représente^',  de  manière  que  l'on  ait  ^::=o; 
l'équation  (8  )  se  réduira  à  $  =  o  ;  le  problème  sera  donc 
ramené  à  trouver  quatre  fonctions,  j-,  z,  p,  y,  de  x  et 


CnAPITRE    XI.  657 

de  flf,  qui  satisfassent  aux  deux  équations  (3),  à  l'équa- 
tion (5  )  et  aux  deux  équations 

ï  :=  o,      '^  :!--=  o. 

Si,  dans  la  deuxième  formule  (9),  on  remet,  au  lieu  de 
r—  et  de  V  9  les  valeurs  tirées  des  formules  (4),  il  viendra 

^=.(IH.N/:(^)'-2(K-N.)|^-f-(L+Nr^ 

par  conséquent,  l'équation  '^  --=0  donnera 


y 


dr  __  K  —  Ni  li:  v^i  K  -  ^s^  —  (  H  -h  ISt)  (L  -^  Nr) 
dx  ""  II  -^  N/ 

ou,  en  posant,  pour  abréger, 

(10)  G^3K«-IIL    -MN, 
et  en  avant  égard  à  l'équation  ( 2\ 

on  tire  de  là 

ÔX  \  Or  !  '       * 

()7       ,.       ,  dr 

ou,  en  remettant  -r'  au  lieu  de  5  -Hf  — ? 

ox  Ox 

(11)  H^  4.N^-K.:pvG==o. 

^      '  Or  Ox  ^    ^ 

dr 
Quant  à  l'équation  $  =  0,  si  Ton  y  remplace  II   "    par  la 

valeur  tirée  de  l'équation  (11),  elle  devient 
(.a)  ii^+(K=pv'G)^^+M..o. 

Lorsque  N  n'est  pas  nul,  l'équation  (la)  peut  être  rem- 

S.  —  Cale,  int^  /ja 
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placée  par  la  suivante, 

(i3)  Ng-(K:;:,/G)|+L=o, 

que  l'on  obtient  en  éliminant  -p  entre  les  deux  précé- 
dentes. 

809.  L'introduction  de  la  variable  a  a  pour  effet  de 
mettre  en  évidence  la  génération,  par  une  courbe,  de  la 
surface  représentée  par  l'équation  aux  dérivées  partielles 
proposée.  Ce  paramètre  a  est  constant  pour  une  même 
génératrice,  et,  par  suite,  da  est  nulle.  Les  équations  (i  i) 
et  (12)  qui  ont  lieu  pour  cette  courbe,  ainsi  que  la  pre- 
mière équation  (3),  peuvent  donc  être  écrites  comme  il 
suit  : 

{'4)  I   H€//7-+-(Rzpv'G)//7H-Mrf.rzr:0, 

(  th  —  pdx  —  q  djr  z=:^  o, 

La  méthode  d'intégration  que  nous  avons  en  vue  ne 
réussit  que  dans  le  cas  où  il  est  possible  de  trouver  une 
fonction  V  de  x,j,  z,  p,  q  dont  la  dilTérentielle  totale  se 
réduise  à  zéro  en  vertu  des  trois  équations  (i4)*  O"  ^ 

,«       à\  ,        dV  ^        dV  ^        dV  ^        â\  ^ 
ôx  ày  àz  àp    '        àq     ' 

éliminons  rf/7,  dq^  dz  entre  les  équations  (i4)  et  l'équa- 
tion JV  =^  o  ;  égalons  ensuite  à  zéro  les  coefficients  des 
différentielles  restantes  dx^  dy\  il  viendra 
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()V 
(1*011,  par  réliminalion  de  —  > 

1-6)     )       ^-^  "^^^ 

les  deux  équations  (i5)  se  réduisent  à  une  seule  quand 
N  =  o;  dans  ce  cas,  il  faut  substituer  Téquation  (16)  à 
Tune  d'elles. 

La  fonction  V  doit  donc  satisfaire  à  la  fois  à  deux 
équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Réci- 
proquement, il  est  facile  de  démontrer  que,  s'il  existe 
une  fonction  V  propre  à  vérifier  les  équations  (i5),  et 
par  suite  Téqualion  (16),  on  satisfera  à  la  proposée 
en  posant 

(17)  ilV  ■-:--.  o      ou      V  rrr  COnSt. 

En  effet,  Téquation  (17)  donne,  par  la  différenliation 
relative  à  j:  et  à  r» 

dV  dV         ô\         dV 

ox  ôz  dp  Ôq 

dV  dV         dV         dy  _ 

ôjr  ôz         d/7         ôq 

Tirant  de  là  les  valeurs  de  -r—  et  de  -r—  pour  les  substi- 

d-r  Ôf  *^ 

tuer  dans  les  équations  (i5),  que  nous  supposons  iden- 
tiques, il  vient 

dV  —  dV 

et  l'élimination  des  dérivées -r->  -r—  donne  ensuite 

dp    ôq 

(L4-NA)^H-f-N/)-(K  -N*)«-4-G=o, 

4a. 


6*6o  CALCUL    IMÉGRAL. 

d'où,  en  réduisant, 

Ur-h  2K5  +  L/-f-  M  -f-  N(?7--  s^]  =  o, 

810.  Supposons  d'après  cela  que  les  équations  (ij) 
admettent  une  solution  commune;  si  cette  solution  ren- 
ferme une  fonction  arbitraire,  elle  donnera  une  intégrale 
intermédiaire  de  Téquation  proposée.  Or  notre  hypo- 
thèse sera  réalisée  si  Ton  peut  trouver  deux  fonctions 
M,  i^de  x,j,  Zy  p,  q  dont  les  différentielles  se  réduisent 
à  zéro  en  vertu  des  équations  (i4)>  C2ir  il  est  évident  que 
la  même  propriété  appartiendra  à  la  fonction  4>(i/,  v), 
quelle  que  soit  cette  fonction  4>;  en  conséquence,  on  sa- 
tisfera aux  équations  (i5)  en  prenant  V  =  ^(i/,  v)^  et 
Ton  aura  l'intégrale  intermédiaire 

9  désignant,  comme  4>,  une  fonction  arbitraire.  Quant  à 
la  génératrice  de  la  surface  représentée  par  celte  inté- 
grale, elle  est  défînie  par  les  deux  équations 

a  étant  un  paramètre  variable. 

Il  reste  à  intégrer  une  équation  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre.  Mais,  si  la  quantité  désignée  par  (i 
n'est  pas  nulle,  notre  méthode  peut  nous  fournir  deux 
intégrales  intermédiaires 

en  prenant  le  radical  ^JG  successivement  avec  le  signe  -f- 
ct  avec  le  signe  —  ;  alors  la  détermination  de  z  ne  dé- 
pendra plus  que  de  l'intégration  d'une  équation  aux 
différentielles  totales 

(h  rr-.  pdx  -f-  qdf, 

p  cl  ç  étant  déterminées  en  fonction  de  x,  j-,  z  par  les 
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deux  intégrales  intermédiaires.  Pour  effectuer  ce  dernier 
calcul,  il  conviendra  de  prendre  pour  variables  indépe^i- 
dantes  les  quantités  dont  dépendent  les  fonctions  arbi- 
traires. 

811.  L'analyse  précédente  peut  être  étendue,  sans 
difficulté,  à  toutes  les  équations  aux  dérivées  partielles 
du  deuxième  ordre  qui  admettent  des  intégrales  intermé- 
diaires. Mais,  quand  il  s'agit  d'une  équation  qui  n'a  pas 
la  forme  que  nous  avons  supposée,  les  équations  telles 
que  (i4)}  auxquelles  conduit  la  méthode,  renferment  les 
dérivées  r,  s,  t;  il  faut  donc  leur  adjoindre  les  deux 
équations 

Le  calcul  est  le  même  avec  un  peu  plus  de  complica- 
tion ;  nous  ne  pouvons  insister  davantage  sur  ce  sujet. 

Application  de  la  théorie  précédente  à  quelques 

exemples, 

812.  Exemple  L  —  On  demande  d'intégrer  l' équa- 
tion 

r  —  û'  /  =  o, 

a  étant  une  constante. 

On  a  ici 
H=i,     K  =  o,     L=r  — «*,     M  =  o,     N  =  o,     ^=a\ 

les  équations  (i4)  du  n**  809  donnent 

df  qp  adx  =  o,      dp  ZfLadq  z=o^ 

d'où 

/  =f=  a  X  =  const. ,     pzpaq  =  const .  ; 

on  a  donc  les  deux  intégrales  intermédiaires 

p-\-aq  =  iaf^' [j-  -h  ax],     p  —  aqz=  —  2fl^'  \pr  —  ax]^ 
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tfel^  étant  des  fonctions  arbitraires  qui  ont  pour  dérivé 
<ff  et  ^'.  On  tire  de  là 

puis 

dz  =  /(j  -{-  a.T ][tlx  ■+■  adx)  -f-  -y (y  —  ax)[djr  —  adx]j 

et  par  suite 

il  est  inutile  d'ajouter  une  constante,  puisque  les  fonc- 
tions ^et  vp  sont  arbitraires. 

813.  L'équation  r  —  à^t  r=  o  est  celle  à  laquelle  con- 
duit le  problème  des  cordes  vibrantes;  on  peut  obtenir 
directement  son  intégrale,  sans  recourir  à  la  théorie  des 
n"*  808  et  suivants;  il  suffit  effectivement  de  poser 

jr  -f-  ax  rr:  a,      J  —  a  J-  -n:  6 

et  de  prendre  a  et  6  pour  variables  indépendantes.  On 

aura 

(dz       dz\  [  àz       ùz\ 


puis 


0' 


_    d^  .       dU_       d^z 


la  proposée  devient  alors 


=  O      ou      — : —  =  G- 


da.  de  da 

et  Ton  en  tire 
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^'(  o  )  étant  la  dérivée  d'une  fonction  arbitraire  ^  (  S ) •  Une 
deuxième  intégration  donne 

c^  étant  une  deuxième  fonction  arbitraire.  C'est  le  résultat 
auquel  nous  a  conduit  notre  méthode  générale. 

814.  Exemple  II.  —  Intégrer  l'équation  aux  dérwées 

partielles 

rt  —  #•  r=  o, 

qui  appartient  aux  surfaces  développât  les. 
Les  équations  (i5)  du  n^  809  se  réduisent  ici  à 

dV         d\  d\         dV 


dr      '^  dz  ày  dz 

Pour  intégrer  la  première  il  faut  regarder  y^  p,  q 
comme  constantes  ;  dans  l'intégration  de  la  seconde  on 
regardera  x^  p,  q  comme  constantes.  Alors  on  a,  pour 
la  première  équation, 

V  =  une  fonction  de  z  — p^tX^p^  q\ 
et,  pour  la  seconde, 

^  =:  une  fonction  de  z  —  qy^  x^p^  ^; 

on  aura  donc  une  solution  commune  aux  deux  précé- 
dentes équations  en  posant 

V  =  *  (z  —px  —  qy,p,  q]y 

et  l'on  satisfera  à  la  proposée  en  égalant  à  zéro  cette 
valeur  de  V. 

D'après  cela,  on  a  les  deux  intégrales  intermédiaires 
suivantes  de  l'équation  rt  —  5^  =  0, 

Ç  =  ?(y)»    «  — /^^  —  qy  =  ^[p)f 
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cj'  et  ^  élant  deux  fonctions  arbitraires.  Mais  on  doit  re- 
marquer qu'il  existe,  dans  le  cas  actuel,  une  solution 
qui  renferme  une  fonction  arbitraire  de  deux  quantités, 
savoir 

Pour  achever  Tintégration  de  la  proposée,  il  iaut 
joindre  l'équation  dz  =  p  dx  -\-  q  dj  aux  intégrales  in- 
termédiaires ;  celles-ci  donnent  alors,  par  la  différentia- 
tion, 

d^l  =  ?[p)'^Py     xdp^ydq  -;-  y(/7)r//)  =  o; 

on  a  ensuite,  par  l'élimination  de  dq^ 

^'\-x?'[p)-^-V(p)~-o. 

L'intégrale  cherchée  résultera  donc  de  l'élimination 
de  p  entre  les  deux  équations 

dont  la  seconde  s'obtient  en  dilTérentiant  la  première  par 
rapport  à  p.  On  retrouve  bien  ainsi  la  surface  enveloppe 
d'un  plan  mobile. 

815.  Exemple  III.  —  Trouver  les  surfaces  dont  les 
lignes  de  l'une  des  courbures  sont  situées  dans  des 
plans  parallèles. 

Les  coordonnées  rectangulaires  étant  j:,j^,  z,  si  l'on 
prend  le  plan  des  zx  parallèle  aux  plans  des  lignes  de 
courbure,  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  suriaces 
demandées  sera  (n®  322) 

On  a  ici 

L=:o,     M==-o,     N-zo,     vô=^-^^. 
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Les  équations  (i4)  du  n'^  809  sont  alors,  en  donnant 
à  y^  le  signe  -f-, 

dy  ■=  o,    pq  dp  —  {i-\-p^)ffq  =  o, 
cl,  en  prenant  ^G  avec  le  signe  — , 

pq  (If  -f-  (  I  H-  /;*  )  d.c  =0,     dp^=:  o. 

Considérons  d'abord  le  premier  système;  on  a 

y  rr:  const., 
puis 

p  dp  dq 

^-^  p       q 

d'oCi 

q 

— jr— r-  •=  const.  j 
on  a  donc  l'intégrale  intermédiaire 


qzrz^l-f-p*ff'{y], 

S?'(j')  ^^^^^  I21  dérivée  d'une  fonction  arbitraire  9(j'). 

Considérons  maintenant  les  deux  équations  du  second 
système,  qui,  à  cause  de  /;  dx  -h  q  dy  =i  dzy  sont 

p  dz  -{-  dx  r=  o,      dp  ~-z  o  ; 

on  en  déduit 

p  -jz^  const.,    pz  -T-  X  zr=:  const.  ; 

par  conséquent, 

sera  la  deuxième  intégrale  intermédiaire,  S'  étant  une 
fonction  arbitraire. 

Il  reste  à  intégrer  Téquation 

dz~-  pdx  A-  q  dy  ; 

pour  cela  il  convient  de  prendre  j  et  p  pour  variables 
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indépendantes.  La  seconde  intégrale  donne 

tir  -—  —  pdz  —  z dp  -k-Y[p)  dp. 


Substituant  cette  valeur  de  dx  ainsi  que  celle  de  q  tirée 
de  la  première  intégrale,  il  vient 

jT:^^dz-^^f^^---j=^—^j'[p)dp^ 

les  deux  membres  de  cette  équation  sont  des  différen- 
tielles exactes,  et,  comme  on  a 

Ç-^r[p)dp=:^=w[p]-  fw{p]—±—,. 

J\I^'^~P  sJ^-^P^  J  (1-4-/?»)* 

si  Ton  fait,  pour  se  débarrasser  du  signe  /  5 

^{p)  étant  une  nouvelle  fonction  arbitraire,  l'intégratioE 
donnera 


Z^  l  -h  p*  =  -  p  ^  l  -^  p*^'(p]  -^  ^  l  -r-  p*^{p]  -^  f{xY 

En  même  temps  la  seconde  intégrale  intermédiaire 
prendra  la  forme 

et  Téq nation  des  surfaces  demandées  sera  le  résultat  de 
l'élimination  de  p  entre  les  deux  précédentes  équations. 
Si  Ton  pose 


V  =  z  -px  -  six  -^  p*f{x]  —  ^{Ph 
le  système  de  ces  deux  équations  pourra  être  remplacé 
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par  le  suivant  : 

dp 

Les  surfaces  auxquelles  ces  équations  appartiennent 
admettent  des  lignes  ombilicales  (n°319)  qui  sont  déter- 
minées par  l'équation 

t       _    s 

jlpplication  de  la  transformation  de  Legendre. 

816.  Nous  avons  fait  connaître  cette  transformation 
au  n^  92;  elle  est  souvent  utile  dans  le  Calcul  intégral: 
nous  allons  en  donner  un  exemple. 

Problème.  —  Trouver  l'équation  générale  des  sur- 
faces dans  lesquelles  les  rayons  de  courbure  princi- 
paux sont  égaux  en  chaque  point  et  dirigés  en  sens 
contraires. 

L'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  de- 
mandées est  (n°  320) 

(j)  (1  H-7*)r  — a/>75  -4-  (i  -h /?•)/  — o. 

Si  on  lui  applique  la  transformation  de  Legendre  et  qu^on 
fasse 

(2)  u^px-^qjT'-z, 

d'où 

,^.  dn  àtt 

en  prenant  p  el  q  pour  variables  indépendantes,  elle  de- 
viendra 
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Les  équations  (3)  donnent 

d^u       ôx       à^u        dx       dy 
()p*        ôp'    ôpdq       âi]       dp 

ôr 

par  suite,  Téquation  (4)  peut  être  écrite  de  Tune  ou  de 
Taulre  des  deux  manières  suivantes  : 

En  différentianl  la  première  de  ces  équations  par  rapport 
à  p  et  la  seconde  par  rapport  à  q^  on  obtient  deux  nou- 
velles équations  qui  se  déduisent  de  la  suivante  : 

en  posant  U  =--x,  U  =  y.  Et  si,  en  ayant  égard  à  ce  ré- 
sultat, on  remplace.//  par  px-^qj  —  z  dans  l'équa- 
tion (4),  on  verra  que  Téquation  (5)  est  encore  satisfaite 
par  U=z.  Ainsi  les  trois  coordonnées,  considérées 
comme  fonctions  de  p  et  q,  satisfont  à  la  même  équation 
aux  dérivées  partielles  du  deuxième  ordre. 

La  méthode  du  n*»  809  n'est  pas  applicable  à  Téqua- 
tion(5);  cependant  les  équations  (i5)  de  ce  numéro, 
adaptées  aux  notations  actuelles,  sont  satisfaites  par  une 
fonction  V  des  deux  seules  variables  />,  q,  et,  en  égalant 
cette  fonction  à  une  constante  arbitraire  a,  on  aura  une 
intégrale  particulière  de  Téquation  (5).  La  même  inté- 
grale peut  aussi  s'obtenir  par  la  première  des  équa- 
tions (i4)  du  n®  809,  savoir 

(l  -\-p^)dq  —  {pq  ±1  y/—  I— />«— 9«)r/^— o. 
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Celleéquationdifiercntiéedansriiypolhèscder/y  ::rconsl. 

donne 

il^p  --  o, 

d'où 

—  -=z  const. 

Je  représenterai  la  constante  par  a  ou  par  o,  suivant 

qu'on  prendra  le  radical  y' — i — ji^  —  (j-  avec  Tun  ou 
l'autre  signe.  Ainsi  Ton  aura 

(6)  ^  I  -:-  />'  —  a  [pq  4-  V'  -i-r-  r  \ 

L'équation  (5)  étant  satisfaite  quand  on  donne  à  U  la 
valeur  de  «  ou  celle  de  6,  il  est  évident  qu'elle  se  sim- 
plifiera si  l'on  prend  a  et  o  pour  variables  indépendantes 
au  lieu  de/>  et  <y.  On  tire  des  formules  (6) 

p  ~-  fxq  -^  \J—  I  —  7} y    p  =.  67  -h  y  —  I  —  e-, 
d'où 


« 


^''-'' ;n:i '  ^=^ irri > 

et  Ton  trouve  que  l'équation  (5)  se  réduit  à 

Ja  ôt  ""  ^' 
dont  rintégrale  est 

4>  et  Y  étant  deux  fonctions  arbitraires.  Ainsi  l'on  peut 
écrire 

<f  et  <{/  étant  des  fonctions  arbitraires.  Dans  l'hypothèse 
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de  q  constante,  on  a 


dp  z=  qda  +  d  ^ —  1  —  u*  =  q  dS  -^  d  ^—  I  —  S* 

donc 

cj(<7)  étant  une  certaine  fonction  de  q»  Dîfféren liant  par 
rapport  à  r/,  il  vient,  par  les  formules  précédentes, 

Mais,  comme  7  est  de  la  forme  4>(«)-hV(6),  il  faut 
que  ny'(9)  soit  une  constante  ;  alors  on  peut  fondre  cette 
constante  dans  les  fonctions  arbitraires  (p,  v{/,  ce  qui  re- 
vient à  la  supposer  nulle  ;  donc  on  a 

j^[,(«)-«f(a)j+[^(e)-ef(e)]. 

La  fonction  ct  (  ^  )  étant  constante,  elle  se  confond  avec 
les  intégrales  qui  figurent  dans  la  précédente  valeur  de  a 
et  dont  les  limites  inférieures  sont  arbitraires.  De  cette 
valeur  de  u  on  conclut  celle  de  z  par  la  formule  (2), 
savoir 

Ainsi,  rintégrale  de  l'équation  proposée  résultera  de 
l'élimination  de  a  et  de  S  entre  les  trois  équations 

.  x:^-^/(«)^-f(e), 

/  z=z  CyJ-.x-u}^"[a)doL^  rv'-i-é*^''(g)efe, 

où  (p  et  tp  représentent  deux  fonctions  arbitraires.  Bien 
que  CCS  formules  (7)  soient  compliquées  d^imaginaires, 
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elles  n'en  représentent  pas  moins  une  infinité  de  surfaces 
réelles. 

Des  équations  linéaires  aux  dérivées  par^tielles. 

817.  Considérons  une  équatîoi^aux  dérivées  partielles 
d'un  ordre  quelconque  et  à  un  nombre  quelconque  de 
variables  indépendantes,  mais  qui  soit  linéaire  relative- 
ment à  la  fonction  inconnue  et  à  ses  dérivées  partielles. 
11  est  évident  que,  si  Téquation  a  un  second  membre,  il 
suffira  de  connaître  une  solution  particulière  de  l'équa- 
tion pour  faire  disparaître  ce  second  membre. 

Si  Téquation  proposée  n'a  pas  de  second  membre,  elle 
jouira  des  deux  propriétés  que  nous  avons  établies  aux 
fi08  72^  Q^  725,  dans  le  cas  des  équations  linéaires  ordi- 
naires, savoir  :  i®  si  Ton  connaît  une  fonction  qui  satis- 
fasse à  l'équation  aux  dérivées  partielles,  on  obtiendra 
une  solution  plus  générale  en  multipliant  la  fonction 
dont  il  s'agit  par  une  constante  arbitraire;  2?  si  des 
fonctions  données,  en  nombre  quelconque,  satisfont  à 
l'équation,  la  somme  de  ces  fonctions  y  satisfera  aussi. 
Lorsqu'il  s'agit  d'une  équation  aux  dérivées  partielles, 
linéaire  et  sans  second  membre,  dont  les  coefficients 
sont  constants,  les  propriétés  dont  nous  venons  de  parler 
permettent  d'obtenir  une  solution  de  l'équation  qui  ren- 
ferme autant  de  constantes  arbitraires  que  l'on  veut; 
quelquefois  même  elles  conduisent  à  une  solution  qui 
renferme  des  fonctions  arbitraires.  Pour  le  montrer, 
nous  considérerons  le  cas  où  il  n'y  a  que  deux  variables 
indépendantes  x,  r;  mais  notre  raisonnement  pourra 
s'appliquer  à  tous  les  cas. 

818.   Soit  l'équation  linéaire  aux  dérivées  partielles 
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d'un  ordre  quelconque  n  et  dont  les  coefïîcîenls  sont  con- 
stants. 

Remplaçons  z  par  e**'*'^*';  le  résultat  de  la  substitu- 
tion sera  e*^"*'^^y(a,  6),  en  posant 

Si  donc  l'équation 

est  satisfaite  par  a  =  «o>  ^  =  S©,  et  que  Co  désigne  une 
constante  arbitraire,  on  satisfera  à  Téquation  (  i  )  en  posant 

et,  comme  l'équation  (2)  admet  une  infinité  de  systèmes 
de  solutions  communes  (a,  6),  on  aura  une  solution  de 
l'équation  (i) 

(3)  z^S  Cc*^^^^y 

renfermant  autant  de  termes  que  l'on  voudra. 

819.  Il  faut  remarquer  le  cas  où  quelques-unes  des  ra- 
cines S  de  l'équation  (  2  )  sont  des  fonctions  linéaires  de  i\ 
alors  on  peut  obtenir  une  solution  de  l'équation  aux 
dérivées  partielles  qui  renferme  autant  de  fonctions  arbi- 
traires qu'il  y  a  de  telles  racines  S.  Supposons,  en  eflel, 
que  l'on  puisse  tirer  de  l'équation  (2) 

€  =  ma  -h  n, 

La  formule  (3)  donnera,  en  prenant  pour  S  celle  valeur, 

Le  nombre  des  termes  contenus   sous  le   signe  >  o>l 

indéterminé  ;  les  exposants  a  de  ces  termes  et  leurs  coef- 
ficients C  sont  arbitraires;  donc  la  somme  n'est  autre 
chose  qu'une  fonction  arbitraire  de  e*^'"*',  ou,  si  l'on 
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veut,  de  x-^-my.  Ainsi  Ton  aura  cette  solution 

4>  désignant  une  fonction  arbitraire. 

Pareillement,  si  l'équation  (a)  aune  deuxième  racine 

fonction  linéaire  de  a,  on  pourra  former  la  nouvelle  so- 
lution de  la  proposée, 

al  ainsi  de  suite.  La  somme  de  ces  solutions,  savoir 

sera  encore  une  solution  de  la  proposée. 

820.  Application  au  problème  des  coaoES  vibràhtes. 
—  Diverses  questions  de  Physique  mathématique  con- 
duisent à  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  genre 
de  celles  que  nous  venons  de  considérer.  Dans  ces  ques- 
tions, la  fonction  inconnue  doit  satisfaire  en  outre  à 
certaines  conditions  particulières,  et,  pour  avoir  une 
solution  complète,  il  faut  qu'on  puisse  disposer  des  arbi- 
traires de  manière  à  remplir  les  conditions  imposées. 
Nous  nous  bornerons  ici  au  cas  de  Téquation  du  pro- 
blème des  cordes  vibrantes,  dont  nous  nous  sommes 
déjà  occupé  aux  n°»  812  et  813. 

Le  problème  dont  il  s'agit  consiste  à  trouver  une  fonc- 
tion j-*  des  variables  x  et  t  qui  satisfasse  à  l'équation 

et  qui  soit  telle  que  l'on  ait 

(2)  J  =  F(').     §7=/(-^)     pourf=:o, 

F{x)  clf{x)  étant  des  fonctions  de  x  données. 

S.  —  Cale,  int*  4^ 
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En  substituant  e^'"^^^  k  y  dans  Téquation  (i),  on  a 

d'où  Ton  lire 

il  en  résulte  que  Ton  satisfait  à  Téquation  (i)  (n®  819) 
en  posant 

(3)  y  =  *[x  -^  al)-\-'V[x  —  at), 

$  et  ¥  étant  des  fonctions  arbitraires.  Il  reste  à  satisfaire 
à  la  condition  relative  à  £  =  o;  on  tire  de  Téquation  (3) 

(4)  ^^=a*'[^  +  at)-a'V'[:r-at), 

et,  pour  f  =  o,  les  équations  (3)  et  (4)  donnent 

dr 

Pour  satisfaire  aux  équations  (2),  il  faut  poser 

4»(x)-y(j:)=l    j    /{x)dx=F,(x]; 

on  aura  donc 

♦  (x)=lF(x)  +  iF.(x). 

'F!x)=iF(x)-^F,(x), 
et  par  suite 

_  F(:r -+-/?/) -f-F(.r--rt/)          Ft  (x  4- /?/) -- F,  (j- —  .?/) 
^'  —  ■' -f-  " —    • 

Z)e  l  intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles 
par  les  séries  ou  par  les  intégrales  définies, 

821.  Les  cas  dans  lesquels  on  peut  intégrer  exacte- 
ment les  équations  aux  dérivées  partielles  des  ordres 
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supérieurs  au  premier  qui  se  présentent  sont  très-peu 
nombreux,  et  Ton  en  est  réduit,  dans  les  applications,  à 
essayer  d*obtenir  les  intégpralcs  par  la  voie  des  séries. 
Mais  ce  procédé  lui-môme  n'est  guère  applicable  que 
dans  le  cas  des  équations  linéaires  ;  on  peut  alors  em- 
ployer la  formule  deM aclaurin  ou  celle  de  Taylor,  comme 
dans  le  cas  des  équations  difTérentielles  ordinaires.  La 
méthode  des  coefïicients  indéterminés  est  souvent  préfé- 
rable, et  elle  offre  plus  de  généralité,  car  elle  permet  de 
trouver  le  développement  des  intégrales  en  série  ordon- 
née suivant  les  puissances  d'une  fonction  quelconque 
des  variables  indépendantes. 

On  peut  ainsi  représenter  les  intégrales  des  mêmes 
équations  par  des  séries  diverses  qui  souvent  différent 
entre  elles  par  le  nombre  des  fonctions  arbitraires;  il 
en  résulte  cette  conséquence  qu'on  ne  saurait  indiquer 
a  priori  le  nombre  et  la  nature  des  fonctions  arbitraires 
qui  doivent  figurer  dans  l'intégrale  la  plus  générale  d^une 
équation  aux  dérivées  partielles  d'ordre  supérieur  au 
premier. 

822.  Considérons  par  exemple  l'équation 

,  .  du  d*u 

que  l'on  rencontre  dans  la  théorie  mathématique  de  la 
chaleur  et  où  a  désigne  une  constante  donnée. 
On  en  tire,  parla  différentiation  relative  à  (, 


«*   >   .   .  =  «'     ^   .     =  a' 


dt^  âx'^dt  ()jr*  dx^ 


43. 
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et,  si  Ton  donne  à  £  la  valeur  particulière  Iq^  les  équa- 
tions (  i)  et  (2)  détermineront  les  valeurs  correspondantes 
des  dérivées  successives  de  u  relatives  à  t.  Mais  la  valeur 
de  u  demeure  une  fonction  arbitraire  de  x  ;  en  la  dési- 
gnant par  F(j:),  on  aura,  par  la  formule  de  Taylor, 


u 


(3) 


^,    ,       a¥"{x)  .  . 


a*F"(j-) 


( 


1 ,1 


('- 


'.)» 


«»F"(.r)  , 


expression  qui  ne  renferme,  comme  on  voit,   qu'une 
seule  fonction  arbitraire  F  (a:). 

Supposons  maintenant  qu'on  veuille  développer  u  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  x — Xq,  Xq  étant  une 
quantité  déterminée  choisie  à  volonté.  L'équation  (i) 
donnera 
, ,  X  d^u       \  du 

(4) 

puis 


r^\ 


(5) 


dx« 

a  dt 

? 

d^ti        I 

Ôx^        a 

dt-' 

ô'^u        r 

I    ô^u 

dx^        a 

dt 

Ox 

û«  d/*  ' 

d^u        I 

àx*^         a* 

Ôx^ 

a«i/          I 

I  d^u 

dar*         a* 

dt^     " 

"  a»  d/»  * 

Les  valeurs  de  «^  et  de  -r-  qui  répondent  à  x  = 


Xo  sont 


') 
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des  fonctions  arbitraires  de  f  ;  si  on  les  désigne  respec- 
tivement par  <p(t)  et  ^(«),  les  formules  (4)  et  (5)  déter- 

^  ,      j  .  .    .  .       ô^u    ô^u  ., 

mineront  les  dérivées  successives  -r— ï-  5  -: —  >  •  •  •  >  et  1  on 

aura,  par  la  formule  de  Taylor, 

'         1.2  a  I.2.i5.4  fl 

H IX  —  JTq  •  -h   ;r 1 «  "  /"*? i" *" 

Cette  expression  de  u  se  compose  de  deux  séries  dis- 
tinctes, et  elle  renferme  deux  fonctions  arbitraires  9 (^), 
^{t).  Cependant  la  formule  (6)  n'a  pas  plus  de  généra- 
lité que  la  formule  (3)  ;  Poisson  a  montré  effectivement 
que  les  deux  formules  peuvent  être  transformées  Tune 
dans  l'autre,  dans  l'hypothèse  de  la  convergence  des 
séries  [Théorie  mathématique  de  la  chaleur,  p.  iSj). 

S23.  Au  lieu  de  développer  les  intégrales  en  séries,  il 
y  a  quelquefois  avantage  à  les  représenter  par  des  inté- 
grales définies;  il  nous  suffira  de  présenter  un  exemple 
de  ce  genre  de  calcul,  et  nous  choisirons  à  cet  effet 
l'équation  dont  nous  venons  de  nous  occuper,  savoir 

du  â^  Il 

Appliquons  a  cette  équation  la  méthode  du  n^818;  la 
substitution  de  e**^"^P'  à  u  donne 

et,  par  conséquent,  on  a  cette  solution  de  notre  équation 
qui  renferme  un  nombre  indéfini  de  constantes  arbi- 
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traires  C,  C|,  ...,  a^  a^^ Or  on  a  (n°  498) 

donc  on  peut  écrire 

w  =  -p    /        t'— '  (  Ce*  ('-*-«- >/«')  -+-  C,  e«.  ('+•- *'«')  -4-  .  .  .  )  rfo». 
y  TT  •/_« 

La  série 

est  propre  à  représenter  une  fonction  arbitraire  de  e' 
ou,  si  l'on  veut,  une  fonction  arbitraire  de  x\  si  on  la 
désigne  par  F(x),  la  valeur  de  u  sera 


I    r 

u=Z'-^    j         F(.r-f- 2w  v'"^)^""**^? 

elle  se  réduit  à  F  [x)  pour  t  =  o,  et,  par  conséquent,  elle 
coïncide  avec  celle  qui  est  donnée  par  la  formule  (3)  du 
n**  822  quand  on  suppose  dans  celle-ci  /o  =  o.  Toute- 
fois, il  faut  remarquer  que  la  formule  précédente  ne 
subsiste  que  si  la  fonction  F(x)  est  telle  que  le  pro- 
duit e~'^^F[x)  s'annule  quand  x  devient  infini. 

L'analyse  dont  nous  venons  de  présenter  un  aperçu 
est  surtout  intéressante  au  point  de  vue  des  applications 
à  la  Physique  mathématique;  les  Traités  spéciaux,  tels 
que  celui  de  Poisson,  en  offrent  de  nombreux  exemples; 
aussi  croyons-nous  inutile  d'entrer  ici,  à  ce  sujet,  dans 
des  développements  plus  étendus. 


*—•* 
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CHAPITRE  XII. 

DE  LA  MÉTHODE  DES  VARIATIONS. 


Définition  des  variations  d'un  système  de  variables 
qui  dépendent  de  l'une  d'entre  elles. 

824.  Soient  X  ely  deux  variables  qui  dépendent  l^une 
de  l'autre,  en  sorte  que  Ton  ait 

(i)  ■      y=f(x). 

Si  Ton  regarde  xet^  comme  des  coordonnées,  l'équation 
précédente  représentera  une  courbe,  et,  si  l'on,  veut  com- 
parer cette  courbe  à  celle  que  représente  une  autre 
équation  quelconque 

on  pourra  les  comprendre  l'une  et  l'autre,  et  cela  d'une 
infinité  de  manières  différentes,  dans  une  même  famille 
dont  l'équation 

(3)  j.  =  F(.r,a) 

renfermera  un  paramètre  variable  a.  La  fonction  F  doit 
être  choisie  de  manière  qu'elle  se  réduise  successivement 
kfei  kf^  quand  on  donne  au  paramètre  a  deux  valeurs 
particulières;  par  exemple,  on  pourra  poser,  en  dési- 
gnant par  «0  et  olx  deux  valeurs  déterminées  quelconques 
de  a, 

F(x,  .)=  î^iZl^/(x)  +  ^^=^Mx), 

«1   —  «t"    ^       '  «1   —  «0 
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car  cette  formule  donne 

Et,  si  l'on  veut  avoir  la  fonction  la  plus  générale 
F(j:,  a)  qui  remplisse  la  condition  que  nous  exigeons, 
il  est  évident  qu'il  suflira  d'ajouter  à  l'expression  que 
nous  venons  de  former  une  fonction  arbitraire  de  x  et 
de  ay  assujettie  à  la  seule  condition  de  s'annuler,  quel 
que  soit  x,  pour  a  =  ao  et  pour  a  =  «i . 

Lorsque  l'on  fait  varier  a  de  ao  k  oc^,  la  courbe  repré- 
sentée par  l'équation  (3)  coïncide  d'abord  avec  celle  que 
représente  l'équation  (i),  puis  elle  se  déforme  continuel- 
lement et  vient  enfin  coïncider  avec  la  courbe  représentée 
par  l'équation  (2). 

Si  l'on  veut  comparer  entre  eux  deux  arcs  des  courbes 
(i)  et  (a)  compris  entre  les  ordonnées  qui  répondent  à 
deux  valeurs  données  Xo  et  Xde  x,  on  pourra  supposer 
que,  quand  a  varie  de  «o  àai,les  divers  points  du  premier 
arc  viennent  coïncider  respectivement  avec  les  points  de 
l'arc^  de  la  seconde  courbe  (2),  en  se  mouvant  sur  des 
parallèles  à  Taxe  desj^",  alors  les  points  des  courbes  (3) 
qui  répondent  à  une  valeur  de  x  comprise  entre  Xq  etX 
seront  correspondants. 

825.  Quels  que  soient  les  arcs  des  deux  courbes  que 
l'on  veuille  comparer  entre  eux,  on  peut  toujours  consi- 
dérer le  deuxième  arc  comme  obtenu  en  déformant  le 
premier,  c'est-à-dire  en  faisant  décrire  certains  chemins 
aux  divers  points  du  premier  arc^  les  extrémités  de  cha- 
cun de  ces  chemins  seront  des  points  correspondants  des 
deux  courbes.  Mais  la  déformation  dont  je  viens  de  parler 
peut  se  faire  d'une  infinité  de  manières  différentes,  et 
c'est  ce  qu'il  nous  faut  expliquer  ici. 

Soient  AB  et  A|B|  les  arcs  des  deux  courbes  que 
nous  voulons  regarder  comme  correspondants.  Nous 
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pouvons  choisir  arbitrairement  les  courbes  MN  et  M|  Ni 
sur  lesquelles  se  mouvront  les  extrémités  A,  B  du  premier 


arc  pour  venir  coïncider,  après  la  déformation,  avec  les 
extrémités  A| ,  B|  du  deuxième  arc.  En  outre,  en  opérant 
comme  nous  l'avons  fait  au  numéro  précédent,  nous 
pourrons  comprendre  les  deux  courbes  MN,  M|N|,  et 
cela  d'une  infinité  de  manières  différentes,  dans  une 
même  famille  de  courbes  qui  seront  représentées  par  une 
équation 

(4)  ^(.r,j,/).-^0, 

où  t  désigne  un  paramètre  variable;  les  courbes  MN, 
M|N|  répondront  à  deux  valeurs  déterminées  ^o»  'i  du 
paramètre  t.  Soit  aussi 

(5)  F(^,J,  a!--z^O 

l'équation  d'une  famille  de  courbes  qui  comprend  les 
deux  courbes  AB,  A|  B|  que  nous  considérons,  et  suppo- 
sons, comme  au  numéro  précédent,  que  ces  deux  courbes 
répondent  aux  valeurs  ao,  «i  du  paramètre  a. 

Les  systèmes  de  courbes  (  4  )  et  (  5  )  détermineront  tous 
les  points  du  plan,  car,  si  l'on  fixe  les  valeurs  de  x  et 
de  j',  ces  équations  feront  connaître  les  valeurs  de  /  et 
de  a.  On  peut  ainsi  regarder  x  cly  comme  des  fonctions 
de  f  et  de  «  ;  supposons  qu'on  tire  des  équations  (4)  et  (  5) 


(6) 


a-=:*^/,a),     ^- :_->(/,  a). 
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Si  Ton.  fait  varier  t  en  regardant  a  comme  constante, 
leséquations(6)  détermineront  une  courbe  du  système  a, 
lequel  comprend  les  deux  courbes  données  AB,  A|B|.Si, 
au  contraire,  on  fait  varier  a  en  regardant  t  comme  con- 
stante, les  équations  (6)  appartiendront  à  une  courbe  du 
système  tj  lequel  comprend  les  courbes  MN,  MiNi,  et 
chaque  courbe  du  système  t  coupera  les  courbes  données 
et  les  autres  courbes  du  système  a  en  des  points  que  Ton 
pourra  regarder  comme  correspondants. 

826.  Les  considérations  précédentes  s'étendent  d'elles- 
mêmes  au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  variables  qui 
dépendent  de  l'une  d'entre  elles.  On  peut  eiTectivement 
énoncer  la  proposition  suivante  : 

On  peut  toujours,  et  cela  d'une  infinité  de  manières, 
trouver  n  fonctions  î>,  Y,  H,  ...  de  deux  variables  l 
et  OL  telles  que,  en  posant  généralement 

on  ait  respectii^ement  pour  les  valeurs  aQ  et  a^  des. 
^t,  pour  les  valeurs  t^^  t^  du  paramètre  f, 

quelles  que  soient  les  fonctions  données  Jq,  y, ,  (|*q,  . . ., 
4>Q,  $1,  H^o>  •  •  •  •  Il  est  é\^ident,  toutefois,  que  les  fonc- 
tions $^,^0,110,  ...  doivent  être  égales  respectivement 
à  <po>  ^oî  ^0»  •  •  •  quand  on  suppose  a  =  a^,  t  =z  fo,  et 
à  9)1,  'j^i,  CT|,  ...  quand  on  suppose  a  =  aty  t  =  t^; 
pareillement,  les  fondions  $1,  ^1,  H,,  ...  doivent  être 
égales  à  cpo,  ^oy  CTo?  -  >  '  ou  à  (p,,  ^,,  or,,  . . .  lorsqu'on 
suppose  «  =  «g,  £  =  /i  ou  a  =  a, ,  ^  =  i| . 
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Par  exemple,  si  Ton  pose 

♦('o»  «o)  =  ?o('o)  =  ♦o(«o)  =  A, 

♦('o»«i)  =  ?i(^o)  =  *o(«i)  =  B» 
♦('i»«o)  =  ?o(^)  =  *i(«o}  =  C, 

on  pourra  prendre  pour  <I>(^,  a)  l'expression  suivante, 

a,  —  «,  '    '   '        «,—  «,''' 

'i  — 'oL  «i  —  Kq  «1  — «oJ 

et  de  même  pour  les  autres,  H^(^,  a),  .... 

Les  équations  de  la  première  ligne  du  système  (8) 
définissent  un  système  quelconque  de  variables  qui  dé- 
pendent de  Tune  d'entre  elles.  Si  Ton  prend  x  pour 
variable  indépendante,  elles  pourront  être  représentées 
par 

(,o)      7=/(^).      z=:f(^)[x),      u=/i^)(x),      .... 

Pareillement,  les  équations  de  la  deuxième  ligne  du  sys- 
tème (8)  définissent  un  second  système  de  fonctions 

(II)    r=/,(^),    z=A''{x),    ii=/\«'(x),    ..., 

et  les  deux  systèmes  seront  compris  dans  le  système  plus 
général  défini  par  les  équations  (7);  ils  répondent,  l'un 
à  l'hypothèse  a  =  «q,  l'autre  à  l'hypothèse  a  =  «i. 

827.  Supposons  que  l'on  attribue  à  a  une  valeur  quel- 
conque déterminée;  les  équations  (y)  définiront  un 
système  de  fonctions^ ,  z,  ...  de  la  variable  x.  Si  Ton 
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pose,  en  oulre, 

dy   ^rzy'  dx^  dz   =  z'  ctr,      du  t=.  u'  dxy      .  . . , 

df  z=  y"  dx,  dz'  =  z"  dx,     du!  =urdx^      .  . . , 

df^y^dx,  dz"  =  z'^dT,     du''  =  u^dxy      ..., 


les  nouvelles  variables  >',  2/,  m',  . . .  ,ji '^  z",  u",  . . .  pour- 
ront être  exprimées,  de  même  quex,  j^,  r,  . . . ,  en  lonc- 
tion  de  t  et  de  a.  Par  exemple,  la  différentiation  des 
équations  (7)  donne 

d.rz=i—\ — '-dt,      dy  z=z ^ idt.      dzz=z \^-J- dt,     ..., 

àt  -^  dt         '  dt 

et  Ton  en  conclut 

Y   zzz ^ ' ^ '-  ï       z  -  2 ^ ' 9       •  •  •  ; 

^  di       '      dt      '  ai      '      dt      '  ' 

on  aura  de  mêmej",  z^\  ...  par  une  nouvelle  différen- 
tiation,  et  ainsi  de  suite. 

828.  Les  variables  x,y^z,, . . , ->  ',  c',  . . .  ,y\  .  . .  étant 
ainsi  exprimées  en  fonction  de  f  et  de  a,  regardons  / 
comme  constante  et  faisons  varier  a  de  rfa  ;  x,  7  ,  z,  . . . 
prendront  des  accroissements  dont  les  expressions  seront 

Ô^ie,  a)     ,  ()**(/,  a)    du^ 

Ax  :r^ ^7 ■  doL  -\ 3— — '- h  .  .  .  , 

(/a  Oor  I  ,1 

Ô'Yit,  a)  ^          ()*T(/,  a)    eîv} 
A  }'  1= 3 dot.  H ^—z i-  .  . ,  , 


Si  Ton  emploie  la  caractéristique  5  pour  désigner  les 
différentielles  des  divers  ordres  relatives  à  la  seule  va- 
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riable  a,  on  pourra  écrire  plus  simplement 


$^a: 


Ax  =  Jx  H i- 

I  .'i 


Ar=zdy+Z-Z 

1.2 

A3  =3  Jz  H 

T  .2 


et  l'on  aura  aussi 


I  .2 


A3'  =  (Î3'  -f-  — 
1  .2 


3 


Les  différentielles 

jx,  jy,  (î3,  ...,  Jj',  $z\  ...,  (îr'',  . 

sont  dites  les  variations  des  variables 


■1  ^>  ^»   •  •  •  >  ^'  >  ^  >   •  •  •  •  ^> 


elles  sont  relatives  au  passage  du  système  de  fonctions 
que  déterminent  les  équations  (7),  pour  une  certaine 
valeur  de  a,  au  nouveau  système  que  déterminent  les 
mêmes  équations  (  7  )  quand  a  a  crû  de  sa  différentielle  dx. 
Mais  nous  supposerons,  dans  ce  qui  va  suivre,  a  =  a^; 
le  système  (7)  coïncide  alors  avec  le  système  donné  (10), 
et  les  variations  îx,  ?>%  i^i  •  •  -y  ^j\  •  •  •  se  rapportent  à 
une  altération  des  fonctions  de  ce  système;  d'ailleurs  cette 
altération  est  arbitraire,  car  le  système  (7)  définit,  pour 
a  =  ai,  un  système  de  fonctions  arbitraires,  et  la  diffé- 
rence ai — ao  peut  être  supposée  aussi  petite  que  Ton 
voudra. 
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Les  dififérentielles  deuxièmes 

(î'.r,  ^»j,    .  ..,    ^*j',    .  .  . 

sont  dîtes  les  ^variations  du  deuxième  ordre  des  va- 
riables 

de  même 

seront  les  variations  du  troisième  ordre,  et  ainsi  de 
suite. 

Soit  généralement 

une  fonction  des  variables  x,j,  z,  . . .  ,^^,  z',  ....  Les 
fonctions^,  z,  , . ,  étant  définies  par  les  équations  (lo), 
si  Ton  substitue  au  système  (lo)  le  système  (7)  avec 
lequel  il  coïncide  pour  a  =  (Xq,  les  dilTérenti elles  succes- 
sives de  V  relatives  à  a  prendront,  pour  a  =  a,,,  des  va- 
leurs qui  seront  précisément  les  variations  des  ordres 
successifs  de  la  fonction  V. 

Les  variations  n^étant  pas  autre  chose,  comme  on  le 
voit,  que  des  différentielles,  les  règles  de  la  diiférentia- 
tion  leur  sont  applicables,  et  Ton  aura,  par  exemple, 
Texpression  suivante  delà  variation  du  premier  ordre  ÎV: 

^V  =  -T-<?^-H  T-<îy-+-«  ..-f--r-7  <îy +  ••  -H-  T-i^J    -^^'•' 
d.c  dy  dy  djr 

Les  considérations  que  nous  venons  de  présenter  sont 
applicables  au  cas  d'un  système  de  fonctions  de  plusieurs 
variables  indépendantes;  mais  nous  ne  ferons  pas  ici 
cette  extension,  qu^  ne  saurait  comporter  le  plan  de  cet 
Ouvrage. 
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Théorèmes  relatifs  à  la  permutation  des 

caractéristiques . 

829.  Théorème  I.  —  On  peut  inten^ertir  l'ordre  des 
opérations  exprimées  par  les  caractéristiques  d  et  ?• 

En  effet,  soit 

Les  variables  .r,  j  ,  Zy  . .  . ,  j',  zf^  •  •  •  >  j'^»  •  •  •  étant 
sxprimées  en  fonction  des  deux  variables  t  cl  a,  comme 
m  i*a  expliqué  plus  haut,  on  aura 

v=/(/,«), 

3Ù  Ton  suppose  que  a  a  une  valeur  déterminée  ao*  Cela 
L*tant|  on  a,  par  définition, 

ôt  doL 

les  variables  ^ctoe  étant  indépendantes,  leurs  différent 
lielles  dt  et  da  sont  arbitraires  et  constantes;  si  donc  on 
différentie  les  deux  formules  précédentes,  la  première 
par  rapport  à  a,  la  deuxième  par  rapport  à  r,  on  aura 

c)/(/.a)  df(t.  g) 

i((W=  V  —  dt  ^a,      d^y  z=z ^'^—  dt  doL, 

Ox  cfi 

et  par  conséquent  (n°  60) 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Corollaire.  —  On  a,  quels  que  soient  les  entiers  m 
etn,  (î''rf'»V  =  rf'"<î''V. 

830.  Théorème  II.  —  On  peut  intervertir  l'ordre  des^ 
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opérations  exprimées  par  les  caractéristiques  j  et  J, 

quelles  que  soient  les  limites  entre  lesquelles  l'intégra- 
tion doit  être  effectuée. 

En  effet,  soit 

'      Wdx; 

V  désigne  une  fonction  donnée 

d'une  variable  indépendante  x,  de  diverses  fonctions  j, 
Zy  ...  de  X  et  des  dérivées  de  ces  fonctions;  elle  peut 
aussi  dépendre  des  valeurs  de  x,  y^z^  . . . ,  y  y  2^,  . . . 
aux  limites  de  l'intégration. 

On  peut  exprimera:,^  ,  ^,  .  .  .  ,j',  z',  . .  .  en  fonction 
des  deux  variables  f  et  a,  mais  il  faudra  supposer  à  a  une 
valeur  déterminée  ol^  après  la  substitution  de  ces  valeurs 
dans  V.  Alors,  si  ^o  ^t  f  i  désignent  les  valeurs  de  t  qui 
répondent  aux  limites  x^  et  jr, ,  on  pourra  écrire 


/■■(■ 


s..,    ,vg),„. 


Maintenant,  pour  obtenir  dS,  il  faut  différentier  cette 
intégrale  par  rapport  à  a,  et,  comme  les  limites  /o?  ^i 
sont  indépendantes  de  a,  la  différentiation  pourra  être 

exécutée  sous  le  signe  /  .  On  aura  ainsi 


(^S 


r.  On 


Mais, commeafeslune  constante, onaOI-^j  =-^-3 — j 


donc 


__  Ç''^\^dx) 
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et,  en  revenant  à  la  variable  indépendante  x, 


=/;■- 


On  écrit  aussi  quelquefois 

en  supprimant  le  facteur  dxj  qui  figure  en  numérateur  et 

en  dénominateur  sous  le  signe  / ,  et  en  sous-entendant 

alors  que  l'intégration  est  relative  à  la  variable  indépen- 
dantes. La  formule  précédente  estconforme  àTénoncédu 
théorème,  et  elle  subsiste  quelles  que  soient  les  limites  Xo 
et  X\ ,  qui  sont  constantes  quand  la  variable  x  coïncide 
avec  /,  mais  qui,  dans  le  cas  général,  varient  avec  a. 

Expressions  des  variations  d' une  Jonction  et  de  ses 
dérivées,  en  fonction  de  la  variation  de  la  variable 
indépendante  et  d'une  variable  noui^elle, 

831.  Soit  j^  une  fonction  donnée  de  la  variable  x. 
Posons,  comme  précédemment, 

(1)  iifz=ydr^      tiy  =  y"dx^    ..., 

et  faisons  aussi 

d'où 

Si  Ton  différentie  la  première  équation  (i)  avec  la  carac- 
téristique d  et  Téqualion  précédente  avec  J,  on  aura 

^dy  =  $y  dx  -+-  y^dx, 

d$j   ^=:dyâx  -hj^d^x  -h^/w, 
S.  —  Catc.  ittt.  ^  J 
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comme  on  peut  intervertir  Tordre  des  deux  caractéris- 
tiques d  et  d,  la  comparaison  de  ces  équations  donnera 

dy  dx  =  tijr'  ix  4-  du 

ou,  en  divisant  par  dx  et  en  faisant  usage  de  la  deuxième 
équation  (i), 

^yz=y'âx'^—' 

(IX 

Pareillement,  si  l'on  différentie  la  deuxième  équa- 
tion (i)  avec  la  S  et  Téquation  précédente  avec  la  d,  on 
aura 

âdy=^f''dx-hx''^^, 

d<ù 


dâx'  =  dj  ""Sx  4-  y'dSx  -hd—, 

iix 


d'oi 


ou 


ir"  dx  =z  dr"  ix -^  d --- 

-^  -^  dx 

OU,  en  divisant  par  dx^ 

€pfû 

Il  est  évident   qu'en  continuant  ainsi  on  formera 
équations 

<îr  =y  ^^  -4-  w, 

dx 

(3)  /-^•'''=^"*'  +  £' 


> 


qui  permettent  d'exprimer  les  variations  Sj^  ày^  iy'^  ... 
par  les  seules  quantités  $x  et  b). 


CHAPITRE    XII.  6g  l 

832.  Au  moyen  de  ces  formules,  on  peut  obtenir  une 
expression  très-simple  de  la  variation  d'une  fonction 
quelconque  de  a:,  de^  et  des  dérivées  y',  y,  ....  Soit 

(4)  v  =  F(x,j,/,y' r^»)), 

et  désignons  par 

(5)       €A^  =  X  ^  4-  Y flT/  -H  Y'ûT/  -^ • . .  4-  YC'^djM 

la  différentielle  totale  de  V;  on  aura  (n®  828) 

(6)      iy  =  \ix  -h  Yd>  4-  Y'  (T/  -♦- . . .  4-  Y(«)(3y(«). 

Si  l'on  retranche  les  équations  (5)  et  (6)  Tune  de  l'autre 

Sx 
dx 


$x 
après  avoir  multiplié  la  première  par  -^>  il  viendra 


Sx 

$y-dy  _  =  Y((î>  -/^x)  4-  r(d>'-r^jx)  4-. . . 

ou,  à  cause  des  formules  (3), 

7     ^V==£/V— 4-Y«4- Y' —  4-Y''-— ■4-...4-Y^'')— -. 

Si  la  fonction  V  contient  d'autres  fonctions  de  x,  sa- 
voir :  z,  u,  ,..,  avec  leurs  dérivées  z',  i/, . . .,  ^'^j  u''',  . . ., 
il  faudra  ajouter  au  second  membre  de  la  formule  (5) 
les  termes  nouveaux 

Zdz-hl'dz'-h,*    4-Urftf  4-U'é/tt'4-... 

et  au  second  membre  de  la  formule  (6)  les  termes  ana- 
logues 

Z(3^3  4-Z'oV4-.    .4-U(yii4-U'^a'4-,..; 
alors,  si  l'on  pose 

cj  =  Js  —  z'âxf    ;^  =^  ^tf  —  u'êUf    •  •  • , 

4k 
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il  est  évident  que  la  formule  (7)  continuera  à  donner 
la  variation  îV,  pourvu  que  l'on  ajoute  au  second  membre 
les  termes 

Zbh-  Z'  ~  ^-  .  .  .  -4-  Uy  4-  U'  -T^  -f- 

ax  dx 

• 

Calcul  de  la  variation  d'une  intégrale  définie. 

833.  Proposons-nous  de  déterminer  la  variation  de 
rintégrale  définie 

(i)  S=  /      Vdx, 


< 


Nous  supposerons  d'abord  que  V  soit  indépendant 
des  limites  Xo)  oti,  qui  sont,  en  général,  variables  avec«, 
et  qu'elle  ne  renferme  qu'une  seule  fonction  y  de  x; 
ainsi  l'on  aura 

En  différentiant  l'équation  (i)  avec  la  î,  on  a  (n**830j 

d'ailleurs,  comme  on  peut  intervertir  l'ordre  des  diffé- 
rentiations  par  d  et  5, 

è[\dx]=z$Wdx-\-\d§x; 
on  a  aussi  (n®  832  j 

,ÎV==./V^  +  Y«  +  Y' ^ +.. .  + YC' ^ 
«X  dx  (tx" 

en  posant 

dWz=l^dx-{-  Ydf  4-  Y' r//  4- ...  +  Y^'^hljin) 
et 

Oi  zizâjr  —  y  3x, 
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On  conclut  de  là 

et,  par  conséquent,  la  formule  (3)  donnera 

(5)  <  ' 

/  c/x*  ,/  flr" 

La  première  des  intégrales  conlenucs  dans  cette  for- 
mule est  égale  à  la  différence  des  valeurs  que  prend  le 
produit  V ^x  aux  limites  de  l'intégrale;  parmi  les  inté- 
grales qui  suivent,  celles  qui  dépendent  des  dérivées  de  &> 
peuvent  être  transformées,  au  moyen  de  l'intégration  par 
parties,  en  d'autres  où  ne  figure  que  la  seule  quantité  co. 
On  aeffcctivement 

/  Y'   -7-   r/.r  :=:  Y'o)  —    /    -—  o,f/jr, 
J         fi'C  J     de 


radxy 


d'où,  en  prenant  x^  et  X\  pour  limites, 

ir^'^-=[-]:;-x.'- 

Si  Ton  pose,  pour  abréger  l'écriture, 

(7)     ^  =  Y-"SJ'^^ïr~'---ir-;^- 


(8) 


(.0) 
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et 

puis  que  l'on  désigne  par  F©,  Fi  les  valeurs  que  prend  F 
aux  limites  de  Tintégration,  Texpression  (5)  de  dSde- 
viendra,  à  cause  des  formules  (6), 

f      Kùidx. 

Si  l'on  remplace  o),  —  j  -r-^»  •••  par  leurs  valeurs 

iy  —  ydxy  dy — yixy  Sy'—j^'Sx^  ...,  l'expres- 
sion (8)  de  F  deviendra 

-[v-(--S'-^"-)/ 

834.  Nous  avons  supposé  qu'il  n'entrait  dans  l'expres- 
sion de  V  qu'une  seule  fonction  j'  de  x,  avec  quelques- 
unes  de  ses  dérivées;  mais  il  est  évident  que  le  calcul 
de  la  variation  SS  se  fera  exactement  de  la  même  ma- 
nière si  V  renferme  d'autres  fonctions  z,  u^  . . .,  avec 
leurs  dérivées  z',  z^\  , ,  .^  z^p\  u',  u'\  . . . ,  u^^^  ....  En 
effet,  si  l'on  pose,  comme  au  n®  832, 

il  est  évident  que  la  formule  (4)  continuera  à  donner  la 
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variation  S[\dx),  pourvu  que  l'on  ajoute  au  second 


membre  les  termes 

;o4-Z'—  -(-...-f-zc/»)-— 

dx  dxP 


)-^(ux+u'gH-...4-uc^)g)+.... 


analogues  à  ceux  qui  dépendent  de  o).  En  appliquant  à 
ces  nouveaux  termes  le  procédé  que  nous  avons  employé, 
on  trouve  cette  expression  de  JS, 

(il)  ^Sr=(r,— ro)-^  r   (k«-4-Hgj4-Gx  +  ...)^> 

où  K  désigne  la  quantité  définie  par  la  formule  (7)  et 
où  Ton  fait  de  plus 

djc  dx^  ^         '       dxP 

{le  ilr^  ^  dxl 


En  outre,  Tqj  Fi  désignent  toujours  les  valeurs  que 
prend  T  aux  limites  de  l'intégration,  c'est-à-dire  les 
valeurs  qui  répondent  respectivement  k  x  =  Xq  et  à 
X  =  Xï  ;  mais  à  l'expression  générale  de  F  donnée  par 
la  formule  (10)  il  faut  ajouter  de  nouveaux  termes, 
savoir  ceux  qu'on  déduit  des  termes  déjà  écrits  et  qui 
renferment  les  lettres  Y,  y,  en  remplaçant  respective- 
ment ces  lettres  par  Z,  z^  puis  par  U,  u,  etc. 

835.  Enfin  il  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  la  fonc- 
tion V  dépend  des  valeurs  de  x,  jy  y,  j",  . . . ,  J^^""■'^  z^ 
z',  z"y  . . .,  2^^"**^,  . . .  aux  limites  de  l'intégrale. 

Dans  ce  cas,  la  variation  de  y  dx  se  composera  de  deux 
parties,  savoir  celle  que  l'on  obtient  sans  faire  varier  les 
quantités  qui  se  rapportent  aux  limites  et  celles  que  l'on 
obtient  en  ne  faisant  varier  que  ces  seules  quantités. 
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Nous  avons  considéré  la  première  partie  aux  numéros 
précédents,  et,  si  Ton  représente  par  la  Caractéristique  â' 
les  variations  relatives  aux  seules-  limites,  la  seconde 
partie  sera  $'[Y  dx)  ou  $f\  dx.  Il  suffira  donc  d'ajouter 
à  l'expression  (i  i)  de  ÎS  le  terme 


A:^    /        i'Wdx. 

On  a 
/^,„      dW  ^         dV  ,         dV  ,  ,  dV     ^  .„  .^      r)V  , 

'  \         ^^  .       ^v  .       dv  , ,  dv    ,  ,„  ,,     dv  , 

(    -^d^'"*-^d7;'-^»-^-d7;'-^>^----^dFï^ 

d'où,  en  intégrant, 


('4) 


si  donc  ou  fait,  pour  abréger, 

Texpression  complète  de  JS  sera 

(Kw-f-IIcu-Gx-f-...)'^' 


L 


et  Ton  voit  que  les  termes  introduits  dans  Ç  par  A  sont 
de  même  forme  que  ceux  qui  existaient  déjà. 

Autre  manière  de  calculer  la  lyariation  d'une  intégraux 

définie, 

836.  Au  lieu  d'appliquer  la  formule  générale  que  nous 
avons  obtenue  au  numéro  précédent,  il  est  souvent  pré- 
férable, danslesapplications,dc  procéder  à  une  recherche 
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directe.  On  peut  alors  se  dispenser  d'introduire,  comme 
nous  Favons  fait,  les  quantités  tù,  n,  . . .,  en  dirigeant  le 
calcul  comme  il  suit.  L'intégrale  proposée  étant 


S 
on  a,  comme  on  Ta  vu, 


=  j      Vdr, 


/*  ■''1  •»  ' 
=  f    -^ 


•^0 


mais  nous  écrirons  simplement 

sans  désigner  la  variable  par  rapport  à  laquelle  se  fait 
l'intégration,  les  valeurs  que  prend  cette  variable  quand 
on  R  X  =Xq,  X  ^=  x^  devant  être  prises  pour  limites  de 
l'intégrale. 

Celaposé,V  est  une  fonction  de  x,j',p^',  ...,  z,  z',  ...; 
mais  nous  introduirons,  au  lieu  des  dérivées  j',  j",  . . ., 
z',  ...,  les  différentielles  des  variables  x, j^',  Zy  ...,  la 
variable  indépendante  étant  le  paramètre  t,  dont  la 
variation  est  nulle.  Comme  on  a 

dy         ^       dx  d*x  —  dy  d}  x  ,       dz 

dx  dx*  dx 

\ dx  deviendra  une  fonction  de  x,  _^',  2,  . . .,  dxj  dy, 
dzy  . . .,  d^Xj  d^j,  d^Zy  ...  ;  en  différentiant  ce  produit 
avec  la  caractéristique  â  et  en  remarquant  qu'on  peut 
intervertir  Tordre  des  opérations  exprimées  par  d  et  S, 
on  aura  un  résultat  de  cette  forme  : . 

i(y dx)=zX^lr  -h  Xid Sx  -^-X^d^^x  -h  ,  .  . 
-+-  Yo^y  -+-  Y,d$y  -f-  Y,rf«(tr  -h  .  . . 
-!-  Zq  Sz  -¥  Zx  d  Sz  -t-  Z,  d*âz  -h... 


698  CALCUL    INTÉGRAL. 

Les  dlfférentialions  exprimées  par  d  se  rapportent  à 
la  variable  «,  et  rinlégralion  par  parties  donne 

Txi rf  Jx  =  Xi ^x  —  jdX^^x, 

j\^iPSx  =  X, d^x  —  ^/X,  (Tx  -4-  /  ^ X, âx, 

•! 

JY,d$y=^Y,$x^  fdY,9f, 


Par  conséquent,  si  Ton  pose 

X  =  Xq  —  d\^  -h  £/*Xj  —  •  •  •  7 

Z  =  Zq  —  r/Z,  -h  ^  Z,  — .  . , , 


et 

r  =  (X,— «OCj-f-..  .)$x  -h(X,  — .  ..)^<^«^+. .  • 

-4-(Yi  —^i -4-.  .  .)d>-h(Y,  —  ...)J</r-f-... 
-l-(Zi  —  dZx  H-.  .  .)^5  -l-(Z,  — -. .  .)J^3  4-.  .. , 
...• 9 

puis  qu'on  représente  par  Fo,  F^  les  valeurs  de  F  aux 
limites,  pour  lesquelles  on  a  respectivement  x  =  Xof 
y=yQy  ...  et  a:  =  Xi,  j^=j^i,  . . .,  on  aura 


^S 


=  (r,  — ro)-h  /(X^x-f-YJj-hZ^z-h...), 


et,  si  a:  est  la  variable  par  rapport  à  laquelle  s'exécute 
l'intégration,  on  devra  écrire 


^  =  (r,~ro)-4-J 


Xêx-\-Y^r-hZêz  -h  ..,    , 

'•—- dx, 

Ux 
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Nous  lavons  suppose  ici  que  la  fonction  V  est  indépen- 
dante des  valeurs  que  prennent  les  variables  aux  limites; 
mais,  si  le  contraire  a  lieu,  il  suffira  d'ajouter  à  l'expres- 
sion précédente  de  dS  les  nouveaux  termes  dont  nous 
avons  fait  le  calcul  au  n^  835. 

La  formule  précédente  coïncidera  avec  celle  du  n*'  835, 
si  Ton  y  remplace  Sy^  Sz^  . . .  par  les  expressions 

djr  €lz     - 

— -  o  j:  -I-  o),      — -  ax  -h  CI,      ...  ; 
dx  dx 

parcette  substitution,  laquantitéXJj:-4-Yc[y-|-Z5z-f-  ... 
se  réduit  à 

(Xé/x-4-Ydrr-f-Z^3-'r-  ...)-—  -i-Yw-i-Zo-f-  . ..; 

^  '  €ix 

il  en  résulte  que  Ton  a  identiquement 

Xc/xH- YrfrH-Zrf3-»-...  =0 

et  que  Y,  Z,  ...  ne  sont  autre  chose  que  les  quantités  dé- 
signées par  K,  H,  ...  au  numéro  cité. 

837.  Nous  avons  calculé  la  variation  de  l'intégrale  dé- 
finie S  dans  Thypothèse  la  plus  générale  et  en  suppo- 
sant une  altération  quelconque  dans  le  système  des  fonc- 
tions de  X  que  nous  avons  désignées  par^,  z,  ....  Si  l'on 
suppose  que  la  variable  x  coïncide  avec  la  variable  f ,  dont 
la  variation  est  nulle,  les  limitesXo^Xi  seront  constantes, 
et  l'on  aura  généralement  $x  =--  o.  Alors  les  quantités 
désignées  parco,  ex,  ...  ne  sont  autre  chose  que  les  varia- 
tions $j^^z,  ....  L'expression  de  dS  se  réduit  alors  à 


roo 
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Objet  de  la  méthode  des  variations, 

838.  La  mélhode  des  variations  a  été  imaginée  par 
Lagrange,  dans  le  but  de  résoudre  certains  problèmes  de 
maxima  et  de  minima  d^une  nature  particulière;  mais 
elle  peut  être  employée  avec  avantage  dans  d'autres  ques- 
tions diverses.  Dans  les  problèmes  de  maxima  et  de  mi- 
nima dont  je  viens  de  parler  il  s'agit  de  déterminer  des 
fonctions  d'une  variable  indépendante,  de  manière  à 
rendre  maximum  ou  minimum  une  certaine  intégrale 
définie  où  figurent  ces  fonctions.  Quelques  problèmes 
de  ce  genre  avaient  été  résolus  avant  Lagrange  ;  en  voici 
un  exemple  : 

Trouver  une  courbe  plane  CMD  qui  passe  par  deux 
points  donnés  C,  D  et  qui  soit  telle  que  l'aire  engendrée 
par  l  arc  CD  en  tournant  autour  d' un  axe  situé  dans 
son  plan  soit  un  minimum. 

Si  l'on  choisit  deux  axes  rectangulaires  O  x,  Oy  dont 
le  premier  coïncide  avec  l'axe  de  révolution,  que  l'on 


y 

M  J^ 

M^--- 
.^ 

C 

/ 

X 

0 

;i 

\ 

P     I 

î 

X 

mène  les  ordonnées  CA,  DB  des  extrémités  C,  D,  et  que 
Ton  fasse  OA  =  Xq,  OB  =  j^o  la  surface  engendrée  par 
Tare  de  courbe  CD  sera  égale  à  2  7rS,  en  désignant  par  S 
l'intégrale 
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Il  s'agît  donc  ici  de  trouver  quelle  est  la  l'onction  de  x 
qu'il  faut  substituer  h  y  pour  que  la  valeur  de  S  soit  un 
minimum. 

Au  lieu  de  se  donner  les  extrémités  C  et  D  de  l'arc  de- 
mandé, on  peut  supposer  que  ces  points  soient  seulement 
assujettis  à  la  condition  d'être  situés  sur  deux  courbes 
données;  la  question  se  ramènera  encore  à  trouver  le 
minimum  de  l'intégrale  S,  mais  ici  les  limites  Xq,  X\  ne 
seront  plus  données. 

Recherche  des  valeurs  maxinia  et  miniina  d'une  . 

intégrale  définie, 

839.  Soit  l'intégrale  déGnie 

'      Ydjc, 
où  l'on  suppose 

J'y  Zy  .  •  .  étant  des  fonctions  de  a:,  ctj\j'\  , . ,,  zf,  ... 
désignant  comme  précédemment  les  dérivées  de  ces  fonc- 
tions. La  fonction  V  peut  dépendre  aussi  des  valeurs  que 
prennent  les  variables  aux  limites  de  l'intégrale;  quant  à 
ces  limites,  elles  sont  données  ou  assujetties  à  certaines 
conditions.  Cela  posé,  il  s'agit  de  déterminer  les  fonc- 
tions j^,  ::,...  qui  répondent  à  un  maximum  ou  à  un 
minimum  de  S. 

Le  système  des  fonctions  qu'il  faut  trouver  et  tel  autre 
système  aussi  peu  différent  du  premier  que  l'on  voudra 
peuvent  être  compris,  comme  on  l'a  vu,  dans  un  sys- 
tème plus  général,  qui  dépend  d'un  paramètre  a.  Dans  ce 
dernier  système,  toutes  les  variables  x,^^,  z,  . .  .  ainsi 
que  les,  dérivées  y,  y^',  . . . ,  z',  ...  sont  exprimées  en 
fonction  d'une  variable  nouvelle  t  et  du  paramètre  a,  et 
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la  même  chose  a  lieu  pour  les  valeurs  particulières  qae 
prennent  les  mêmes  variables  aux  limites,  lesquelles  dé- 
pendront des  limites  îq,  t^  de  t  et  du  paramètre  a.  Après 
la  substitution  des  valeurs  de  x^j, . . . ,  Texpression  de  S 
deviendra 

ce  qui  se  réduit  à  une  simple  fonction  du  paramètre  a. 

Ainsi  l'on  se  trouve  ici  dans  le  cas  ordinaire  du  maxi- 
mum et  du  minimum.  La  condition  nécessaire  pour  le 

maximum  et  pour  le  minimum  est  que  la  dérivée  y  ou 

la  différentielle  -;-  dcx,  soit  nulle  :  or,  cette  différentielle 

n'est  autre  chose  que  la  variation  de  S  ;  donc  la  condi- 
tion dont  nous  parlons  est  simplement 

JS=:o. 

Mais  on  sait  qu'elle  n'est  pas  sufBsante.  Il  faut  en  outre, 

pour  le  maximum,  que  -j-^  ou  -^  dcx*  soit  négative  et, 

pour  le  minimum,  que  la  même  différentielle  soit  posi- 
tive ;  cette  différentielle  est  précisément  la  variation  du 
deuxième  ordre  d^S;  donc  il  faut  que  l'on  ait 

^•S<o 

pour  le  maximum  et 

^»S>o 

pour  le  minimum.  Dans  le  cas  de  J^S  =  o,  il  faudrait 
pour  le  maximum  et  pour  le  minimum  que  l'on  eût  aussi 
î»  S  =  o.  Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  celte  discus- 
sion, qui  n'a  pas  d'objet,  car,  dans  la  plupart  des  cas, 
on  sail,  par  la  nature  de  la  question  à  résoudre,  s'il  y  a 
réellement  maximum  ou  minimum.  Aussi  nous  borne- 
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rons-DOus  à  étadier  la  condition  dS  =  o  commune  au 
maximum  ou  au  minimum. 

840.  Cas  ou  V  ke  coktient  qu'uke  seule  fonction^ 
DE  X.  —  Alors  on  a,  dans  l'hypothèse  la  plus  générale, 
d'après  la  formule  (16)  du  n^  835, 


(fô 


=  Ç4-  i      Ktadx. 


La  condition  dS  =  o  exige  que  Ton  ait  séparément 

g=o,     K=:o. 

En  effet,  supposons  que  Ton  ait  fixé  les  variations  rela- 
tives aux  limites.  Comme  la  déformation  qui  résulte  des 
variations  du  paramètre  a  est  entièrement  arbitraire,  la 
fonction  tù  est  elle-même  arbitraire,  et,  si  K  n'est  pas  nul, 
on  peut  choisir  &)  de  manière  que,  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  comprises  entre  Xq  et  X| ,  elle  ait  constamment  le 
signe  de  K  ou  constamment  un  signe  contraire  à  celui 

Kci)  dx  aura  une  valeur  difTé- 

rente  de  zéro,  et  elle  sera  positive  ou  négative  à  volonté  ; 
par  conséquent,  quelque  valeur  que  l'on  suppose  à  Ç,  on 
pourra  faire  en  sorte  que  dS  ne  soit  pas  nulle.  La  condi- 
tion du  maximum  et  du  minimum  exige  donc  que  l'on  ait 

(i)  K  =  o, 

et  il  en  résulte  nécessairement  qu'on  doit  avoir  aussi 

Soient 
et 

^nr  =  X  ^x  +  Y  rfr  4-  r  £//  -h . . .  +  Y(«>  ///(«)  ; 

l'équation  (i)  pourra  être  mise  (n°  833)  sous  la  forme 
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C'est,  comme  on  voit,  une  équation  différentielle  dont 
Tordre  sera  en  général  a/i,  et  son  intégrale  renfermera 
271  constantes  arbitraires.  Supposons  qu'on  ait  trouvé 
cette  intégrale  et  représentons-la  par 

(4)  r=/(^,Cj,C„...,C,„); 

Téqiiation  (4)  fera  connaître  la  fonction  inconnue  j^,  et 
il  n'y  aura  plus  qu'à  déterminer  les  an  constantes  Ci, 
Cs)  . . .  ^  C2/1  de  manière  à  satisfaire  à  la  condition  (2). 
Il  faut,  à  cet  égard,  distinguer  plusieurs  cas. 

1°  Si  les  valeurs  o-q,  joO'o  ^  "yj  l''"'^  ^u  J  ^yi , .  .  • , 
y  [""^^  relatives  aux  limites  sont  données,  les  variations  de 
ces  quantités  seront  nulles  et  Téquation  (2)  sera  satis- 
faite d'elle-même.  Différentions  n  fois  l'équation  (4); 
nous  aurons  des  résultats  de  cette  forme  : 

Remplaçant  alors,  dans  les  équations  (4)  et  (5),  j:,  y, 
y\  ' .  -,  J^"""'^  d'abord  par  JTq,  jo;  j'o,  •  •  -,  ji*~'\  puis 
par  Xf,  j  I,  j', ,  ...,ji'*'"*\  on  aura  un  système  de  un 
équations,  savoir  : 


(G) 


J  1  =^y  ^  ^  («^o  Cl,  Cj,  .  .  . ,  Cjrt  ;, 


xC    — /       («^i» CijCj, . . ., c,„), 

qui  serviront  à  déterminer  les  2n  arbitraires. 
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2°  Si  l'on  donne  seulement  les  valeurs  de  quelques- 
unes  des  a/i  quantités  Xq,  ^0»  •  •  •»  Jo"~*\  ^n  Ji»  •  •  •» 
j^""*^,  ou,  plus  généralement,  si  Ton  donne  i  équations 

(7)  M, -=  0,     Mj-=o,     ...,     M/ =:  0 

auxquelles  ces  quantités  doivent  satisfaire,  on  différen- 
tiera  ces  équations  avec  la  caractéristique  9  ;  les  équa- 
tions résultantes 

•••••• •••....• •..•.., 

permettront  d*exprimer  i  variations  en  fonction  des 
a/i  4-  a  —  i  autres;  on  portera  les  valeurs  de  ces  i  varia- 
tions dans  Téquation  (a),  et,  comme  les  variations  res- 
tantes sont  arbitraires,  il  faudra  égaler  à  zéro  leurs 
coefficients.  On  obtiendra  ainsi  2/2  -f-  2  —  i  équations, 
qui,  réunies  aux  équations  (6)  et  (7),  compléteront  le 
nombre  4'z  -f-  a  d'équations  nécessaires  pour  déterminer 
les  an  arbitraires  et  les  a/i-f-  a  quantités  relatives  aux 
limites. 

3^*  Si  aucune  relation  n'est  donnée  entre  les  quantités 
aux  limites,  les  variations  de  ces  quantités  resteront  ar- 
bitraires et  l'équation  (a)  se  décomposera  en  an  -+-  2 
équations  distinctes  ;  ces  équations  suffiront,  avec  les  2/1 
équations  (6),pour  déterminer  les  4 ''-h  a  inconnues.  Ce 
cas  est  compris  dans  le  précédent,  en  supposant  le 
nombre  i  réduit  à  zéro. 

Remarque.  —  Il  peut  se  faire  que  l'ordre  de  l'équa- 
tion (3)  s'abaisse  au-dessous  de  2/1,  et  cela  arrivera  né- 
cessairement si  V  est  linéaire  par  rapport  à  la  dérivée^  ^"'  ; 
ce  cas  ne  saurait  offrir  de  difficultés,  et  nous  laissons  au 
lecteur  le  soin  d'examiner  les  modifications  qu'il  exige. 

S»  —  Cale,  itiC,  4^ 
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841 .  Cas  ou  V  contient  plusieurs  fonctions  de  x.  — 
Nous  allons  considérer  maintenant  le  cas  où  V  renferme 
Il  fonctions  y,  z^  u,  ...  de  x,  avec  quelques-unes  de 
leurs  dérivées,  et  nous  supposerons  d*abord  qu'il  n'existe 
aucune  relation  donnée  entre  les  fonctions  r^  3,  i/,  .  . . 
et  la  variable  indépendante  x.  Alors  la  variation  de  Tin- 
légrale 

sera  (n«  835) 

et  je  dis  que  la  condition  $S  =  o  exige  que  l'on  ait  sépa- 
rément 

R  ==  o,     II    -r  o,     G  —  o, 

et 

En  effet,  supposons  que  K,  H,  G,  ...  ne  soient  pas 
toutes  nulles  et  que  Ton  ait  fixé  les  variations  aux 
limites;  les  fonctions  co,  ci,  ;(,  ...  étant  arbitraires,  on 
peut  les  choisir  de  manière  que  pour  chaque  valeur  de  x 
comprises  entre  Xq  et  x^  elles  soient  respectivement  de 
même  signe  que  K,  H,  G,  ....  ou,  si  Ton  veut,  de 
signe  contraire  à  K,  H,  G,  ... .  Alors  l'intégrale  qui 
figure  dans  l'expression  de  JS  aura  une  valeur  différente 
de  zéro  et  dont  le  signe  peut  être  pris  à  volonté;  il  en 
résulte  qu'on  pourra  toujours  faire  en  sorte  que  JS  ne 
soit  pas  nulle.  Ainsi  l'on  doit  avoir 

K  rrr:  o,       H  :i-i  O,       G  ~  O,        .  ,  . , 

et  par  suite  aussi 

Les  premières  équations  constituent  un  système  d*é- 


CHAPITRE    XII.  707 

quatîons  simultanées  dont  on  devra  d'abord  chercher  les 
intégrales.  Il  faudra  ensuite  satisfaire  à  Téquation  Ç=o, 
et  déterminer  les  arbitraires  introduites  par  l'intégra- 
tion, ainsi  que  les  quantités  aux  limites,  si  celles-ci  ne 
sont  pas  données  ;  cette  recherche  n'offre  aucune  diffi- 
culté, après  ce  que  nous  avons  dit  au  numéro  précédent  ; 
la  marche  à  suivre  est  en  effet  exactement  la  m<^me. 

842.  Il  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  V  renferme 
plusieurs  fonctions  j)%  2,  a,  , . ,  de  x,  liées  à  la  variable 
par  une  ou  plusieurs  équations  données.  Soit 

une  telle  équation.  En  la  différentiant  avec  la  caracté- 
ristique if  puis  avec  la  d,  on  a 

-r-  Sx  -h    -.—  0  r  H-   -r-   (fS  -h    -r-  dtt    -f-  .  .  ,  =  O, 

ÛJC  ôf  ôz  ou 

d*  .        d*  ,        J*  ,        ()♦    , 

-r—  a.r  -f-  -r—  ^/r  -h  -—  as  -h  -r-  iiu  -h,  .  .  —  O: 

ôx  or  OZ  ou 

si  Ton  retranche  ces  équations  l'une  de  l'autre  après  avoir 

Sx 
multiplié  la  seconde  par  y  et  en  se  rappelant  que  l'on  a 

Sr 7-  0 X  ---  6),     OZ ox  zzz  a,    . . . , 

ax  lix 

il  viendra 

d*  f)*  ()♦ 

-r-  M    -f-    -7-    CT   -f-    -r-    y  -f-  .   .  .  ■-—  o. 

or  OZ  ou 

Ainsi,  à  chaque  équation  donnée  entre  x,j%  z^  11,  . . . 

répond  une  équation  linéaire  entre  c*),  13,  ;(, Si  le 

nombre  de  ces  équations  est  égal  à  i,  on  pourra  exprimer  i 
des  quantités  w,  tj,  ;f,  ...  en  fonction  des  fi — i  autres, 
et,  en  substituant  les  valeurs  trouvées  dans  l'expression 

45. 
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de  JS,  il  viendra 

f      (R'«  -h  H'u  -h  G'x  -f- . . .')  «/^. 

Les  fjt  —  I  fonctions  restantes  ft)|  tj,  ;f,  ...  étant  arbi- 
trairesy  le  raisonnement  du  numéro  précédent  montre 
que  Ton  a 

K'  =  o,     H'  =  o,     G'  =  o,     ..., 
avec 

Les  premières  équations,  jointes  aux  i  équations 
données  ^{x^y,  z^u,  . ..)  =  o, . . .,  constituent  un  sys- 
tème de  [X  équations  simultanées  qu'il  faudra  intégrer. 
L'équation  Ç=  o  servira  ensuite  à  déterminer  les  arbi- 
traires et  à  achever,  s'il  y  a  lieu,  la  détermination  des 
quantités  aux  limites. 

Supposons  que  la  fonction  V-  ne  renferme  que  deux 
fonctions  j^,  z  liées  à  x  par  la  relation 


*(.r,^,3)  =  o; 


on  aura 


()* 


d*  d*  ,,  .  dr 

dr  âz  '  d* 

dl 


pu 


is 


K  — -H  — 
Ôz 

les  conditions  du  maximum  et  du  minimum  seront  donc 

,,  d*       ,,  d* 

K^ H  — =0     et     Gz=o. 

dz  Oj  «^ 
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D'une  classe  particulière  de  maxima  et  de  minima 

relatifs. 

843.  Après  avoir  montré  comment  on  peut  trouver 
les  conditions  du  maximum  ou  du  minimum  d'une  inté- 
grale définie 

(l)  Sr-r   r   \da: 

quand  on  ne  s'impose  aucune  restriction,  nous  avons 
considéré  le  cas  où  les  variables  qui  figurent  dans  la 
fonction  V  sont  liées  entre  elles  par  des  équations  don- 
nées. Il  peut  arriver  aussi  que  les  équations  de  condition 
renferment  soit  des  dérivées  des  fonctions  inconnues, 
soit  une  ou  plusieurs  intégrales  définies.  Il  n'entre  pas 
dans  notre  plan  de  développer  la  solution  générale  de 
cette  question;  il  nous  suffira  de  traiter  le  cas  le  plus 
simple,  celui  dans  lequel  on  se  propose  de  rendre  maxi- 
mum ou  minimum  l'intégrale  S,  en  imposant  la  condi- 
tion nouvelle  qu'une  deuxième  intégrale  définie 


(,)  S'.:/ 


'1 


ait  une  valeur  donnée  /.  Dans  ce  nouveau  problème,  qui 
se  ramène  sans  difficulté  à  celui  du  n^  840,  il  s'agit  de 
trouver  les  conditions  d'un  maximum  relatif  ou  d'un 
minimum  relatif. 

Nous  raisonnerons  ici  comme  au  n®  839  ;  le  système 
des  fonctions  inconnues  et  tel  autre  système  aussi  peu 
difiiérent  du  premier  que  l'on  voudra  peuvent  être  com- 
pris dans  un  système  plus  général  qui  renferme  un  para- 
mètre a.  De  plus,  dans  ce  système,  toutes  les  variables 
s'expriment  par  une  même  variable  t  indépendante  de  a. 
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et  alors  on  a 

en  sorte  que  S  et  S'  sont  des  fonctions  de  a.  Mais  la 
seconde  de  ces  fonctions  doit  se  réduire  à  une  constante, 
puisque  l'intégrale  S' doit  conserver  la  même  valeur  dans 
le  passage  d'un  système  de  fonctions  à  un  autre  ;  on  aura 

donc  -r-  =  o;  d'ailleurs  la  condition  du  maximum  ou  du 
fia. 

minimum  sera  -r-  =  o.  comme  au  n^839;  ainsi  l'on  aura 

(3)  ^S  — o,       (ÎS'rrzOu 

844.  Supposons  d'abord  que  V  et  V  ne  renferment 
qu'une  seule  fonction  y  de  la  variable  x;  les  expressions 
de  dS  et  de  ^S'  pourront  être  mises  (n^  833)  sous  la 
forme 

Ç^,  K!  désignant  des  quantités  analogues  à  Ç,  K  respec- 
tivement. Posons,  avec  Cauchy, 

(5)  r    K'wdlr  — y(x); 
on  aura,  en  différentiant, 

(6)  K'a,r:.y'(a:),      d'où      «  =  5^- 

Comme  y  (xo)  est  nulle  d'après  la  formule  (5),  l'expres- 
sion de  JS'  sera 

(7)  ^'=-^Ç-^f[x,). 

et    celle  de    $S  deviendra,   en    remplaçant  a>  par  sa 
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valeur  (6), 

L'intégration  par  parties  donne 

par  conséquent,  si  Ton  désigne  par  K^,  K'^  les  valeurs 
de  K  etdeK'pourj:=X|,on  aura,  à  cause  de  f(xo)=-^o> 


(8)         is  =  .g^.^^(xt)-  J      --.^[x)dx. 

La  fonction  <f{x)  est  entièrement   arbitraire;  elle  est 
assujettie  seulement,  par  sa  définition,  à  s'annuler  pour 

Cela  posé,  on  voit,  par  la  formule  (7),  que  la  condi- 
tion îS'=  o  équivaut  à 

ce  qui  réduit  la  formule  (8)  à 


^-  g-iP- 


La  fonction  9(x)  pouvant  être  choisie  à  volonté,  le 
raisonnement  dont  nous  avons  fait  usage  au  n^  840 
montre  que  la  condition  iS=  o  exige 

(9)  §-|^s'=°.  t!-=°- 

La  seconde  de  ces  équations  donne,  par  l'intégration^^ 


• 
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K 

(lo)  .  K^-^lK'=r:0, 

a  étant  une  constante  arbitraire;  la  première  équa- 
tion (9)  devient  ensuite 

(11)  g^ag=o. 

Les  équations  (10)  et  (1 1)  sont  les  conditions  deman- 
dées du  maximum  relatifou  du  minimum  relatif;  on  voit 
qû^elles  sont  aussi  les  conditions  du  maximum  absolu 
ou  du  minimum  absolu  de  l'intégrale 

en  sorte  que  le  problème  dont  nous  nous  occupons  se 
trouve  ramené  à  celui  qui  a  été  résolu  au  n°  840.  A  la 
vérité,  nous  avons  ici  une  constante  arbitraire  a  déplus; 
mais  nous  avons  aussi  une  équation  nouvelle,   savoir 

845.  L'analyse  précédente  s'applique  sans  modifica- 
tions au  cas  où  V  et  V  renferment  plusieurs  fonctions  r> 
Zy  ...  de  la  variable  indépendante  x.  On  a  effectivement 


Posons 


L 


d'où 


K'«4-H'o -}-...  =  y'(x),     o,=  ?^-^o  — ...5 
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on  aura  ç(xo)=o,  et  la  condition  JS'=o  donnera 
<j»(j:i)  =  —  Ç';  en  outre,  l'expression  de  JS  deviendra 

<?S  =  5-4-^*  [^y'(x)  H- (h-  ^)  a-f-.  .  .Jdlr; 

d'ailleurs,  Tintégration  par  parties  donne,  à  cause  de 
<f{x,)  =  —  Çr, 

et  il  en  résulte 


cr  —h . .. 


Les  fonctions  y(x),  nr,  ...  étant  arbitraires,  la  condi- 
tion fô  exige 


K'  H         K 


=  o 


•      -^~  : — •  —  *    •  •  •  3 


avec 

La  première  de  ces  équations  donne  —,  =  une  constante 

—  a;   par  conséquent,  les  conditions  du -maximum  ou 
du  minimum  relatif  dont  nous  nous  occupons  seront 

K-f-aK'=  o,     H-4-flH'  — o,   ...» 
avec 

ce  sont  bien  les  conditions  du  maximum  absolu  ou  du 
minimum  absolu  de  l'intégrale  S  4-  aS'. 
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Remarques  sur  quelques  cas  particuliers. 

846.  Les  cas  des  maxima  ou  des  minima  relatifs  se 
ramenant  à  celui  du  maximum  ou  du  minimum  absolu, 
nous  ne  considérerons  ici  que  ce  dernier  cas. 

Reprenons  la  formule 


-r 


et  supposons  que  V  ne  renferme  qu'une  seule  fonction  j 
de  X  avec  ses  deux  premières  dérivées  j^,j''.  Si  Ton  pose 

et 

la  fonction  inconnue  j  dépendra  de  Téquation  différen- 
tielle 

qui  sera,  en  général,  du  quatrième  ordre.  Nous  allons 
indiquer  quelques  cas  généraux  dans  lesquels  on  peut 
effectuer  immédiatement  une  ou  deux  intégrations. 

1°  Si  V  ne  renferme  pas^  et  que  l'on  ait,  en  consé- 
quence, 

Y  sera  nulle,  et  alors  l'équation  (i)  se  réduit  à 

dY'       d^Y" 

€ix  dx^ 

en  intégrant  et  en  désignant  par  C  une  constante,  il  vient 
ce  qui  est  une  équation  du  troisième  ordre,  en  général. 
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On  peut  opérer  de  la  mémo  manière  lorsque  V  ren- 
ierme  un  terme  du  premier  degré  en  y ,  car,  dans  ce 
cas,  Y  est  constant,  ^t,  en  intégrant  Téquation  (i),  on  a 

tlJC 

a^  Supposons  que  V  ne  renferme  pas  x  et  que  Ton  ait 

Si  Ton  résout  Téquation  identique 

par  rapport  à  Y,  et  qu'on  porte  la  valeur  obtenue  dans 
Téquation  (i),  celle-ci  deviendra 

OU,  à  cause  de  dj=ydxy  dy  =^j"dx, 


^-(rg-^, 


dx  )        ^  \        dx  dx)         ' 


le  premier  membre  de  cette  équation  est  une  différentielle 
exacte  ;  en  l'intégrant  et  en  désignant  par  C  la  constante, 
on  a 

(3)  v-/(y'-^)-yv  =  c. 

équation  difiérentielle  qui  est,  en  général,  du  troisième 
ordre. 

3°  Supposons  que  V  ne  renferme  ni  x  ni^,  et  que 
Ton  ait 

On  se  trouve  à  la  fois  dans  les  deux  cas  que  nous  venons 
d'examiner,  et,  à  cause  de  Y  =  o,  on  aura  ces  deux  in- 
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tégrales  premières  de  réqualîon  (i), 

-Y'-.-  =  C',    v-y(Y'-— )-YV'  =  C. 

C  et  O  étant  deux  constantes  arbitraires.  L'élimination 

de  -T-j  qui,  en  général,  contient  seule  la  dérivée  de  jr 

dont  Tordre  est  le  plus  élevé,  donnera  donc  Tintégralc 
seconde 

(4)  Vr=YV''  +  CV-^C. 

^application  de  la  méthode  des  variations  à  la  solution 

de  quelques  problèmes. 

847.  Problème  I.  —  Trouver  la  ligne  la  plus  courte 
entre  deux  points. 

Soient  Xq,  y^Q,  Zq  et  x^j'i,  Zt  les  coordonnées  des 
extrémités  de  la  ligne  demandée  par  rapport  à  trois  axes 
rectangulaires.  La  longueur  de  cette  ligne  sera 


On  a  donc  ici,  en  conservant  toutes  les  notations  dont 
nous  avons  fait  usage  précédemment, 

v'  ffr'  -4-  -^  d-' 

puis 

X  r=  o,     Y  =  o,     Z  i^  o, 


Les  équations  qui  déterminent  les  fonctions  inconnues, 
savoir  K  =  o,  H  =  o,  sont 


c/Y'  iW 


_  =  o,      —  =  o, 
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d'où  Ton  conclut 

Y'  =  const. ,     Z'  =  const. , 

et  par  suite 

y  =  C,     z'=C; 

on  tire  de  là,  par  une  nouvelle  intégration, 

ainsi  la  ligne  demandée  est  une  ligne  droite. 
La  condition  Ç  =  o  est 

(V,  -  r.y.  ~  z\  z\  )  dV,  -f-  r.  ^^  ^  z',  ^z, 

en  employant  les  indices  o  et  i  pour  représenter  les  va- 
leurs que  prennent  aux  limites  les  diverses  quantités  que 
nous  considérons.  Si  Ton  désigne  par  ds  la  ditrérentielle 
de  Tare  de  la  ligne  demandée,  compté  à  partir  d'une  ori- 
gine quelconque,  on  pourra  écrire 

Y'=±,    Z'=l'    et    v-yy-zv  =  -: 

ds  ds  ds 

la  condition  relative  aux  limites  est  donc 

-[(^)/-'--(l).''-'--(s)>]=»- 

848.  Passons  à  la  détermination  des  constantes.  Si  les 
extrémités  de  la  ligne  demandée  sont  données,  les  varia- 
tions Sxq,  Sj^q,  izof  Sxi,  Syi,  $2^  sont  nulles  et  la 
condition  (3)  est  satisfaite  d'elle-même.  Alors  on  déter- 
minera les  constantes  C,  C^  C,  C\  en  exprimant  que  la 
droite  représentée  par  les  équations  (a)  passe  par  les 
deux  points  donnés  (xq,  jg,  Zq),  (j^o^i,  Si). 

Si  les  extrémités  ne  sont  pas  données  et  que  leurs  coor- 
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données  soient  liées  entre  elles  par  i  équations  données, 
on  différentiera  ces  équations  avec  la  caractéristique  o, 
puis  on  éliminera  i  variations  entre  les  équations  obte- 
nues et  la  formule  (3);  enfin  on  égalera  à  zéro  les  coef- 
ficients des  6  —  i  variations  restantes.  En  tenant  compte 
des  i  équations  données  et  de  celles  qui  expriment  que 
la  droite  (  2  )  passe  par  les  points  (x©,  j  o>  ^0  )>  {j^t  jJî  >  ^i)> 
on  aura  les  dix  équations  nécessaires  pour  déterminer  les 
coordonnées  des  extrémités  et  les  constantes  arbitraires. 
Considérons,  par  exemple,  le  cas  où  les  coordonnées 
Xo^yoy  Zq  sont  indépendantes  de Xoj'i,  z^  ;  réquation(3) 
se  décomposera  en  deux  autres,  savoir  : 

(4)  { 

Supposons  que  l'extrémité  (xo,^o>  ^0)  soit  assujettie 
à  demeurer  sur  une  surface  donnée  ayant  pour  équation 

F(-^oiro»-o)  — o; 

on  euro 

ÔV  ^  à?  ^  â?  ^ 

Si  Ton  élimine  ix^  entre  cette  équation  et  la  deuxième 
équation  (4)»  puis  qu'ensuite  on  égale  à  zéro  les  coelli- 
cients  de  $Jq  et  de  izo,  on  aura 

^  ^^0  '/fo 

dSç^  d.KQ  ds^ 


ÔF^         ô¥         d¥_ 
àro         djTQ         ôzq 

ce  qui  exprime  que  la  ligne  de  longueur  minima  est  nor- 
male à  la  surface  donnée,  résultat  conforme  à  celui 
qu'on  a  obtenu  au  n^  157. 
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Si  l'extrémité  [xo,  jot  ^0)  est  assujettie  à  rester 
sur  une  courbe  donnée  ayant  pour  équations 

on  aura 

ÔF  ^  ÔF  ^         ÔF  , 

aOTo  a)o  (/2o 

c).»*o         o[ro         <^-o 

Les  variations  $x%,  Sjoi  ^^o>  dont  ces  équations  déter- 
minent les  rapports,  s^ont  proportionnelles  aux  cosinus 
des  angles  que  fait  avec  les  axes  la  tangente  à  la  courbe 
donnée  au  point  (xo,^o>  ^o)î  donc  la  deuxième  équa-^ 
tion  (4)  exprime  que  cette  courbe  donnée  a  pour  normale 
la  ligne  de  longueur  minima. 

Il  est  évident  que  ce  qui  précède  s'applique  à  Tune 
et  à  l'autre  des  deux  extrémités  de  cette  ligne. 

849.  Au  lieu  d'appliquer  les  formules  générales,  on 
peut  .chercher  directement  les  conditions  du  minimum 
de  l'intégrale 


djT 


en  procédant  comme  nous  l'avons  indiqué  au  n"  836. 
On  a 

JS  :_r     /        -J-djC       ou       âS=z    I  ^ds. 

Or  l'équation  ds^  =.  dx^  -h  rf^  ^  -f-  dz^  donne 
dsStls  z=  dxidx  -f-  djSdf  -f-  dz^dz; 


donc 


J  \ds  ds      '         ds        ) 
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ce  qui  devient,  au  moyen  de  rintégration  par  parties, 

«=[(s).-.*(i).'--(s),'^.] 
-[(S)/-(a'-ç>] 

Les  variations  dx,  Sy,  dz  étant  arbitraires  sous  le  signe   f  ) 

celles  des  conditions  du  minimum  qui  déterminent  les 
fonctions  inconnues  seront 

.d.r  dy  dz 

d—=o,      d-j- z=Oy     rf-  =0; 
ds  ds  ds 

ces  trois  équations  se  réduisent  à  deux,  et  l'on  en  conclut, 
comme  au  numéro  précédent, 

dy  dz 

--  nr  const.,      — -  =  const. 
dx  cix 

Nous  nous  dispensons  d'écrire  les  conditions  aux  limites, 
qui  sont  évidemment  celles  que  nous  avons  déjà  ob- 
tenues. 

850.  Problème  II.  —  Trouver  la  ligne  la  plus  courte 
entre  deux  points  donnés  sur  une  surface  donnée, 

La  ligne  demandée  est  dite  une  ligne  géodésique. 
Soient  {jCqj  y^j  Zq),  (X|,j^i,  z^)  les  coordonnées  des 
points  donnés  rapportés  à  trois  axes  rectangulaires,  et 

(l)  F(X,J,   2)  =  0 

l'équation  de  la  surface  donnée. 

Conservons  toutes  les  notations  du  numéro  précédent; 
la  valeur  obtenue  pour  dS  convient  au  cas  actuel,  et  les 
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conditions  du  minimum  ou  du  maximum  seront  encore 
^    '  ds         -^     ils  as        * 

„  ,  [(S),--(i).'-(S)/=.] 

-[fê)/-(l)/-(S)/4 

seulement  les  variations  dxj  ijy  8z  doivent  ici  satisfaire 

à  Téquation 

f/\  àF  ^         à? .         dF  ^ 

Si  Ton  élimine  Sz  entre  les  équations  (2)  et  (4)7  puis 
qu'on  égale  à  zéro  les  coefficients  des  variations  restantes 
dx,  Jj  ,  il  viendra 

d^    d%    d^ 

.  as  ils    ds  ^ 

^'  ÔF    ~    dF    "    OF   ^ 

dx  ôy  ôz 

il  est  facile  de  voir  que  les  deux  équations  contenues 
dans  cette  formule  se  réduisent  à  une  seule,  à  cause  des 
égalités 

dF^  clx        àF  dr         ^  ^  _ 
ôx  ds         djr   ds  dz   ds  ' 

dx     dx        dr   .dr       dz   ,dz 

—  d \-  -^  d-^  H d —  =  0, 

ds      ds        ds      ds        ds     ds 


dont  la  seconde  s'obtient  en  différentiant  Tidentité 

/dxV 
\di) 


'^Hihi'ih- 


La  courbe  cherchée  sera  donc  déterminée  par  deux 
des  trois  équations  (i)  et  (5).  Les  constantes  introduites 
parl'intégration  et  les  coordonnées  Xoîj'oj  ^o>  J^oXo  ^i» 

S.  »  Caie,  i/tt.  46 
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si  elles  son^  variables^,  se  délermineroni  easuîle,.  sans 
difficultéy  en  faisant  usage  des  équations  aux  limites. 
Les  numérateurs  des  rapports  (  5  )  sont  proportionnels 
aux  cosinus  des  angles  que  fait,  avec  les  axes,  la  normale 
principale  de  la  ligne  géodéçique;  d'ailleurs,  les  dénomi- 
nateurs sont  proportionnels  aux  cosinus  des  angles  que  fait 
avec  les  mêmes  axes  la  normale  de  la  surface  donnée;  donc 
les  deux  normales  coïncident,   et  Ton  a  ce  théorème  : 

Le  plan  osculàteur  d'une  ligne  géodésique  d'une  sur- 
face est  constamment  normal  à  la  surface, 

La  propriété  d'être  la  ligne  la  plus  courte  entre  deux 
points  n'a  pas  nécessairement  lieu  pour  tous  les  arcs 
d'une  ligne  géodésique.  Ainsi,  sur  la  sphère,  les  lignes 
géodésiques  sontdés  grands  cerclés,  et,  si  l'on  prend  deux 
points  sur  la  circonférence  de  l'un  de  ces  grands  cercles, 
la  propriété  du  miqimum  n'appartiendra  qu'à  l'arc  infé- 
rieur à  une  demi-circonférence. 

851.  Problème  IIL —  Trouy^er  la  courbe  plane  qui 
passe  par  deux  points  donnés  ou  assujettis  à  des  condi- 
tions données,,  et  qui  engendre  une  aire  minima  en 
tournant  autour  d'un  axe  donné  dans  son  plan. 

Si  l'on  prend  deux  axes  rectangulaires  dans  le  plan  de 
la  courbe,  dont  l'un,  celui  des  x,  coïncide  avec  Taxe  de 
rotation,  l'aire  dont  on  demande  le  minimum  sera  le 
produit  par  2:1  de  l'intégrale 


On  a  donc,  en  se  reportant  aux  formules  générales  du 

n'usas, 


y-^y^i^y\    x==o,   Y^-v^i+r^    Y-  Ji 
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L'éqaatton 

dY' 
K  r  -  o     ou     Y — -  =  o 

tombe  dans  Tun  des  cas  du  n°  846,  et  elle  a  pour  inté- 
grale première 

V^-Vy-hc    ou  ""        =r, 

c  étant  une  constante  arbitraire.  On  tire  de  là 


cdr  ,       x  —  a  x-h  V'r*  — 


c 


t 


dx= 1      d*où      :^  log » 

yy-^c*  c  ^  c 

a  étant  une  constante  arbitraire.  On  peut  écrire 


c  '  c 

d'oà 

e   <=    +e     ■=  J, 

ce  qui  est  Téquation  d'une  chaînette. 
L*équation  aux  limites  Ç=  o  est  ici 

elle  servira  pour  la  détermination  des  coordonnées  x^  ,ji 
et  JTof  yof  lorsque  celles-ci  seront  variables. 

Si  les  extrémités  sont  données,  Téquation  de  la  courbe 
sufGra  pour  déterminer  les  constantes  c  et  a  ;  supposons, 
par  exemple,  que  les  ordonnées  de  ces  extrémités  soient 
égales,  et  prenons  pour  axe  des  y  la  perpendiculaire  à 
Taxe  menée  à  égale  distance  de  ces  deux  points.  On 
aura  x^  ^= — x^\  par  suite,  la  constante  a  sera  nulle,  et 
Ton  aura,  pour  Téquation  de  la  courbe, 

46. 
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la  constante  c  se  déterminera  donc  par  la  condition 


Xo 


Si  le  rapport  —  est  inférieur  à  une   certaine  limite 

qu'on  détermine  aisément,  la  précédente  équation  n*a 
aucune  racine  réelle  c;  dans  ce  cas,  il  n'existe  ni  mini- 
mum ni  maximum. 

Lorsque  les  extrémités  sont  mobiles  sur  des  courbes 
données,  on  a 

et  Ton  conclut  facilement  de  là  aue  la  chaînette  demandée 
est  normale  aux  deux  courbes  données. 

8S2.  Problème  IV.  —  Etant  donnés  deux  points  A 
et  B,  trouver  la  courbe  AMB  çue  doit  suivre  un  point 
matériel  pesant  pour  aller  du  point  A  au  point  B  dans 
le  temps  le  plus  court. 


La  courbe  demandée  est  dite  brachistochrone.  Prenons 

trois  axes  rectangulaires  dont  Tun,  celui  des  x,    soit 

parallèle  à  la  direction  de  la  pesanteur,  et  désignons  par 

{xQyjoy  Zq),  [Xi.y^j  z^)  les  coordonnées  des  points  A 

et  B.  L'accélération  due  à  la  pesanteur  étant  désignée 

par  g,  et  j  ',  z!  représentant  comme  à  l'ordinaire  les  dé- 

.    ,     fir    dz    ,  ,      , 

rivées  -j-i  ;t-.5  le  temps  employé  par  un  corps  pesant,  par- 
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lanl  du  repos,  pour  aller  de  A  en  B  est  égal,  comme  on  le 

démontre  en  Mécanique,  au  produit  de  la  constante  yjig 
par  l'intégrale 


n  _j_  3'î 


s  1-   /      -?-—-• do:; 


il  s'agit  de  trouver  les  conditions  du  minimum  de  S.  On 
a  ici 


>  = —    — >    A 5—»    1  ^=0,    Z  rr:  O, 


puis 

K-        '^'        H--        '^'' 

Comme  les  points  A  et  B  sont  donnés,  les  conditions 
du  minimum  seront  ici 

dY'  _       dr_ 

d'où 

cel(f  étant  des  constantes  arbitraires.  On  a  donc 


d'où 


2.' —   %■>  ' 


intégrant  et  désignant  par  d'  une  nouvelle  constante 
arbitraire,  on  a  l'équation 
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qui  est  celle  d*un  plan  vertical  contenant  la  courbe  de- 
mandée. Ce  plan  passe  par  les  deux  points  donnés,  et, 
par  conséquent,  il  est  déterminé;  on  peut  le  prendre 
pour  celui  des  xy,  et  alors  on  a  c'==o,  c"=  o,  d'où 
z=:  o,  z'=  o,  et 


Résolvant  par  rapport  à  j'=  -j^?  il  vient 


dx 


dx 


ce  qui  est  Téquation  d'une  cycloïde  dont  la  base  est  hori- 
zontale (n^  231)  ;  on  achèvera  de  déterminer  cette  courbe 

par  la  condition  qu'elle  passe  par  les  points  A  et  B  ;  -^  est 

ici  le  diamètre  du  cercle  générateur. 

853.  Supposons  maintenant  que  les  extrémités  A  et  B 
ne  soient  pas  données,  mais  qu'elles  soient  assujetties  à 
certaines  conditions.  L'équation 


c  -^ 


M 


a  toujours  lieu,  et,  par  conséquent,  la  courbe  demandée 
est  encore  située  dans  un  plan  vertical.  Bien  que  ce  plan 
soit  inconnu,  rien  n'empêche  d'y  choisir  deux  axes  pour 
y  rapporter  la  courbe,  et  l'analyse  du  numéro  précédent 
prouve  que  cette  courbe  est,  dans  tous  les  cas,  une 
cycloïde. 

Tout  se  réduit  ici  à  déterminer  les  points  extrêmes  et 
le  rayon  du  cercle  générateur.  L'équation  aux  limites 
Ç=  o  est  ici 


dx  i^o. 

0 
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Or  on  a 

Â —  — 7~     "  —  ^> 

donc 

Gif  parce  que  Y'  et  Z'  ont  des  valeurs  constantes, 

|^^=:^(YyH-Z'«'-V); 
Ojcq 

notre  équation  devient  donc 

ou,  en  remplaçant  V,  Y'  et  Z'  par  leurs  valeurs, 

r  ^.^r'ir^^'i,  -|._r  .  _-|',^^  _ 

Enfin,  comme  on  a 

T  c  c' 

si  Ton  désigne  par  X  la  valeur  commune  de  ces  rapports, 
les  produits  ^y  et'kzf  étant  constants,  on  aura 

et,  par  conséquent,  Téquation  de  condition  sera,  après 
la  suppression  du  facteur  X|, 

Quelles  que  soient  les  conditions  auxquelles  les  points 
extrêmes  doivent  satisfaire,  on  achèvera  maintenant  la 
solution  sans  difGculté.  Supposons  que  chacun  de  ces 


o. 
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points  soit  assujetti  à  être  sur  une  courbe  donnée  :  on 
aura  séparément 

^J-j  -f.  jr\  ^jr^  -4-  z\  (Tz,  =  O, 

d'où  Ton  conclut  facilement  que  la  brachistochrone  est 
normale  à  la  courbe  donnée  qui  passe  par  le  point 
d'arrii^ée;  et  que  la  tangente  de  la  seconde  courbe 
donnée,  au  point  de  départ,  est  perpendiculaire  à  la 
tangente  de  la  brachistochrone  au  point  d'arrivée. 

854.  Problème  V.  —  Trouver  une  courbe  plane  AMB 
telle  que  l'aire  ABCD  y  comprise  entre  l'arc  AMB,  les 
rayons  de  courbure  AC  et  BD,  qui  correspondent  aux 
deux  points  extrêmes  A,  B,  e«  l'arc  de  la  développée  CD 
comptais  entre  les  centres  de  courbure  C,  D,  soit  un 
minimum. 

Soient  MK  le  rayon  de  courbure  en  un  point  M  de 
Tare  AM  =  j,  M'K'  un  rayon  de  courbure  inûniment 


voisin  ;  Taire  comprise  entre  ces  rayons  R  et  les  deux 
courbes  sera  évidemment  égale  à  Rrf5(i  -l-c),  e  étant  un 
infiniment  petit.  Si  donc  on  rapporte  la  courbe  à  deux 
axes  rectangulaires  Oxy  Oy,  Tinlégrale,  qui  doit  être 
un  minimum,  sera 
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Ainsi  Ton  a 

V  — ~ ,      X=0,     y=:0; 

on  est  donc  dans  l'un  des  cas  du  n®  846,  et  Téquation 
du  minimum  admet  l'intégrale  seconde 

v  =  c-i-c'r'-4-YV'; 

mais  ici  cette  intégrale  se  réduit  simplement  à 

C  et  G  étant  des  constantes   arbitraires,   à  cause  de 

YS"=:— V.  Remettant  R^  au  lieu  de  V,  et  $^   au 

lieu  de  y' y  on  aura,  pour  déterminer  la  courbe  de- 
mandée, 

R~=:C-l-C'-f     ou     R  —  C-7--t-C'-f^. 
dx  dx  dx  fix 

Posons 

dx  dy 

puis 

C  =  4^  cosa,     c  :  -  —  4  ^  sinee, 

a  et  a  étant  de  nouvelles  arbitraires;  notre  équation  de> 
viendra 

R  r:=  4<'sin(y  —  a). 

Mais,  si  Ton  fait  tourner  les  axes  d'un  angle  a,  et  que 
l'on  désigne  toujours  par  f  l'inclinaison  de  la  tangente 
de  la  courbe  cherchée  sur  l'axe  dcsx,  on  aura  plus  sim- 
plement 

R  r=  4 «  siny     ou     ds  =  4^  siny  dt^^ 

car  d^  est  évidemment  égal  à  l'angle  de  contingence.  On 
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a  ensuite 

df  i_r:  efsCOSf  ^:^  4^  ^^"^7  COSff  dj  r=  2fl  sin  2fd<pf 

d*où,  en  intégrant^t  en  désignant  par  Xo,  j  o  <l6  nouvelles 
constantes  arbitraires, 

X —  x^rrza[2f  —  sin!2f>),    X  — fQ  =  a(i  —  cos^^»); 

on  voit  que  la  courbe  demandée  est  une  cycloïâe. 

855.  Problème  VI.  —  Etant  donnes  deux  axes  rec-- 
tangulairesOxj  Oy  et  deux  points  C  y  D  dans  leur  plan, 
on^  demande  de  trouy^er,  parmi  toutes  les  courbes  de 
longueur  donnée,  situées  dans  ce  plan  et  terminées  aux 
points  C,  D,  celle  pour  laquelle  l'aire  ABCD  comprise 
entre  la  courbe,  l'axe  des  x  et  les  ordonnées  extrêmes, 
est  un  maximum. 

L'intégrale  qu'il  s'agit  de  rendre  maxima  est  ici 


S 


/  \<ir. 


et  l'on  doit  avoir 


'._-    r    \i^./*âx^l, 


l  étant  une  longueur  donnée.  Il  faut  alors  (n®  843)  cher- 
cher le  maximum  absolu  de  l'intégrale 

a  étant  une  indéterminée.  On  a  ici 
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€t  Ton  est  dans  le  deuxième  des  cas  du  n®  846  ;  Féquation 
du  maximum  admet  Tintégrale  première 

V  —  y  Y'  -—  C      ou     7  H rrr  c, 

c  étant  une  constante  arbitraire.  On  tire  de  là 
d'où 


X  —  c'z^^a^—[c — jr]*     ou     [x — •c')*-h(j  —  c)*:_-^*. 
La  courbe  demandée  est  donc  un  arc  de  cercle  de  rayon  a. 

856.  Problème  VIL  —  Parmi  toutes  les  courbes  iso^ 
périmètres  que  l'on  peut  tracer  sur  un  plan  entre  deux 
points  donnés,  quelle  est  celle  qui,  en  tournant  autour 
d'une  droite  donnée  dans  le  même  plan,  engendre  la 
plus  grande  ou  la  plus  petite  surface  de  résolution  ? 

L'intégrale  qui  doit  être  maxima  ou  minima  est 
et  Ton  a,  en  outre, 


S'rrz:  Ç   '  ^l  -^  f^  dx -z  l; 


il  faut  donc  chercher  le  maximum  ou  le  minimum  ab- 
solu de 

S  4-  aS'-^  f  \x-h  a)  ^TTy^elr. 

Comme  a  est  une  constante,  le  calcul  à  exécuter  est  le 
même  que  celui  du  problème  111  (n°  851),  et,  par  con- 
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séquenly  la  courbe  qui  engendre  la  plus  grande  ou  la 
plus  petite  surface  est  une  chaînette. 

8S7.  PaoBLEicB  VIII.  —  Parmi  toutes  les  courbes  iso- 
périmètres,  quelle  est  celle  à  laquelle  repond  le  ^volume 
de  révolution  minimum  ? 

L'intégrale  qui  doit  être  un  minimum  est 


=/;>.., 


S 


et  Ton  a,  comme  dans  les  précédents  problèmes, 


S'=  r  '\Ji-^y^djr  —  L 


Il  faut  chercher  le  minimum  absolu  de 


On 


par  conséquent,  on  aura,  comme  dans  le  problème  VI, 

pour  rintégrale  première  de  l'équation  différentielle  qui 
exprime  la  condition  du  minimum,  c'est-à-dire 

y  -î- =  c 


ou 
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ce  qui  est  réquation  différentielle  de  la  courbe  élastique 

(no709). 

858.  Problème  IX.  —  Déterminer  la  courbe  plane 
(jui,  en  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan, 
engendre  la  surface  minima  renfermant  un  volume 
donné. 

L'intégrale  qui  doit  être  minima  est 


Sr=   r    XyJl-\-y^dx^ 


et  Ton  a 

S'  -^  /      y^dx=z  const.  =  /. 


•  =/  > 


Nous  chercherons  le  minimum  absolu  de  l'intégrale 


1 


aS-f-S'—  r    [j^  n- lay  sfïTy^)  dx. 


a  étant  une  indéterminée.  On  a 

Vr:r,>«-haa//r+y*,       X  ^  O, 

et  Ton  aura  ici  encore,  pour  Tintégrale  de  Téquation  qui 
répond  au  minimum, 

ou 

b  étant  une  constante  arbitraire.  On  tire  de  là 

[X^±b^)dy 


dx  zz=. 


yJ^a^j^^[j^±b^Y 


734  CALCUL    IMTÉGRAL. 

Cette  équation  n*c.st  autre  que  celle  dont  nous  nous 
sommes  occupr  au  n'^  712,  et  qui  appartient  à  la  courbe 
décrite  par  le»  loyer  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole 
qui  roule,  sans  glisser,  sur  une  droite  fixe  située  dans 
son  plan. 


FIN  DU  TOME  SECOND. 
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Celle  équalîon  n'csl  aiilrc  que  celle  donl  nous  nous 
sommes  occupé  nu  n"  712,  cl  qui  apparlienl  à  la  courbe 
décrilc  par  \c.  foyer  d*une  ellipse  ou  d'une  hvperbole 
qui  roule,  sans  glisser,  sur  une  droite  fixe  siluée  dans 
son  plan. 


FIN  DU  TOME  SECOM). 
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